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ಕುಲಪಶಿಗಳ ಹಾರೈಕೆ 


ಇಂದಿನ ವಿಶ್ವದಲ್ಲಿನ ಹಲವಾರು ಸಮಸ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಕೃಷಿಉತ್ಪಾ ದನೆಯ ಹೆಚ್ಚಳ ಳಮೇ 
ಬಹುಮಟ್ಟಿಗೆ ಪರಿಹಾರ ಒದಗಿಸಲು ಸಾಧ್ಯ. ಕೃ ಷಿಉತ್ಪಾ ಶ್ವದನೆಯ ಹೆಚ್ಚಳವು ಕೃಷಿ. 
ಸಂಶೋಧನೆಗಳ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ಟೇ ಅನೆಡಿಸುವಿಕೆಯನ್ನು ಅವೆಲಂಬಿಸಿರೆ. ತಳಿದ ಒಲದು 
ದಶಕದಲ್ಲಿ ಕೃ ಸಿ ಸಂಶೋಧನೆಯು ಸಾನಾಮುಖವಾಗಿ ಬೆಳೆದಿದೆ. ಅದನ ಪ್ರಯೋಜನ 
ವನ್ನು 3ಬ ಕ್ಕ ತರು ಪಡೆದಿದ್ದಾರೆ, ಅದರಲ್ಲಿ ಕೆಲವರು ಹೆಚ್ಚಿನ ಪ್ರಗತಿಯನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಿ, ಜಾಗತಿಕ್‌ ಗರಿಷ್ಕ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ನಾವೂ ಸಾಧಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವೆಂಬ ಭರವಸೆಯ 
ದೃಷ್ಟಾಂತವೆನಿಸಿದ್ದಾರೆ. ಈ ಅಳವಡಿಕೆ ಹಾಗೂ ಸಾಧನೆಗಳು ಕೆಲವರ ಸ್ವತ್ತಾಗಿ 
ಖಡ ಸಾರ್ವಕ್ರಿಕವಾಗಬೇಕು. ಆಗ ರಾಷ್ಟ್ರದಲ್ಲಿ ನಿಜವಾದ ಕ್ಸ ಸಿಪ್ರಗತಿ ಹಾಗೂ 
ಸಾಮಾಜಿಕ ಕಲ್ಯಾಣ ಮೂಡಿ ಬರುತ್ತದೆ. ಈ ಕಾರ್ಯಸಾಧಕೆಯಲ್ಲಿ ಕ ಸಿ ವಿಜ್ಞಾನ 
ಸಾಹಿತ್ಯ ರಚನೆಯು ಮಹತ್ವದ ಅಂಶವಾಗಿದೆ. ಈ ದೃಷ್ಟಿಯಲ್ಲಿ ಕಸಿ ವಿಜ್ಞಾನ 
ಪುಸ್ತಕಗಳು ಪ್ರಾದೇಶಿಕ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟವಾಗುತ್ತಿರುವುದು ಔಚಿತ್ಯಪೂರ್ಣವಾಗಿದೆ. 


ಸ್ವಾತಂತಾ ತ್ರ್ರಾನಂತರದ ಆಭ ಮ್ಯದಯದ ಹಲವಾರು ಯತ್ನ ಗಳಲ್ಲಿ ರಾಷ್ಟ್ರೀಯ 
ಭಾಷೆ ಸಗಳ "ಅಭಿವ್ನದ್ಧಿಯೂ ಒಂದು. ಹಿಂದಿ ಭಾಷೆ ಸೆಯೊಂದಿಗೇನೇ. ಇತರ ಎಲ್ಲ 
ಪ್ರಾಜೀಶಿಕ ಭಾಷೆಗಳ ಬೆಳವಣಿಗೆ ನಡೆಯಬೇಕೆಂದು ಸಂಸತ್ತು ನಿರ್ಧರಿಸಿದೆ. ಹಲವಾರು 
ಭಾಷೆಗಳು ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿರುವ ನಮ್ಮ ರಾಷ್ಟ್ರದಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲ ಭಾಷೆಗಳೂ ಸಮತೂಕವಾಗಿ 
ಬೆಳೆದು ಬಂದಾಗಲೇ ರಾಷ್ಟ್ರದ ಸಮಗ್ರತೆ ಬೆಳೆದುಬರುತ್ತದೆ. ಈ ಭಾಷೆಗಳು ಸಾಕಷು 
ಅಭಿವೃದ್ಧಿ ಹೊಂದಿದಾಗ ಶಿಕ್ಷಣ ಮಾಧ್ಯಮಗಳಾಗಲು ಸಮರ್ಥವಾಗುತ್ತವೆ. ನಾಡಿನ 
ಭಾಷೆಗಳೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಶಿಕ್ಷಣ ಮಾಧ್ಯಮಗಳಾಗುವಂತೆ ಬಲಗೊಳಿಸುವ ಹೊಣೆ ವಿವಿಧ 
ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯಗಳದ್ದು. ಅದಕ್ಕನುಗುಣವಾಗಿ ಪ್ರಾದೇಶಿಕ ಭಾಷೆಗಳು, ಕೃಷಿ 
ಶಿಕ್ಷಣ ಮಾಧ್ಯಮಗಳಾಗುವಂತೆ ಸಿದ್ಧತೆಗಳನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕಾದ್ದು ಕೃಷಿ ವಿಶ್ವ 
ವಿದಾ ನಿಲಯಗಳ ಕೆಲಸವಾಗಿದೆ. ನಮ್ಮ ಕೃಷಿ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾ ್ಯನಿಲಯವು ಈ ಕಾರ್ಯ. 
ಸಾಧಸೆಗೋಸುಗ ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಕೃಷಿಸಾಹಿತ್ಯ ಮ್ಮಾ ಕ್ಲ, ಕೊಂಡಿದೆ. ಇಷ್ಟು 
ದಿನ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿಯೇ ಶಿಕ್ಷಣ ಪಡೆದು, ಬಳಕೆ ನಡೆಯಿಸಿದ ಶಿಕ್ಷಕ ಹಾಗೂ 
ವಿಜ್ಞಾನಿಗಳಿಗೆ ಒಮ್ಮೆಲೇ ಪ ಪ್ರಾದೇಶಿಕ ಭಾಸೆಗಳಲ್ಲಿ ಗ್ರಂಥರಚನೆ ಮಾಡುವುದು ಸುಲಭ 
ಕಾರ್ಯವೇನಲ್ಲ. ಇಂಥದರಲ್ಲ ಈ ಕೆಲಸ ಪಾ ಾರಂಭವಾದ ಅಲ್ಲಾ ಶ್ರ ವಧಿಯಲ್ಲಿ ಮುಕ್ಕಾಲು 
ತತಗಳಿಗಿಂತಲೂ ಹೆಚ್ಚು ಗ್ರಂಥಗಳು ಪ್ರಕಟಗೊಂಡು ಜನಪ್ರಿಯವಾದುದು ಅತ್ಯಂತ 
ಹೆಮ್ಮೆಯ ಸಾಧನೆ. | 


iv 
ಉಪಯುಕ್ತ ಸಂಶೋಧನಾಧಾರಿತ ಆಳ ಅಭ್ಯಾಸದ ಫಲವಾಗಿ ಸೃಷ್ಟಿಗೊಂಡ 
ಕೃಷಿ ವಿಜ್ಞಾ ನ ಗ್ರಂಥಗಳು ನಮ್ಮ ರಾಜ್ಯದ ಕೃಷಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಹಾಗೂ ಕೃಷಿಕರಿಗೆ 
ಅಮೂಲ್ಯ ಕೊಡುಗೆಗಳಾಗುವುದರಲ್ಲಿ ಸಂದೇಹವಿಲ್ಲ. ಈ ಕಾರ್ಯ ಮಿಂಚಿನ ವೇಗದಿಂದ 
ನಡೆಯಲೆಂದು ನಾನು ಹಾರೈಸುತ್ತೇನೆ. 


ಕೃಷಿ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯ ಹ. ರಾ. ಅರಕೇರಿ 
ಬೆಂಗಳೂರತಿ ಉಪಕುಲಪತಿಗಳು 


ತಾ॥ 15-3-78 


ಸಂಪಾದಕರ ಮಾತು 


ಕಹಿ ವಿಜ್ಞಾ ಸ್ನ ಅನ್ವಯಿತ ವಿಜ್ಞಾ ನ ಇದಕ್ಕೆ ಎಲ್ಲ ಮೂಲ ವಿಜ್ಞಾ ನಗಳು 
ಆಧಾರ ನೀಡುತ್ತ ವ್ರ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಎಲ್ಲ ಕಾಸ ಗಳೆ ಮಾತೆಯೆಂದು ಹೇಳಿತ್ತಾ ಕಿ 


ಬೀಜಗಣಿತ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರ ದಲ್ಲಿ ಪಾ ಮುಖ್ಯವಾದ ಸಾ ನ ಪಡೆದಿದೆ. 


ಮೇರಿಕೆಯ ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಸ್ಕಾ ನಗಳ ಪಾಲ್‌ ಸಿ. ತೀಲ್ಡರು ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ನಲ್ಲಿ 
ಬರೆದ "ಲೀನಿಯರ್‌ ಆಲಿಬ್ರ' ತುಂಬಾ ಫ್ರಖಾ ತಿಯನ್ನು ಸಡೆದ ಬೀಜಗಣಿತದ ಪಕ 
ಪುಸ್ತಕ. ಸ್ಥಾ ತಕಪೂರ್ವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಮನದುಂಬುವ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಆ ಪುಸ್ತ 
ವನ್ನು ಅವರು 'ಬಕಿದಿದ್ದಾ ಕೆ. ಹಲವಾರು ಜಾಗತಿಕ ಭಾಷೆಗಳಿಗೂ, ಭಾರ ರತೀಯ Ne 
ಭಾಷೆಗಳಿಗೂ ಇದು ಭಾಷಾಂತರಗೊಂಡಿದೆ. ಇಂಥ ಉಪಯುಕ್ತ ಪುಸ್ತಕವು ಕೃಷಿ 
ಹಾಗೂ ಇತರ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾ ನಿಲಯಗಳಲ್ಲಿ ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡುತ್ತಿರುವ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯ ಮದ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೂ 4 ಯೋಜನವಾಗಲೆಂದು ಅದನ್ನು ಕನ್ನ. ಡಕ್ಕೆ ತರುವ ಹುತ್ತ 


ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. 


ಕರ್ನಾಟಕ ರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿಯ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಅಧ್ಯಾಪಕರು 
ಹಾಗೂ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಈ ಗ್ರಂಥದ ಪ್ರಯೋಜನವನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಳ. ಪುರೆಂದು 


ಫಾಲ್ಗುಣಿ ಮಾಸ, ಪಿಂಗಳನಾವತಿ ಸಂವತ್ಮೈರ ವೀ. ಚೆ. ಹಿತ್ತಲಮನಿ 
ಶಾಲಿವಾಹನಶಕ 1889 ಕನ್ನಡ ಪ್ರಾಧ್ಯಾಪಕರು 
'ಕನ್ನಡ ಅಧ್ಯಯನ ವಿಭಾಗ ಹಾಗೂ 

ಕೃಷಿ ವಿಶ ವಿದ್ಯಾನಿಲಯ, ಬೆಂಗಳೂರೂ-24 ಕನ್ನಡ ಅಭಿನೃದ್ಧಿ ಸವಿತಿತಿ 


ಕಾರ್ಯದರ್ಶಿಗಳು 


ಮೂಲ ಲೇಖಕರ ಮುನ್ನುಡಿ 


ಇತ್ತೀಚಿನ ದಿನಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಥಾ ಸ್ನಾತಕಪೂರ್ವ ಗಣಿತ ಪಠ್ಯಕ್ರಮವು ಉನ್ನ್ನ ತಮಟ್ಟಕೆ 
ಏರಿದುವನ್ನು ಕಾಣಬಹುದು. ಗಣಿತವು ಪ್ರಧಾನ ಹಾಗೂ ಅಪ್ರಧಾನ ವಿಷಯಗಳನ್ನ. ಗಿ 
ಆರಿಸಿಕೊಂಡ ಇಬ್ಬರಿಗೂ ಅವಶ್ಯವೆನಿಸಿದೆ. ಈ ಅವಶ್ಯ 'ಕತೆಯಿಂದಾಗಿ ಅನೇಕ 
ವಿದ್ಯಾ ಲಯಗಳು ಸ್ಥಾ  ತಕಪೂರ್ವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಈಗ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತವನ್ನು 
ಕಲಿಸಲು ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿದೆ. ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ ಪ್ರಾರಂಭಿಕ 
ಇಗೂ ಪ್ರೌಢ ಕಲನಶಾಸ ಸ್ತ್ರ ಮತ್ತು ಭಿನ್ನ' ಕಲನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ತಣ ಈ ವಿಷಯ 
ಗಳಿಗಿಂತ ಬೇರೆಯಾಗಿಯೇ ಕಲಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತವನ್ನು ಪ್ರೌಢ 
ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ಮತ್ತು ಭಿನ್ನಕಲನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಬಹುಭಾಗವನ್ನು ಏಕೀಕರಿಸಲು 
ಮತ್ತು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಅದು ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ ಮತ್ತು ವಾಸು 
ಶಿಲ್ಪ ಶ್ರೇಣಿ ಗಳ ಅಧ್ಯ ಯನದ ಆರಂಭಕ್ಕೂ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ, ಇದಕ್ಟೋಸುಗ 
ವಿದ್ಯಾಧಿ ರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಪಾ ್ರಾರಾಭಿಕ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ದ ಅಭ್ಯಾಸ ಮುಗಿಸಿದ ಕೂಡಲೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಬೀಜ ವಗಣಿತವ ನ್ನ್ನು `ತ೦ಸುವುದು ರೂಢಿಯಲ್ಲಿದೆ. ಈ ಪುಸ್ತಕವು ಸಾ ತಕ ಪೂರ್ವ ಗಣಿತ 


ತ್ಯ ಕ್ರಮ ಕ 4 ನುಗುಣವಾಗಿ ರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. 


ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಕ್ಕೆ ಬರುವ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಈ ಸಠ್ಯ 

ಸ್ವಕದಲ್ಲಿ" ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. ರೇಖಾತ್ಮಕ ನಿರವಲಂಬಸೆ, ರೇಖಾತ್ಮಕ 
bo ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳು ಮತ್ತು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳಿಗೆ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಮೇಯ ಇವುಗಳ ಅಭ್ಯಾ ಸಕ್ಸೆ ಪ್ರಾಮುಖ್ಯತೆ ನೀಡಲಾಗಿದೆ. ಕೇಖಾತ್ಮಕ 
ಕಾರ್ಯಕ್ರ ಕ ಕರಣ, ನೀನಮಧ್ಯ ಕ ನಗದೆ, ಪಾ ಥಮಿಕ ಮಾತೃ ಕೆಗಳು, 
ಕ್ಯಾನೊನಿಕಲ್‌ ರೂಪಗಳು, ವರ್ಗಾಶ್ಮ್ಮಕ ರೂಪಗಳು ಮತ್ತು ಸಮೂಹ ಸಿದ್ಧಾ ಂತೆ 
ಇ ಜನಪ್ರಿಯ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಸೇರಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಲಾಗಿದೆ. 


ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕೆ ಎರಡು ವಿಧಾನಗಳು ಸ ಸಾಧ್ಯ. ಮಾತೃ ಜೆ 
ಗಳ ಅಭ್ಯಾಸ ಸರಳವಾಗಿದೆ. ಗಣನಾತ್ಮಕ ಉಪಕರಣಗಳು ಸುಲಭವಾಗಿ ದೊರಕುತ್ತ ಜೆ ವೆ. 
ಅಂಥ ಒಂದು ವಿಧಾನವು ವಸ್ತುವಿನ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಪರಿಭಾವನೆಗಳನ್ನು ಅರ್ಥಮಾಡಿ 
ಕೊಳ್ಳು ವುದನ್ನು ಹೆಚ್ಚು ಕಠಿಣ ಮಾಡುವುದಲ್ಲದೆ ಸಾಂಪ್ರದಾಯಕ ಬೈಜಿಕ ಪ ಪರಿಭಾವನೆ 
ಗಳಿಗೂ ಅಡ್ಡಿ 'ಮುಂಟುಮಾಡುತ್ತ ಡೆ ಮತ್ತು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣನನ್ನು ಸ್ವ ಲ್ಪ ಕಠಿಣ 
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ವನ್ನಾಗಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಪರ್ಯಾಯ ವಿಧಾನವನ್ನು ಆಯ್ದುಕೊಳ್ಳ ಲಾಗಿದೆ. ಅದೆಂದರೆ, 
ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಪ್ರಮುಖ ಸಾಧಳಗಳನ್ನಾಗಿ ಪರಿಷ್ಟರಿಸುವುದರಿಂದ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡುವುದು. ಈ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು 
ಅನೇಕ ಹೊಸ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಕಲಿಯುವುದು ಅವಶ್ಯವಾಗಿದೆ. ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 
ಸರಳವಾಗಿದ್ದ ರೂ ಇದು ಸುಲಭದ ಕೆಲಸವಲ್ಲ. ಕಡೆಗೆ ದೊರೆಯುವ ಫಲಿಶಾಂಶವು 
ಈ ಪ್ರಯತ್ನಕ್ಕೆ ಅರ್ಹವೆನ್ನ ಬಹುದು. ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು "ಆಧುನಿಕ' ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಬೀಜಗಣಿತದ ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿಕೊಳ್ಳುವುದರ ಜೊತೆಗೆ, ಇಂದು ಗಣಿತ 
ಶಾಸ್ತ್ರಕ್ಕೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕವಾಗಿರುವ ಅಮೂರ್ತ ಪರಿಭಾವನೆಗಳನ್ನು ಪರಿಚಯಮಾಡಿ 
ಕೊಳ್ಳುವುದಲ್ಲದೆ ಉಪಯೋಗಿಸಲೂ ಪ್ರಾರಂಭಿಸುತ್ತಾನೆ. 


ನಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಕಲಿಯಲು 
ಸಹಾಯಕವಾಗುವಂತೆ ನಾನಾ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಬಳಸಲಾಗಿದೆ. ಈ ವಿಧಾನಗಳಿಗೆ 
ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಮೂಲವಾಗಿರುವುದು ನಿಮ್ಮ ಆಯಾಮದ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಬಲ 
ವಾದ ಒತ್ತು ಕೊಡುವುದು. ಒಂದು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ನಿಯಮದಂತೆ, ಒಂದು ಅಥವಾ 
ಹೆಚ್ಚು ಉದಾಹರಣೆಗಳ ಜಾಗರೂಕತೆಯ ಪರಿಶೀಲನೆಯ ನಂತರವೇ ಎಲ್ಲ ವಿಷಯ 
ಗಳನ್ನೂ ಪರಿಚಯಮಾಡಲಾಗಿದೆ. ಇದು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗೆ ವಿಷಯವನ್ನು ಕಲಿಯಲು 
ಸಹಾಯ ಮಾಡುವುದಲ್ಲದೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಬಹಳಷ್ಟು ವಿಷಯಗಳು ನಿಮ್ಮ 
ಆಯಾಮದ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುವುದರಿಂದಲೇ ಉದಯಿಸಿದೆ ಎಂಬ 
ವಿಷಯವನ್ನು ಒತ್ತಿ ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಇದಲ್ಲದೆ ಇಲ್ಲಿ ಕೇವಲ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ಲಿಪಿಯಂತೆ 
ಉಪಯೋಗವಾಗುವ ಅಂಕನದ ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ಕನಿಷ್ಠ ಅಂಕನವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗಿದೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆಯ ಜಾಡನ್ನು ಹಿಡಿಯಲು ಸಂಕೀರ್ಣ ಅಂಕನ 
ಗಳನ್ನು ನಿರೀಕ್ಷಿಸುವ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. ಬದಲಾಗಿ, 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸಲು ನಾನಾ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಬಹು 
ಪದಿಗಳ ಭಾಗಾಹಾರದಂತಹ ಪರಿಚಿತ ವಿಷಯಗಳಿಗೂ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 
ಸಾಂದರ್ಭಿಕ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಅಧ್ಯಾಯ 4ರ4,ರಿ ಮತ್ತು 6ನೇ ಭಾಗಗಳಿಗೆ 
ಹೊರತಾಗಿ ಎಲ್ಲ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನೂ ಕೇವಲ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ 
ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 

ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗೆ ಇನ್ನೂ ಹೆಚ್ಚು ಸಹಾಯವಾಗಲು, 1 ಮತ್ತು 2ನೇ ಅಧ್ಯಾಯಗಳು 
ಒಂದೇ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. ಪ್ರಾಥಮಿಕ ವಿಷಯ, ಅದರ ಹಿಂದಿ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 
ಮತ್ತು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆ, ಅದರ ಹಿಂದೆ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ವಿಷಯ ಹೀಗೆ ಅಧ್ಯಾಯ ಪ್ರಾರಂಭ 
ವಾಗುವುದು. ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳೊಂದಿಗೆ ಮತ್ತು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ, ನಿರವ 


~ 


1% 


ಲಂಬನೆ ಹಾಗೂ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ಶನೆಗಳ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳಿಗೆ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತದೆ. 
ಅನಂತರ ಮಾತೃಕೆ ಗಣನೆಯ ಕುರಿತು ಒಂದು ದೀರ್ಥವಿಭಾಗ ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 
ಅಧ್ಯಾಯ 2, ಪರಿಚಿತ ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ ದೊಂದಿಗೆ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುತ್ತದೆ ಹಾಗೂ 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಪರಿಚಿತ ನಿರ್ಧಾರಕ ಹಾಗೂ ಓರೆ ಗುಣಲಬ್ಧ ಒಂದು 
ಚರ್ಚೆಯೊಂದಿಗೆ ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಬಹುವಾಗಿ ಪ್ರಾಥಮಿಕ 
ವಿಷಯಗಳ ಮೇಲೆ ಕೆಲಸ ಮಾಡುತ್ತಿರುವಾಗ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಸ್ಪಷ್ಟ್ಯವಾಗಲು ಈ ಶ್ರೇಣಿ 
ಸಾಧ್ಯಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅಧ್ಯಾಯ 8 ರ ವಿಷಯವು ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿನ ಹೆಚ್ಚು ಕಠಿಣವೂ ಮುಖ್ಯವೂ 
ಅದೆ ಭಾಗವಾಗಿದೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಭಾಗವು ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು 
ಜಾಗರೂಕವಾಗಿ ಪರಿಶೀಲಿಸುವುದರ ಜೊತೆಗೆ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳೊಂದಿಗೆ 
ಗಣನೆಯ ಸರಳತೆಯನ್ನು ಒತ್ತಿ ಹೇಳುತ್ತದೆ (ಈ ಭಾಗದ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಎರಡು 
ಆಯಾಮದ ಪ್ರಸಂಗದ ಒಂದು ಸಂಪೂರ್ಣ ಚರ್ಚೆಗೆ ಮಾಸಲಾಗಿವೆ). ಮುಂಜಿ 
ಪರಕರ್ಮಿಯ ಯಾವಾಗ ಸರ್ಣರೇಬ್ಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಬಹುಪದಿಗಳ ಅಭ್ಯಾಸವು 
ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುತ್ತದೆ. ಎಂಬುದನ್ನು ಕುರಿತಾಗಿದೆ. ಬಹುಪದಿಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಸಂಬಂಧಿತ 
ಸಂಗತಿಗಳನ್ನು 2 ಮತ್ತು ನೇ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಕರ್ಣರೇಜ್ಯಕೆಗೆ 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಒರೆಗಲ್ಲು ಮತ್ತು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಮಾಂಗ ಮಾಶೃಕೆಗಳಿಗೆ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಮೇಯ, 
ಇವನ್ನು ಭಾಗ 4ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ, ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಅನಂತ ಆಯಾಮಗಳಿಗೆ 
ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾರ್ವತಿ ಶ್ರೀಕರಣಗೊಳ್ಳುವ ರೂಪದ ಪ್ರಲಂಬನಗಳ ಪದಪುಂಜದಲ್ಲಿ 
ಬರಕವಾಗಿವೆ. 


ಅಧ್ಯಾಯ 4, ಉಪಯುಕ್ತವಾದ ಹೆಚ್ಚಿನ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಈ 
ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ನಾಲ್ಕು ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಭಾಗಗಳಿವೆ. ವೃತ್ಯಯಶೀಲ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಬಗೆಗೆ 
ಭಾಗ 1, ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಬಗೆಗೆ ಭಾಗ2; ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಬಗೆಗೆ ಭಾಗ ೨; ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗದ ಬಗೆಗೆ 4 ರಿಂದ 6ರ ವಕೆಗಿತ 
ಭಾಗಗಳು. ಈ ಅಧ್ಯಾಯದ 4 ರಿಂದ 6ರವರಿಗಿನ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 21ರ 
ನಂತರವೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದಾಗಿದೆ. (ಅಧ್ಯಾಯ 3 ರ ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ). 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಸ್ಕೂಲವಾಗ ಮೂರು ವಿಧಗಳಾಗಿವೆ. ಹಲವು ಗಣನಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿವೆ, ಇವು ಅಕೇಕ ಸಲ ಅಲಕ್ಷ್ಯ ಮಾಡಲಾದ ಕುಶಲತೆಯನ್ನು ರೊಢಿಸಿಕೊಳ್ಳಲು 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗೆ ಸಹಾಯ ಮಾಡುತ್ತವೆ. ಗಣಿತವು ಪ್ರಧಾನ ವಿಷಯವಾಗಿರದ ಅನೇಕ" 
ಅನಶ್ಯವಿರುವ ಪುನರಾವರ್ತನೆಗೆ ಇವು ಅವಳಾಶಮಾಡಿಕೊಡುತ್ತವೆ. ಪಠ್ಯ ಫಲಿಶಾಂರ 
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ಅಥವಾ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ತಿಳಿಯಬಯಸಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ 
ಪೆರಿಕಲ್ಪ,ನಿಗಳೆ ಗೃಹಿಸಿರುವಿಕೆಯನ್ನು ಇತರ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಪರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತವೆ. ಮೂರನೆ 
ವರ್ಗಕ್ಕೆ ಸೇರಿದ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಪಠ್ಯದಲ್ಲಿ ಸೇರಿಲ್ಲದ ವಿಷಯವನ್ನು ಒಳೆಗೊಂಡಿನೆ. ಈ ' 
ನೂರೂ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಹಲನಾರು ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸಲಾಗಿದೆ. ಇದು ವಿವಿಧ 
ತರಗತಿಗಳಿಗೆ ಎಷು, ಸಮಯದ ವಿನಿಯೋ* ಮಾಡಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತದೆ, 
ಜೊತೆಗೆ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗೆ ಸಾಕಷ್ಟು ಪರಿಶೀಲನಾ (ಉಜವಳಣೆ) ಅಭ್ಯಸನೆಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸು 
ಸವ. ಎಲ್ಲ ಗಣನಾತ್ಮಕ ಅಭ್ಯಾಸಗಳ ಜೆಸಭಾಗಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರ ನೀಡಲಾಗಿದೆ. 


ಎಂದಿನ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಬೆ. «ಏಳು ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ' ಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ನಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಪರಿಭಾವನೆಗಳ ಒಂದು ಬಿಡಿ ಶ್ರೇಣಿಯ ಮೇಲೆ ಯೋಚನಾ ಸರಣಿ 
ಯನ್ನು ಕಾಪಾಡಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕೆಂದು ಪ್ರೋತ್ಸಾಹಿಸಲು ಇವುಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಇವುಗಳನ್ನು ಇಡೀ ತರಗತಿಗೆ ಅಥವಾ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಲ್ಪಟ್ಟ ನಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಸಮಸ್ಯೆಗೂ ಒಂದು ಅಥವಾ ಹೆಚ್ಚು ವಾರಗಳ ಸಮಯ ಕೊಟ್ಟು ಮಾಡಲು 
ಕೂಡಬಹುದು. 

ಕೆಲವು ಬಹುಮುಖ್ಯವಾದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ "ಸ್ರಮೇಯ' ಎಂಬ 
ಹೆಸರನ್ನೂ ವಿಷಯದ ಮೂರು ಮೂಲಭೂತ ಉಪಕರಣಗಳಿಗೆ "ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ' ಎಂಬ 
ಹೆಸರನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಸ್ರತಿಯೊಂದು ಭಾಗದಲ್ಲಿಯೂ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನೊಳ 
ಗೊಂಡು ಇತರ ಎಲ್ಲ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 
೩ಷಯದ ಕಲಭಾಗವನ್ನು "ಓೀಕೆಗಳು' ಎಂದು ಕರೆದಿರುವ ಪರಿಚ್ಛೇದಗಳಲ್ಲಿ ವಿಂಗಡಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಪ್ರಧಾನ ಪಠ್ಯದಲ್ಲಿ ಚರ್ಚೆಯ ಉಚಿತ ಪ್ರವಾಹದಲ್ಲಿ ಸಾಗಿ 
ಹೋಗುವಂತೆ ಮಾಡಲು ಸ್ವಲ್ಪ ಸ್ವೇಚ್ಛೆಯನ್ನು ಅನುಸರಿಸಲಾಗಿದೆ. ಈ ಟೀಕೆಗಳು 
ಗಣನೆ, ಇತರ ಪರಿಭಾವನೆಗಳೊಂದಿಗೆ ಸಂಬಂಧ ಮತ್ತು ಪಠ್ಯ ವಿಷಯದ ವಿಸ್ತರಣೆ 
ಗಳು ಇವುಗಳು ಮೇಲೆ ಓಪ್ಪಣಿಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿವೆ ಮತ್ತು ಇವನ್ನು ಜಾಗರೂಕಕೆ 
ಯಿಂದ ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಬೇಕು. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಧ್ಯಾಯದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ "ಓಿಪ್ಪಣಿ 
ಗಳು' ಎಂಬ ಹೆಸರಿನ ಒಂದು ಸಣ್ಣ ವಿಭಾಗವನ್ನು ಒದಗಿಸಲಾಗಿದೆ. ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಬಿ:ಜಗಣಿತಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಅನೇಕ ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಹೆಚ್ಚಿನ ಅಧ್ಯಯನ 
ವನ್ನು ಕೈಗೊಳ್ಳುವುದನ್ನು ಪ್ರೋತ್ಸಾಹಿಸಲು ಈ ಟಿಪ್ಪಣಿಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಅವು ಯಾವ ರೀತಿಯಲ್ಲಿಯೂ ಪರಿಪೂರ್ಣವಾಗಿಲ್ಲ. ಆದರೆ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಸ್ವಾರಸ್ಯ 
ಕಂಡುಕೊಂಡಿರುವ ಉಲ್ಲೇಖಗಳನ್ನು ಅವು ಒಳಗೊಂಡಿವೆ. 


ಈ ಪುಸ್ತಕವು 2 "ಕಾಲುವರ್ಷ' ಅವಧಿಯ ಕಾಲೇಜಿನ ದ್ವಿತೀಯ ವರ್ಷ 
ಅಥವಾ ಒಂದು "ಅರ್ಧ ವರ್ಷ' ಅವಧಿಯ ಮೇಲಿನ ವರ್ಗದ ತರಗತಿಗೆ ಉಪಯುಕ್ತ 


xi 


ವಾಗುವ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸುತ್ತದೆ. ಒಂದು "ಅರ್ಥವಾರ್ಹಿಕ' ಕಾಲೇಜಿನ 
ದ್ವಿತೀಯ ವರ್ಷದ ಪಠ್ಯಕ್ರಮವು 1, 2 ಮತ್ತು ಶಿನೇ ಅಧ್ಯಾಯಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 
ಅಧ್ಯಾಯ 4ರ ಭಾಗಗಳನ್ನು (ಇಷ್ಟ ಕವಿದ್ದರೆ ಅಧ್ಯಾಯ 2, ಭಾಗ ನ್ನು ಬಿಟ್ಟು) 
ಮುಗಿಸಲು ಶಕ್ತವಿರಬೇಕು. ಒಂದು "ಕಾಲು ವರ್ಷ' ಅವಧಿಯ ಕಾಲೇಜಿನ ದಿ ದ್ವಿತೀಯ 
ವರ್ಷದ ಅವಧಿಯ ತರಗತಿಯು 1 ಮತ್ತು 2ನೇ ಆಧ್ಯಾ ಯಗಳನ್ನು ಮುಗಿಸಲು 
ಶಕ್ತವಾಗಿರಬೇಕು ಮತ್ತು ಅಧ್ಯಾಯ ಶಿರ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಸ್ಕೃರಣವನ್ನು 
ಕೊಡಲು ಸಂಸ್ಕರಣವಾಗಬೇಕು. 1 ಮತ್ತು 2ನೇ ಅಧ್ಯಾ ಯಗಳಿಂದ ವಿಷಯವನ್ನು 
ಒಂದು ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ವಿಷಯದ ಪೂರಕವಾಗಿಯೂ ಉಪಯೋಗಿಸ ಸಬಹುದು. 


ಕೃತಜ್ಞತೆಗಳು 

ಒಂದು ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕವು ಕೇವಲ ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯ ಪ್ರಯತ್ನಗಳ ನೇರ ಫಲಿತಾಂಶ 
ವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ಪುಸ್ತಕವೂ ಅದಕ್ಕೆ ಅಪವಾದವಲ್ಲ. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜ 
ಗಣಿತದ ನನ್ನ ಮೊದಲ ಬೋಧನೆಯಲ್ಲಿ ಸಹಾಯಕರಾಗಿದ್ದ ಪ್ರಾಧ್ಯಾಪಕರು ಆರ್ಥರ್‌ 
ಮೆಟಕಾ ಮತ್ತು ಕೆನಶತ್‌ಹಾಫ್‌ಮೆನ್‌ ಅವರುಗಳಿಗೆ ನಾನು ಕೃತಜ್ಞ ನಾಗಿದ್ದೇನೆ, 
ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಯನ್ನು ಓದಿದ ಮತ್ತು ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಅಡಕವಾಗಿರುವ 
ಅನೇಕ ಅಮೂಲ್ಯ ಸೂಚನೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟು ಪಾಧ್ಯಾಪಕರುಗಳಾದ ಲಿನ್‌. ಎಚ್‌. 
ಲೂಮಿಸ್‌ ಮತ್ತು ಮೀರಾಬರ್ಟ್‌ರಿಲೆ ಅವರಿಗೆ ನಾನು ಬಹುವಾಗಿ ಖಯಣಿಯಾ'ಗ 
ದ್ವೀನೆ. ಹಸ್ತಪ್ರತಿಯನ್ನು ಟೈಪ್‌ ಮಾಡಿದುದಕ್ಕಾಗಿ, ಕರಡು ತಿದ್ದಲು ಸಹಾಯ 
ಮಾಡಿದುದಕ್ಕಾಗಿ, ಚಿತ್ರಗಳಿಗೆ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ರೂಪರೇಖೆಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿದುದಕ್ಕಾಗಿ 
ಮತ್ತು ಅನಿವಾರ್ಯವಾದ ಚರ್ಚೆಯಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಗಂಟಿಗಳ ಕಾಲ ಶ್ರಮವಹಿಸಿದುದಕ್ಕಾಗಿ 
ನನ್ನ ಸತ್ತಿ ಡೊರೊತಿಗೆ ಅನಂಶ ಧನ್ಯವಾದಗಳನ್ನು ಅರ್ಥಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. 


ಕರಡು ತಿದ್ದಲು ಸಹಾಯ ಮಾಡಿದ ಮಿಸ್‌ ಮೇಟಲ್‌ಬ್ಲಾಕ್‌ ಅವರಿಗೂ 
ಧನ್ಯವಾದಗಳು ಸಲ್ಲಬೇಕಾಗಿವೆ. 
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isomorphism 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 


ಮೂಲಭೂತೆ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 


ಭಾಗೆ 1. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಮೊಕರೆಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳು 

ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಮೂಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಓದುಗನಿಗೆ ಚಿರಪರಿಚಿತ 
ವಾದ ವಿಧಾನವೊಂದನ್ನು ಗಮದಲ್ಲಿಟ್ಟುಕೊಂಡು ರೇಖಾ ಬೀಜಗಣಿತದ ಅಧ್ಯಯನ 
ವನ್ನು ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. ಪರಿಹಾರಗಳ ಅಸ್ತಿತ್ವ ಮತ್ತು ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 
ಕುರಿತ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಲು ಅನುಕೂಲವಾಗುವಂತೆ ನಿಖರ ಸೂತ್ರಾಚರಣೆ 
ಯೊಂದನ್ನು ಪಡೆಯುವುದು ಇಲ್ಲಿನ ಉದ್ದೇಶ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ 
(1) 2x + 3y=l 
Xx-y=2 
ವ್ಯೂಹ(1) ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮೂೊಕರಣವೂ ಸಾಧಾರವೆನಿಸುವಂತಿರುವ 
x ಮತ್ತು ) ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಜೋಡಿಯೊಂದು ಈ ವ್ಯೂಹಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. ಉದಾ 
ಹರಣೆಗೆ೫ ಎ 7, ) ವ ಇಕೆ ಎನ್ನುವುದು ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ ಆದರೆ 
x=3, y= 1 ಎನ್ನುವುದು ಪರಿಹಾರವಲ್ಲ. ಸಾಧಾರಣ ಸಮತಲದ ಆಯತ 
ಸ್ಥಾನ ನಿರ್ದೇಶಕ ಪದ್ಧತಿಯಲ್ಲಿ, ಸಮೂಕರಣ (1)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮೂಕರಣವೂ 
ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಸವೂಕರಣವಾಗಿದೆ, ಈ ರೇಖೆಗಳು ೫-1], py ಐ ಇಕ್ಕಿ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸೇರುತ್ತವಾದ್ದರಿಂದ ಇದೊಂದೇ ಸವೂಕರಣ(1)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರ 
ವಾಗಿರುವುದನ್ನು ಕಾಣುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿರಿ). 


(1)ರ ಸಮೂಕರಣಗಳನ್ನು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಮೂಕರಣಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗು 
ವುದು. ಅರೇಖಾತ್ಮಕ ಸವಮೂಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹದ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯು 
ಹೀಗಿರುವುದು : 

2.20 4 ತ3)ಐ&8 
೫ಎ 
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ಈ ವ್ಯೂಹದ ಮೊದಲ ೫ 
ಸವೂಕರಣವು ಒಂದು ಪರವಲಯ 
ವನ್ನೂ, ಎರಡನೆಯದು ಒಂದು 
ಅತಿಪರವಲಯವನ್ನೂ ಕೊಡು 
ತ್ತದೆ... ಈ ಸವಿೂಕರಣಗಳು 
ಚರಾಂಕಗಳನ್ನು, ಫಘಾತಗಳನ್ನು 
ಮತ್ತು ಗುಣಲಬ ಗಳನ್ನು ಒಳ 
ಗೊಂಡಿವೆ. ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಗಮ 






4೫೪೬1 


ನವನ್ನು (1)ರಂಥ ರೇಖಾತ್ಮಕ 1 
ವ್ಯೂಹಗಳ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರೀಕರಿಸ “ 
ಲಾಗಿದೆ. ಚಿತ್ರ - 1 
ಮೂರು ಆಜ್ಞಾತಗಳನ್ನೊ ಳಗೊಂಡ ಎರಡು ಸಮೀಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹದ 
ಅತ್ಯಂತ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪವ ಈ ರೀತಿ ಇದೆ: 
(2) ax + by+ co=d 


ex + 7) + 825ಗಿ 


ಇದರಲ್ಲಿ ೧, ಗೀ, 0, €, ೫. 8, 1 ಗಳನ್ನು ಕೆಣಡಲಾಗಿದೆ ಮತ್ತು x, y 
ಮತ್ತು 2ಗಳ ಪರಿಹಾರವೊಂದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. ೫ ಆಜ್ಞಾತಗಳ 1??? 
ಸಮೂಕರಣಗಳ ಅತ್ಯಂತ ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ಇನ್ನೂ ಹೆಚ್ಚು 
ಅನುಕೂಲವಾದ ಅಂಕನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. ಅಜ್ಞಾತಗಳನ್ನು ೫], ಬೃ. 
ಎ ಸ ಗಳಿಂದ ಮತ್ತು ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿ ೪. *-., ೫, ಗಳಿಂದ ಸ್ಥಿರಾಂಕ 
ಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸೋಣ. ಅಡಿಬರಹದ್ದಯವೊಂದನ್ನು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸವೂ 
ಕರಣದಲ್ಲಿ ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ; ಅಂದರೆ ಮೊದಲ 
ನೆಯ ಅಡಿಬರಹವು ಸಮೂಕರಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಅಡಿ 
ಬರಹವು ಅಜ್ಜಾ ತಗಳನ್ನು ತೋರಿಸಲಿ. ಈ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡು ನಾವು ವ್ಯೂಹ (2)ನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಮತ್ತೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 

AXE ANE ANE 
ಗೈ] ANE AN 


ಮೇಲಿನ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ ೫ ಅಜ್ಞಾತಗಳ ಗ1 ಸವೂಕರಣಗಳ 
ಅತ್ಯಂತ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೇಖಾತ್ಮಕ ವ್ಯೂಹದ ರೂಪವು ಮುಂದಿನಂತಿರುತ್ತದೆ : 
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AXA AXE 

Ait Ato AX ಖ್ಯ 
(3) 

ಗೊಟೊ Amat ಕ್ಲೈಬ್ಬವಘ್ಗ 

ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ವ್ಯೂಹ (3)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವ ಕ್ರೈ, 

A ರ Ain Ay A 06 ಗೈ 5 ತಿ Ars Ana’ ಕದಿ Ama ಅಂಕ 
ಗಳು ಮತ್ತು ವ್ಯೂಹ (3)ರ ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವ },, }: «Yn 
ಅಂಕಗಳು ಕೊಡಲಾಗಿರುತ್ತವೆ, (3)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣವೂ ಸಾಧಾರ 
ವಾಗಿರುವಂತೆ ೫. ಬೃ. ೫ ಅಂಕಿಗಳನ್ನು ನಾವು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. 
ಅಂತಹ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಒಂದು ಗಣ, ಎಂದರೆ, ವ್ಯೂಹ (3)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸವೂಕರಣವೂ ಸಾಧಾರವಾಗುವಂಥ ಒಂದು ಗುಣ (೫, ಜೃ. ...* ೫)ವು (3)ಕ್ಕೆ 
ಒಂದು ಪೆರಿಹಾಕವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. ಈಗ ವ್ಯೂಹ (3)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರ 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯವುವಕ್ಕೆ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಹುಡುಕಲಾಗುವುದು. 


ವ್ಯೂಹ (1)ನ್ನು ಹೇಗೆ ಬಿಡಿಸಲಾಯಿತು ? ಒಂದು ಸುಲಭ ವಿಧಾನವು ಕೆಳಗಿ 
ನಂತಿದೆ. ನಾವು ವ್ಯೂಹ(1)ರ ಎರಡನೇ ಸಮೂಕರಣವನ್ನು 3 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬಂದದ ನ್ನು ಮೊದಲನೆಯ ಸಮೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದರಿಂದ 

ಬ ಕ 
(4) 5x=7, x-y=2 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 

ಈಗ ಮೊದಲನೇ ಸವೂಕರಣವನ್ನು -5 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು 
ಬಂದದ್ದನ್ನು ಎರಡನೇ ಸಮೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸುತ್ತೇವೆ ಃ 

೦.4 ಠ pf 
(5) $x=7, ಇ)ವತ್ಯೆ 

ಮೊದಲನೆಯ ಸಮೊಕರಣವನ್ನು 5 ರಿಂದ ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯದನ್ನು —1 
ರಿಂದ ಭಾಗಿಸುವುದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ: 
(6) ಹವ, y=-8 


: ಚಿತ್ರ 1 ರಿಂದ ವ್ಯೂಹ (1)ಕ್ಕೆ ಇದೊಂದೇ ಪರಿಹಾರವಾಗಿರುವುದನ್ನು ಕಾಣು 
ತ್ತೇವೆ... ವಿಧಾನ ಹೀಗಿದೆ: ಒಂದು ಸವೂಕರಣವನ್ನು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ 
ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದ ನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡುವುದು ಅಥವಾ ಕೇವಲ 
.. ಒಂದು ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದು, ಪರಿಹಾರ 
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ದೊರಕುವ ತನಕ ಸಾಧ್ಯವಾದಷ್ಟು ಅಜ್ಲಾತಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸುತ್ತು ಈ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು 
ಶ್ರಿ ಬ ಇ Kl ಇ 
ಪುಸರಾವರ್ತಿಸುವುದು. ಯಾವ ಪರಿಹಾರವೂ ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೂ, ಈ ವಿಧಾಸ 
ಪ್ರಯೋಜನಕಾರಿಯಾಗಿಯೇ ಇದೆ; ಏಕೆಂದರೆ ಆಗ ಅದು ಸಾಧಾರವೇ ಆಗದಂಥ 
ಒಂದು ಸವೂಕರಣವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಈ ಸಂಗತಿಗೆ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯು 

ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ : 
(7) 22೩ 3. 3y=1 
4x + 6y=3 


ಈ ವ್ಯೂಹವು ನಿರ್ಧರಿಸುವ 
ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾಂತರ 
ವಾಗಿವೆ; ಆದ್ದರಿಂದ ಅವು ಛೇದಿಸು 
ವುದಿಲ್ಲ. (ಚಿತ್ರ 2 ನೋಡಿರಿ) 
ಮೊದಲನೇ ಸವೂಕರಣವನ್ನು —2 
ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಬಂದದ್ದನ್ನು ಎರ 1 
ಡನೇ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸಿದಲ್ಲಿ 





(8) 2% -ತಿ»ಎ1 
021 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
(8)ರ ಎರಡನೇ ಸವೂಕರಣವು ಎಂದಿಗೂ ಸಫಲವಾಗಲಾರದು. 


ಹೀಗೆ ಅಪಛೇದನೆಯ ಜ್ಯಾಮಿತಿಕ ಸಂಗತಿಯು ಈ ವಿಧಾನದಿಂದ ನಾವು 
ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರೀಯ ಅಸಂಬದ್ಧ ವನ್ನು ಪಡೆಯುವಂತೆ ಮಾಡುತ್ತದೆ. ಇದು (3)ರಂಥ 
ವ್ಯೂಹದ ಬಗ್ಗೆ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಕೇಳುವಂತೆ ಮಾಡುತ್ತದೆ. ಮೊದಲನೆಯದು; 
ಒಂದು ಪರಿಹಾರವು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರುವುದೇ ? ಎರಡನೆಯದು: ಪರಿಹಾರವು ಅಸ್ತಿತ್ವ 
ದಲ್ಲಿರುವುದಾದರೆ ಎಷ್ಟು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬುಹ:ದು ? ಈ ವಿಧಾನವು 
ಈ ಎರಡೂ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನೂ ಉತ್ತರಿಸುವುದು. 


ಕನಿಷ್ಟ ಒಂದಾದರೂ ಪರಿಹಾರವು ಆಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದೆ ಎಂದು ಮುಂದಾಗಿಯೇ 
ತಿಳಿದಿರುವ ಒಂದು ಸಂಡರ್ಭವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸೋಣ. ವ್ಯೂಹ (3)ರಲ್ಲಿ ಇ 
NE p= ಆಗಿರುವ ಸಂದರ್ಭವೇ ಇದು. ಏಕೆಂದರೆ ಇದು ನಿಜ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೫,0, ೫೫೦. .... ಬ ಎ0 ಇದ್ದು, ಇದು ಯಾವಾಗಲೂ 
ವ್ಯೂಹ (3)ಕ್ಕೆ ಒಂಡು ಪನಿಹಾರವಾಗಿದೆ. MEN =Ymn=0 ಇರು 
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ವಂಥ ಒಂದು ವ್ಯೂಹ(3)ನ್ನು ಸಮಘಾತವ್ಯೂಹವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
ಅದರ ಪರಿಹಾರ ಇಂತಿದೆ : 


೫5೮0. Xx=0, .... ಜಲ್ಲಿ 


ಇದನ್ನು ಒಂದು ಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 
ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹಗಳ ಮೇಲೆ ನಮ್ಮ ವಿಧಾನವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸೋಣ. ಅಂಥ 
ವ್ಯೂಹಗಳಲ್ಲಿ ಆಸಕ್ತಿಯ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳು ಕೇವಲ ಅಕ್ಷುದ್ರ ಹೆರಿಹಾರಗಳ ಅಸ್ತಿತ್ವ ಮತ್ತು 
ಗುಣಧರ್ಮಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ, ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ 
ಎಲ್ಲವೂ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ [%. ಸ. .... ೫7) ಅನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಲು ಬಯಸು 
ತ್ತೇವೆ. 


2 ೫. ಗೈ 5.0... AX 
AXE AN AND 
(9) : 


Am + An) +e AmnXn=0 


ಈ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ : 


33. 2-2 
(10) 2೧೪-220 
8x-2y= 0 


ಎರಡನೆಯ ಸಮೂಕರಣವನ್ನು 3 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ; ಫಲಿತವನ್ನು ಮೊದಲ 
ನೆಯ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸಿಬೇಕು : 


1 1-42 0 
(11) ೫3೪ -2ಎ09 
8x-2y= 0 


ಎರಡನೆಯ ಸವೂಕರಣವನ್ನು ೨8 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಬೇಕು; ಫಲಿತವನು 
ಮೂರನೆಯ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸಬೇಕು : 
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11-420 
(12) x-3y+2=0 
22y-82=0 


ಮೊದಲನೆಯ ಸವೂಕರಣವನ್ನು 11 ರಿಂದ ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಸವಿೂಕರ 
ಇವನ್ನು 22 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಬೇಕು. ಆಗ ಮೊದಲನೆಯ ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಸಮೂ 
ಕರಣಗಳು ಸಾಮ್ಯಕವಾಗುತ್ತವೆ. ಮೂರನೆಯ ಸವೂಕರಣವನ್ನು -1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬಂದದ್ದನ್ನು ಒಂದನೆಯ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡುವುದರಿಂದ ಒಂದನೆಯ ಸಮೂಕರಣ 


ವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಬಹ:ದು 
020 
(13) x-3y+ 2=0 
¥-N2=0 


ಮೊದಲನೆಯ ಸವಮೂಕರಣವು ಈಗ ಆಅ ಸಮೃದ್ಧಿ ಯಾಗಿದೆ. ಮೂರು ಸಮೂ 


ಶಿ 
ಕರಣಗಳಿಂದ ಪ್ರಾರುಭಿಸಿದೆವೆನ್ನುವುದನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಮಾತ್ರ ಅದನ್ನು ಉಳಿಸಿ 


ಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. ಮೂರನೇ ಸವೂೊಕರಣವನ್ನು -3 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಬೇಕು; ಬಂದದ್ದನ್ನು 
ಎರಡನೇ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸಬೇಕು : 
0:50 
(14) x-3y4-z= 
y-11z=90 


ಅವಶ್ಯವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬೇಕಾದದು ಇದು. ಈಗ 2ಗೆ ಒಂದು ನಿಷ್ಪೃಮಾಣ 
ಬೆಲೆಯೆನ್ನು ಕೊಟ್ಟು. ಮತ್ತು ಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು (14)ರಿಂದ ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಿ, ಹೀಗೆ 
ದ್ಯೂಹ(10) ಪರಿಹಾರವನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 2ಎ 1 ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳಬಹುದು ಮತ್ತು ೫: 1. ೫ ಎ. ಎಂದು ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಬಹುದು 
ಅಥವಾ 2 = 11 ಎಂದು ಮತ್ತು ೫-1, »ಜ 4 ಎಂದು ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಬಹುದು. 
[x= ಗಃ Y= ಶತ 1]ಅಫವಾ [x= ].)ವ 4, z= 1] ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಗಣವೂ ವ್ಯೂಹ (10)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 2-0 ಎಂಬುದನ್ನು ಬಿಟ್ಟರೆ, 2ನ 
ಯಾವುದೇ ಆಯ್ಕೆಯು (10)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ಜ್ಯಾಮಿತಿಕವಾಗಿ, ವ್ಯೂಹ (10)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸವೂಕರಣವೂ ಒಂದು ಸಮತಲ 
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ವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮತಲಗಳು (14) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು 
ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಭೇದಿಶುತ್ತವೆ. ಪ್ರಸಕ್ತ ನಿಯತಾಂಕಿತ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಇದೇ 


೫ವ 1/11, ) ಎ 41/11, 22 / ಎಂಬ ರೇಖೆಯಾಗಿದೆ. 


ನಾವು ಕೇವಲ ವ್ಯೂಹ (10)ರ ಸವಮೂಕರಣಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮೇಲೆ, 
ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ ಅವನ್ನು (11), (12), (13) ಮತ್ತು ಕೊನೆಯದಾಗಿ (14)ರ 
ಸಹಗುಣಕಗಳಿಗೆ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತ ಪರಿಕರ್ಮಿಸಿದೆವೆಂದು ಲಕ್ಷಿಸುವುದರಿಂದ ನಾವು 
ನಮ್ಮ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಸರಳಗೊಳಿಸಬಹುದು. ಯಾವ ಸವೂಕರಣಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಹಗುಣಕಗಳು ಯಾವ ಚರಾಂಕಗಳೊಡನೆ ಹೋಗುತ್ತವೆಂಬ ಜಾಡನ್ನು ತಿಳಿಸುವ 
ಸಾಧನವೊಂಜೀ ನಮಗೆ ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿರುವುದು. ಇದನ್ನು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 
ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಮಾಡಲಾಗುವುದು : 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಒಂದು 
ಆಯತಾಕಾರದ ಎನ್ಯಾಸವಾಗಿದೆ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ, 


A A Ain 
(15) Ad A 

Am ಗ್ಯ... Am 
ಮೇಲಿರುವುದು ಒಂದು ಮಾತೃಕೆ. ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ; ಮತ್ತು / ಗೂ 4; 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ, 1515/15 / 5. 





ಟೀಕೆ: ,1|/(ಯ ಮೊದಲನೆಯ ಅಡಿಬರಹವು 4// ದಾಖಲಾತಿಯು 
ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುವ ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಅಡಿಬರಹವು ಸ// ಕಾಣಿಸಿ 
ಕೊಳ್ಳುವ ನೀಬಸಾಲಿಸೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. ಮಾತೃಕೆಯು /1 ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು 
ಮತ್ತು ಗ ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ನಾವು ಆದನ್ನು ೫-೧ ಆಗಿದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು ಮಾತೃಕೆಯ ಗಾತ್ರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮಾತೃಕೆಯ ಗಾತ್ರವು ತಿಳಿದಿದ್ದರೆ, ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾವು (15)ರ ಸಂಕೇತಗಳ 
ಳದಲ್ಲಿ ಚಿಕ್ಕ ಸುಕೇತವುದ (4//) ಯನ್ನು ಹಾಕುತ್ತೇವೆ. ಬಹಳ ಸುದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ 
ಮಾತೃಕೆಯ ದಾಖಲುಗಳನ್ನೂ ಗಮನಿಸಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 4 ಯಂಥ 


94 
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ಒಂದು ಬಿಡಿ ಆವ್ಯಕ್ಷರದಿಂವ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಪಿಸಲಾಗುವುದು. (ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ವರ್ಣ 
ಮಾಲೆಯ ಆದಿಭಾಗದ ಆದ್ಯಕ್ಷರಗಳಿಂದ ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುವುದು,) 


4: (,4(1)ಯು mn ಗಾತ್ರದ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ರರೆ ಮತ್ತು 
Ai] ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ (3) ರಂಥ ವ್ಯೂ ಹವೊಂದರ ಸಹಗುಣಕಗಳೂ ಸಮಾನ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು 4ಯು (3)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 4ಯು ವ್ಯೂಹ (3)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿ 
ದ್ದರೆ, ಆಗ 4ಯ / ಆಡ್ಕಸಾಲು ಮತ್ತು / ನೀಟಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಯು, (3)ರ 
1 ಸಮೂಕರಣದಲ್ಲಿಯ / ಚರಾಂಕದ ಸಹಗುಣಕದೊಂದಿಗೆ ಸಂವಾದಿಯಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಪ್ಯೂಹ(10)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾಶೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿರುವ 


ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ; 
3 2 1 
1 3 | 
8 —2 0 
ಈ ಮಾತೃಕೆಯು 3 4 3 ಆಗಿದೆ. (7)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯು 
2 3 
4 6 


ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ಒದು ವ್ಯೂಹದ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯು ಯಾವ 
ಸಹಗುಣಕಗಳು ಯಾವ ಸಮೂಕರಣಗಳಿಗೆ ಸೇರಿದ್ದ ವೆಂಬ ಜಾಡನ್ನು ಹಿಡಿದಿಡುವ 
ಒಂದು ಅನುಕೂಲಕರ ವಿಧಾನವಾಗಿದೆ. ಚರಾಂಕಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಸಮೂಕರಣಗಳನ್ನು 
ಬರೆಯುವ ಬದಲು, ಕೇವಲ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಬರೆದುಬಿಡುತ್ತೇವೆ. ಸಮಘಾತದ 
ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಮಾತೃಕೆಯು ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ವಿವರಿಸುತ್ತದೆ, (2ನೇ 
ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಸಮಘಾಶ ಸವೂಕರಣವನ್ನು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ ವಿವರಿಸು 
ವಂಥ ಮತ್ತೊಂದು ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ.) (11)ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ 


ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿರುತ್ತದೆ : 
0 11 ~-4 
1 ಇತಿ 1 
8 -2 0 


2x 2 ಆಗಿದೆ. 
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ವ್ಯೂಹ (11)ನ್ನು, ವ್ಯೂಹ (10)ರ ಎರಡನೇ ಸಮೂಕರಣವನ್ನು -3 ರಿಂದ 
ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ವ್ಯೂಹ (10)ರ ಮೊದಲನೇ ಸವೂಕರಣಕ್ಕೆ 
ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ಪಡೆದೆವು. ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ : 


3 2 -1 0 11 4 
B= |! ದತ್ತಿ ] | ಯಿಂದ, 4ಎ | 1 ದ್ರಿ ] ಯನ್ನು 
8 2 0 8 2 0 


B ಯ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸ ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದಾಖಲನ್ನು - 3ರಿಂದ ಗುಣಿ 
ವುದರಿಂದ ಮತ್ತು 4ಯ `ಓಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಅನುಗುಣವಾದ ದಾಖಲಾತಿಗೆ 
ೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಹಾಗೆಯೇ (12)ಕ್ಕೆ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ 
ಯನ್ನು ಸಯ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದಾಖಲನ್ನೂ - 8ರಿಂದ 
ಣಿಸು 'ಸುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು Aಯ ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಅನುಗುಣವಾದ 
ಖಲಾತಿಗೆ ಕೂಡುವುದರಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


pal 


ಇ ತ್‌ 


ಇದು ಮೂಲಭೂತ ಪರಿಕರ್ಮವಾಗಿದೆ. ಮಾತೃಕೆಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ, ಅಡ್ಡೆ 
ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದಾಖಲಾತಿಯನ್ನೂ ಅದಕ್ಕೆ ಮತ್ತೊಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ, 
ಅದನ್ನು ; ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ, ಅನುಗುಣವಾದ ದಾಖಲಾತಿಯ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ 
ಗುಣಕವನ್ನು ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ವ್ಯೂಹ (12) ರಿಂದ ವ್ಯೂಹ 
(13)ಕ್ಕೆ ಚಲಿಸುವಾಗ ಎರಡನೆ ಬಗೆಯ ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ಬಳಸಿದೆವು ; ನಾವು ಕೊಟ್ಟಿ 
ರುವ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದಾಖಲಾತಿಯನ್ನೂ. ಆ ದಾಖಲಾತಿಯ ಒಂದು 
ಸಿರ ಅಶೂನ್ಯ ಗುಣಕದಿಂದ ಪ್ರ ್ರತಿಸ್ಥಾ ಪಿಸಿದೆವು. (ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ದಾಖಲನ್ನೂ ೦ ಯಿಂದ ಪ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಪಸಿದರೆ, ನಾವು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸ 
ಬಹುದಾದುದರಿಂದ, “ಅಶೂನ್ಯ ' ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವು ಅವಶ್ಯವಾಗಿದೆ). ಈ ಪರಿ 
ಕರ್ಮಗಳಲ್ಲಿ, ದಾಖಲಾತಿಗಳ: ನ್ನ ಉಲ್ಲೇಖಿಸುವುದು ಸ್ವ ಲ್ಪಮಟ್ಟಿಗೆ ಹೊರೆ 
ಯಾಗಿದೆ. ಈ ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ ನ ನಾವು ಈ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ಲಿಪಿಯ ಸಂಪ್ರದಾಯವನ್ನು 
ಅನುಸರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮವು ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ದಾಖಲಾತಿಯ ಮೇಲೆ ನಡೆಸುವ ಪರಿಕರ್ಮವಾಗಿದೆ. ಈ ಸಂಕೇತದೊಡನೆ 
ಎರಡು ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಹೀಗೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: ||, ಆಗಿರು 
ವಂತೆ ; ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಗುಣಕವೊಂದನ್ನು ನಿ ಅಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ. 00 ದಿಂದ 
1 ಸಾಲನ್ನು ಗುಣಿಸಿರಿ. 
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ಮೂರಣೆಯ ಪರಿಕರ್ಮವು ಗಣನಾತ್ಮಕ ಮೌಲ್ಯವನ್ನೇನೂ ಹೊಂದಿಲ್ಲ 
ವಾದರೂ, ಪರಿಣಾಮಗಳನ್ನು ಉಲ್ಲೇಖಿಸಲು ಉಪಯುಕ್ತವಾದ ತಾಂತ್ರಿಕ ಸಾಧನ 
ವಾಗಿದೆ. ಇದು ಹೀಗಿದೆ: ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯ ಎರಡು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು 
ಬದಲು ಮಾಡಿರಿ. ಮಾತೃಕೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅನುಕೂಲವಾದ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ 
ಸ್ಥಾ ಪಿಸಲು ಈ ಪರಿಕರ್ಮವು ಸಹಾಯ ಮಾಡುತ್ತದೆ. 


ಈ ವಿಧಾನವನ್ನು ಸಂಗ್ರಹಿಸಿ ಬರೆಯೋಣ. ನಾವು ವ್ಯೂಹ (10)ನ್ನು ಕೆಳ 
ಗಿನ ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಪಿಸುತ್ತೇವೆ. 


3 2 -1 
(16) | -3 | 
8 -2 0 


ನಾವು ಇದರ ಎರಡನೇ ಸಾಲನ್ನು 3ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೊದಲನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುತ್ತೇವೆ. 


1 -3 
ಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ. 


0 11 2-4 ಡಿ ಔ 
(17) I ಅಂದರೆ, ಇದು ವ್ಯೂಹ (11)ರ ಸಹ 
8 2 € 


ಇದರ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 8ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


0 11 -4 
(18) 1 ಇತಿ ] ಅಂದರೆ, ಇದು ವ್ಯೂಹ (12)ರ ಮಾತೃಕೆ. 
0 22 -8 


ನಾವು ಒಂದನೇ ಅಡ ಸಾಲನ್ನು ೆ ರಿಂದ ಮತ್ತು 3ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು ವ್ಯ 
pe ಲ್ಕ a 8 
ರಿಂದ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


0 2 ನಿಗ 
(19) [ ತಿ 1 | 
0 ] - 


ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು -1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು 
ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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0 0 0 

(20) i ಇತಿ 1 | ಅಂದರೆ ಇಹು ವ್ಯೂಹ (13) ರ ಮಾತೃಕೆ. 
0 1 “ಕೈ 

ಅನಂತರ ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು 3ರಿಂದ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಬಂದ 

ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ, ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


0 69 0 
a) |1 9 ನಸ 
0 1 6 


(21) ಮಾತೃಕೆಯು ವ್ಯೂಹ (14)ರ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 21ರಿಂದ 
ನುವು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಓದಬಹುದು. ವ್ಯೂಹ (10)ರ ಒಂದು 
ಸವಮೂಕರಣವು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಎಸರ್ಜಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆಯೆಂಬುದನ್ನು (21) ರ 
ಶೂನ್ಯಗಳ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸೂಚಿಸುತ್ತದಷ್ಟೇ. ಈ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು ಎಲ್ಲಕ್ಕಿಂತ ಕೆಳಗೆ 
ಸ್ಥಾಪಿಸುವುದು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿದೆ. (21)ರ ಒಂದನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ, ಅನಂತರ ಈ ಹೊಸ ಮಾತೃಕೆಯ 
ಒಂದನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ 
ಇದನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಮಾಡಬಹುದು. ಇದು ನಮಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿರುವ ಅನುಕೂಲಕರ 


& 
ರೂಪವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ 


1 9 ವಸಿ 
(22) 0. 1 5ಕ್ಕೆ 
0 0 9 


ಗಣನಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು ಅಂತಹ ಅದಲು ಬದಲನ್ನು ಎಂದಿಗೂ ಮಾಡು 
ವುದಿಲ್ಲ. ಹೇಗಾದರೂ, ಮಾತೃಕೆ (22)ರ ರೂಪವು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಣಾಮಗಳನ್ನು 
ಉಲ್ಲೇಖಿಸುವಾಗ ಉಪಯೋಗಿಸು ಇನ್ನೂ ಸುಲಭವಾಗುತ್ತದೆ. 


ಈ ವಿಧಾನವು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯೆನ್ನು ರೂಪಿಸಿ, 
ಅನಂತರ ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದನ್ನು 
ಮತ್ತೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ಕೆಲವು ಸಹಗ:ಣಕಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸ 
ಬೇಕು. ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 
ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು ಸವೂಕರಣವನ್ನಾಗಿ ಮಾಡಬೇಕು. (22) ರಂಥ 
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ೊಪವನ್ನು ಪಡೆಯಲು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾದಿ ಪರಿ 
ಗಾನ ಓದಬೇಕು. ಈ ಅಂತಿಮ ರೂಪದ ಗುಣ ಧರ್ಮಗಳನು  ಸ್ಪಷ್ಟಪಡಿಸು 
ವುದಕ್ಕಾ ಗಿ ನಾವು ಇನ್ನೆರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ನೋಡೋಣ. 
ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ 
(23) x+ 3y=o 
2x+ 6). 42-0, 
ಈ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸಿರಿ. 


14 ೩... 


ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 2ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ ; ಬಂದದ್ದ ನ್ನು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. 


1 3 0 
(25) lo 0 4 
ಎರಡನೇ ಅಡ್ತ ಸಾಲನ್ನು 3ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ : 
rN pe 


(26) 0 0 | 


ಇದೇ ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 
(27) x+3y=0, 20. 
ನಾವು »ಗೆ ಯಾವ ಬೆಲೆಯನ್ನಾದರೂ ಕೊಟ್ಟು. ಅನಂತರ (27)ರಿಂದ x 
ಮತ್ತು 2ಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು (2 ಶೂನ್ಯವಾಗಿರಬೇಕು) ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಬಹುದು. ಇದು 
ವ್ಯೂಹ (23)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ಮತ್ತೊಂದು ಉದಾಹರಣೆ : 
3x-4-2y-2Z=0 
(28) X-Y+ 22=0 
೫-೫-620. 
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ಇದರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ : 


3 2 2! 
(29) | -] ] 
1 1 -6 


ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 3ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ, ಬಂದದ್ದ ನ್ನು ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. “ನಂತರ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು _1ರೌದ “ಗುಣಿಸಿರಿ, ಬಂದ 
ದ್ದ ನ್ನು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ : 


0 5 -7 
(30) | -| | 
0 2 8 


ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ದಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ, ಅದರಿಂದ ಬರುವ ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಕ ಸಾಲನ್ನು _5ರಿಂದ ರ್ಗು ಮುರಿ. ಅದನ್ನು ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ, 
ಅನಂತರ 1ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ. ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ : 


0 0 13 
(31) | 0 -2 
0 1 -4 

ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ, ಅದರಿಂದ ಬರುವ ಒಂದನೇ 

ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 2ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. 


ಓತಿ 
ಅನಂತರ ಬರುವ ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು 4ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ ಃ 


0 0 1 
(32) 1 0 0 
0 1 0 
ಒಂದನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು, ಅನಂತರ ಎರಡನೇ ಮತ್ತು 
ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿರಿ : 
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0 0 0 
(33) | 1 | 
0 0 1 


ಇದೇ ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 
(34) x=0, y=0, 2=0. 


(28) ಕೇವಲ ಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು (34)ರಿಂದ 
ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. (22). (26) ಮತ್ತು (33) ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲದರ 
ಲ್ಲಿಯ ಸಾಮಾನ್ಯವಾದುದು ಏನು? ಅತ್ಯಂತ ಸ್ಪಷ್ಟವಾದ ಸಂಗತಿಯೆಂದರೆ, ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿಯೂ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು 1 ಆಗಿದೆ 
ಮತ್ತು ಈ 1 ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುವ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಇರುವ ಇತರ ಎಲ್ಲಾ ದಾಖಲಾತಿಗಳು 
ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿವೆ. ಹೀಗೆ (22)ರಲ್ಲಿ ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು 1 
ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು ಅನುಗುಇವಾದ ಅಜ್ಞಾತವನ್ನ ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ಸವೂ 
ಕರಣಗಳಿಂದ ವಿಸರ್ಜಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು 
ಸಹ 1 ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು ಅನುಗುಣವಾದ ಆಜ್ಞಾತವನ್ನು ಒಂದನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ 
ಸವಮೂಕರಣಗಳಿಂದ ವಿಸರ್ಜಿಸಿದ್ದೇವೆ. (26)ರಲ್ಲಿ ಒಂದನೇ ಸಮೂಕರೆಣದಲ್ಲಿ »ನ 
ಸಹಗುಣಕವು 1 ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಸವೂಕರಣದಿಂದ ೫ ಅನ್ನು ಏಸರ್ಜಿಸಿ 
ದೆವು, ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು ಮೂರನೇ 
ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುವಂತೆ, ಅನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸುವ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನ 
ದಲ್ಲಿ, ನಾವು } ಅನ್ನೂ ಕೂಡ ವಿಸರ್ಜಿಸಿದೆವು. 


ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು, (22), 
(26), ಮತ್ತು (33 )ರಲ್ಲಿ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ 
ದಾಖಲಾತಿಯ ಎಡಕ್ಕಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನೂ ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. (22)ರಲ್ಲಿ ಶೂನ್ಯ 
ಗಳ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಎಲ್ಲಕ್ಕೆ ಂತ ಕೆಳಗಿದೆ ಮತ್ತು (33)ರಲ್ಲಿ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 
ರುವ ಮೊದಲನೇ ಅಶೊನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದ 
ಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯ ಎಡಕ್ಕಿ ದೆ. ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು 

ಡುವುದರಿಂದ ಈ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಲಾಗಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಮತ್ತು ಇದು 
ನಮಗೆ ತಾತ್ವಿಕವಾಗಿ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಪುನರಾವರ್ತಿಸುತ್ತೇವೆ, 
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ಸವೂಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕೆ, ಹಿಂದಿನ ಪರಿಚ್ಛೇದದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ಸಂಗತಿಗಳು ಅವಶ್ಯಕ. 


ಇಲ್ಲಿ ಆಶಿಸುವ ಸಾರ್ವತಿಕರೂಪವು ಸಂಕೋಟಚಿಸಿದ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ 
ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹ ರೂಪ ಎಂದು ಅಥವಾ ಇನ್ನೂ ಸರಳವಾಗಿ ಹೇಳಬೇಕಾದರೆ 
ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹ ರೂಪವೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯಲ್ಲಿ 
ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹವೆನ್ನ ಬೇಕಾದರೆ : 


(4) ಔನ ಎಲ್ಲ ಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳೂ ಔನ 
ಅತ್ಯಂತ ಕೆಳಗೆ ಇರುತ್ತವೆ (ಅಂದರೆ. ಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಶೂನ 
ದಾಖಲಾತಿಗಳಿಂದಲೇ ಆಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ 
ಸಾಲೂ, ಯಾವುದೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳಿಂದ ಕೂಡಿ 
ರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಕೆಳಗೆ ಇರುತ್ತದೆ). 


(ರ) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ 
ದಾಖಲಾತಿಯು | ಆಗಿರುತ್ತದೆ (ಅಂದರೆ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸವೂಕರಣದ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು | ಆಗಿರುತ್ತದೆ), 


(35) (೧) 1 ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ 
ದಾಖಲಾತಿಯು ೬, ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಂಡರೆ, 
ಆಗ, ಹ, ನೀಟಸಾಲಿನ ಇತರ ಎಲ್ಲ ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ 
ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ (ಅಂದರೆ, ; ಸಮೂಕರಣದಲ್ಲಿ 
೫: ಮೊದಲನೇ ಚರಾಂಕವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ್ಮ ಯು 
ಇನ್ನಿತರ ಎಲ್ಲಾ ಸವೂಕರಣಗಳಿಂದಲೂ ವಿಸರ್ಜಿತ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ). 


(d) ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 7 ಆಗಿ 
ದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ, ಆಸ್ಕಿ ಆ , .- ಎ (ಅಂದರೆ, ಭಅಡ್ಡ 
ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು 1-. 1 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯ ಎಡ 


ಕ್ಕರುತ್ತದೆ). 
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ಮೇಲಿನ ವ್ಶಾಸ್ತೆ ಯ (ಗಿ) ಮತ್ತು (೧) ಭಾಗಗಳು ಅತ್ಯಾವಶ್ಯಕವಾದವುಗಳ 
(0) ಮತ್ತು (ಡೆ! ಭಾಗಗಳು ನಂತರದ ಪರಿಣಾಮಗಳು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ್ಥಾ ಖಿ 
ಲ್ಪಡುವಂತೆ ಮಾಡುತ್ತವೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಪ್ರಮೇಯವು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಇದ 
ಸಾಧನೆಯು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆಯ ಜಾಡನ್ನು ಹಿಡಿದಿಡುವ ಕೇವಲ ಜಮಾಖಚು 


ಸಾಲ PR 


ರೀತಿಯ ಸಾಧನಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡಿರುವುದರಿಂದ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೈ ಬಿಡುತ್ತೇವೆ, 
ಪ್ರಮೇಯ 1. ಕೆಳಗಿನ ಸಮಘಾತವ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ 


AXE ANF cee ಗೈೈಪ್ಪವ0 
AANA NF FAX ವಂ 


(9) 


Ami FAmNt Amn =O, 


A (ಸಃ) ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸಿರಿ. ಒಂದು ಸಂಕೋಜ 
ದ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ ಗಿಅನ್ನು ಪಡೆಯಲು 4ಯ ಮೇಲೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ 


ರಿ 


ಸಿ 
ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರಿ. ಆಗ ವ್ಯೂಹ (9)ರ ಪರಿಹಾರಗಳೂ ಕೆಳಗಿನದಂ 
ಪ 


ರಿಹಾರಗಳೂ ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


Ruxit RX «0+ ೫್ಛ ಷ್ಟು ಎಂ 
RiXi + RuXi¥ 2. = ಗ್ಛ್ಚ ಸು ಎಂ 


(36) 
Rm Xi¥ RneXe te FRX ಎಂ 


(36)ರ Rನಂಥ ಒಂದು ಸಂಕೋಚಿಸಿದ ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆಯ 
ವಿಶಿಷ್ಟ ಗುಣಧರ್ಮವು ನಮ್ಮ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕೊಡುವುದೆಂಬುದು ಅತ್ಯಂತ ಸ್ಪಷ್ಟ 
ವಾಗಿದೆ. ೫ನ ಮೇಲಿನ ವಿವರಣೆಯಿಂದ ನಮಗೆ ತಿಳಿದು ಬರುವುದೇನೆಂದರೆ, 
ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ; ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು / ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಮೊದ 
ಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು ಹ, ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಂಡರೆ, ಆಗ ಹ, 
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ನೀಟಶಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಇನ್ನಿತರ ಎಲ್ಲಾ ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು 
KEK en SK, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸ್ರೈಯೂ ಒಂದು ನೀಟಸಾಲಿನ ಅಡಿ 
ಬರಹವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು ಹೊಂದಿರುವುದು I< K ಎ ಸ್ಮಲ್ಲ ೯. ್ಪ <K, 
>nre=n ಎಂದುಣಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಆಗ ನಾವು1ಆ ಓ ೮ಸ್ಕಿಲ... <h< 
1 ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಪೂರ್ಣಸಂಖ್ಯೆಗಳು (%,, ಸ್ಥಿ. ಸಿ,] ಗಳನ್ನು ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು ? 71 ಆಗಿದ್ದರೆ ಇದನ್ನು ಮಾಡಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ ಮತ್ತು ಎ7 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇದನ್ನು ನಿಖರವಾಗಿ ಒಂದೇ ವಿಧದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಮಾಡಬಹುದು, 
ಅದೆಂದರೆ = 1 (ಹೀಗೆ, ಉದಾಹರಣೆಗೆ ೫-3 ಮತ್ತು 1-4 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
2 ಸಸಿ ಲಸ ಲಹ್ಯ ಆಸ 53 ಆಗಿರುವಂತೆ ನಾವು {1,2,3} ಗಳಿಂದ, ಹಿ, 
Kk, k, ಗಳನ್ನು ಆರಿಸಲಾರೆವು r ೭3 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 1] <ki<hy<ky=3 
ಆಗಿರುವುದು ಸ, ಸ, ಹಿ, ಗಳನ್ನು 1, 2, 3) ಗಳಿಂದ ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳುವ 
ಒಂದೇ ವಿಧಾನವೆಂದರೆ ಸಷ 1, ಹ್ಕಿಐ2, ಸ್ಕಿಐ3 ಆಗಿದೆ.) ಹೀಗೆ r= 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ॥,= 1, ಅಂದರೆ, (36) ರ ; ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲನೇ 
ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು ೫;ನ ಸಹಗುಣಕವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಇದು 1 ಆಗಿದೆ. ಈ 
ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಇನ್ನಿ ತರ ಎಲ್ಲ ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ ಶೂನ್ಯ ಗಳಾಗಿವೆ, ಅಂದರೆ 
೫ ಅನ್ನು ಇನ್ನಿತರ ಎಲ್ಲ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಂದಲೂ ವಿಸರ್ಜಿಸಲಾಗಿದೆ. ಆಗ (36) 
ಹೀಗಾಗುತ್ತ ದೆ. 


ಜ್ಮವ0 
ಖೃವ0 


(37) 
೫=0 


ಗ-3 ಮತ್ತು'7=3 ಆಗಿರುವ (33) ರಲ್ಲಿ ಇದೇ ಪರಿಸ್ಥಿತಿ ಇದೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭ 
ದಲ್ಲಿ ನಾವು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ, ಅದೆಂದರೆ ಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರ. 


r<n ಆಗಿದ್ದರೆ, R ಅನ್ನು ಪಡೆಯಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳ 
ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನ ವಲಂಬಿಸಿ ಪ್ರತಿ ky ಗೂ ಅನೇಕ ಆಯ್ಕೆಗಳಿವೆ ಎಂದು ತೋರ 
ಬಹುದು ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆ ಗೆ ಇಲ್ಲಿನ ವಿಧಾನವು 
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` ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದೇ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ 1 ನ್ನು ದೊರಕಿಸುವುದೆಂಬು 
ದನ್ನು ತೋರಿಸಬಹುದು. ಈ ಪರಿಣಾಮವನ್ನು ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸವಾಗಿ 
ಬಿಡಲಾಗುವುದು. 1 ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲನೇ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು 
ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುವ ನೀಟಸಾಲಿನ ಅಡಿಬರಹ ಹ; ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ / ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿರುವ 
Xk, ನ ಸಹಗುಣಕವು 1 ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು | ಇನ್ನಿತರ ಎಲ್ಲ ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳಿಂದ ವಿಸರ್ಜಿತವಾಗಿದೆ. (36) ರ ವಿವರಣೆಯೊಂದನ್ನು ದೊರಕಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ 
ನಾವು ಅಂಕನಎನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸೋಣ `ಓ, ಯ. . .xkrಗಳಲ್ಲಿ ಸೇರದಿರುವ 
ಚರಾಂಕಗಳನ್ನು ॥, 1 ... ಚ್ಮ, ಗಳು ಸೂಚಿಸಲಿ. | ಯು (36) ರ;ನೇ 
ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ 4 ಯ ಸಹಗುಣಕವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ. ಆಗ ನಾವು ಹೊಂದಿರುವುದು 


Xu + Ci ಚ| + ಲ Up +e ಲ್ಕ up. 0 
Xp ಲೈ, *- ಛೈ 4 ಡೋರ್‌ ಲ್ಕ un. = 0 


(38) 


Mit Chit ಲೈಟ ತ... ಲ್ಲ) Unri=0 


ಹೀಗೆ ಅಕನದ ಬದಲಾವಣೆಯೊಂದಿಗೆ (38) ಮತ್ತು (36) ಒಂದೇ 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (38)ರ ಪರಿಹಾರಗಳು, (36)ರ ಪರಿಹಾರಗಳಿಗೆ ಸಮವಾಗಿವೆ. 
(36)ರ ಪರಿಹಾರಗಳು (9)ಕ್ಕೂ ಪರಿಹಾರಗಳಾಗಿವೆಯಾದ್ದರಿಂದ (38) ಕೂಡ 
ವ್ಯೂಹ (೨)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. (38)ನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು. ॥,, ಬ್ಹು... 
ಚ, ಗಳಿಗೆ ಬೇಕೆನಿಸಿದ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳನ್ನಾದರೂ ಕೊಟ್ಟು, (38) ರಿಂದ 
Xp ಜ್ಯೂ ಹ್ಯಗಳನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡಬಹುದು. ಇದು ವ್ಯೂಹ (9)ಕ್ಕೆ ಪರಿ 
ಹಾರವನ್ನು ಕೊದುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಅರ್ಥದಲ್ಲಿ (3ನೇ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಸ್ಪಷ್ಟಪಡಿಸಬೇಕಾ 
ಗಿರುವ), ನಾವು (38)ರಲ್ಲಿ, (೧-೯) 'ಆಯ್ಕೆ'ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 


(38)ನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ (22) ಮತ್ತು (26)ನ್ನು ನೋಡೋಣ. 
(22)ರಲ್ಲಿ ನಾವು ೫ ಎ3, ೯೭೩, ki=l, Kka=2 ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 
ಉಳಿದ ಚರಾಂಕ 2, ಆದ್ದರಿಂದ ೫ಎ2ಾ. C= - ಮತ್ತು ಲ್ನ - ಘೆ: 
(26)ರಲ್ಲಿ ನಾವು 7 ಎ3, 7ಎ2, ಹ್ಮ 1, ky=3 ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಉಳಿದ 
ಚರಾಂಕ ) ಆಗಿದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು ಎ. 0,=-3 ಮತ್ತು ಲೈೈಎ0 
ಹೊಂದಿದ್ದೆ ವೆ. ಈ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಒಂದು ಪ್ರಮೇಯದೊಳಗೆ ಸಂಗ್ರಹಿಸೋಣ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 2. ಪ್ರಮೇಯ । ರಲ್ಲಿಯಂತೆ ಸಂಕೋಚಿಸಿದ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ' 
ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ R ಕಂಡುಹಿಡಿದ ನಂತರ, (9), ಕೇವಲ 1ಎ / ಅಗಿ ' 
ದ್ರರೆ ಮಾತ್ರ ಕ್ಷುದ್ರಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಕೇವಲ > 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (9) ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ 7 
ಅಶೂನ್ಯ ಆಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ” ಆಗಿದೆ. 17 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು 
ವ್ಯೂಹ (9)ಕ್ಕೆ ಎಲ್ಲ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನೂ, 4, ಜ್ಯಾ... ,ಟ್ಲ್ಯ ನಿರಂಕುಶ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟು ಮತ್ತು (38)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ೫ ಜ್ಯೂ ಜ್ನ, ಗಳನ್ನು ಗಣನೆ 
ಮಾಡಿ ದೊರಕಿಸುತ್ತೇವೆ, 


2327 ಎಂಬುದನ್ನು ಮುಂಚಿತವಾಗಿ ತಿಳಿದಿರುವ ಒಂದು ' ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ವೆ. 


ಅನುಮಿತ. ವ್ಯೂಹ (9) ರಲ್ಲಿರುವ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಅಜ್ಞಾ ತ 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಯಾವಾಗಲೂ ವ್ಯೂಹ (9)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿ 
ಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತೇವೆ, 


ಸಾಧನೆ. ಸವೂಕರಣಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ » ಆಗಿರುವಾಗ ಮತ್ತು ಅಜ್ಞಾತಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆ n ಆಗಿರುವಾಗ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯು mxn ಆಗಿದೆ. m<n 
ಎಂದು ಗ್ರಹಿಸುವುದರಿಂದ ಒಂದು ೫» ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ ್ಣ ಪಡೆ 
ಯಲು, ಪ್ರಮೇಯ 1ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಈ ಮಾತೃಕೆಯ ಮೇಲೆ ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ನೆರ 
ವೇರಿಸಿ, 7 ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ r ಆಗಿರಲಿ, ೫ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆ m ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಆಗ / 571. ಹೀಗೆ / ೮.1 ಮತ್ತು ಎರಡನೇ 
ಪ್ರಮೇಯವು ವ್ಯೂಹ (೨) ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂಬ ಭರ 
ವಸೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


ಟೀಕೆಗಳು ಈ ಅನುಮಿತವು ಒಂದು ಮೂಲಭೂತ ಫಲಿತಾಂಶವಾಗಿದೆ. 
ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಅಜ್ಞಾ ತಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ನಾವು ವ್ಯೂಹ 
(9)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ನಾವು ಕನಿಷ್ಠ 
ಅಜ್ಞಾ ತಗಳಷ್ಟೇ ಸಮಿಕರಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಸಾಕಷ್ಟು ಸಮಾಕರಣಗಳು 
ಅತಿಸಮೃದ್ಧವಾಗಿದ್ದು ವಿಸರ್ಜಿಸಲ್ಪಡಲು ಸಾಧ್ಯವಾಗುವಂತಿರುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ, ಒಂದು 
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ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ನಾವು ಕನಿಷ್ಠ ಅಜ್ಞಾ ತಗಳಷ್ಟೇ 
ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದ ರೆ, ಸಾಕಷ್ಟು ಸಮಾಕರಣಗಳು ಅತಿಸಮೃದ್ಧ 
ವಾಗಿದ್ದು ವಿಸರ್ಜಿಸಲ್ಬಡಲು ಸಾಧ್ಯವಾಗುವಂತಿರುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಇದನ್ನೇ ಪ್ರಮೇಯ 2 ಹೇಳುತ್ತದೆ. 
ಒಂದು ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವು, 
ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಎಲ್ಲ ಅತಿಸಮೃದ್ಧ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು, ಅಂದರೆ ಹೊಸ ವಿಷಯಗಳೇ 
ನನ್ನೂ ಹೇಳದಂಥವುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಹಾಕುವ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ ನಾವು 
ಉಳಿದ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಮೇಲೆ “ಅವಲಂಬಿಸಿರು'ವಂಥ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿ 
ಸುತ್ತೇವೆ. R ನಿರ್ಧಾರವಾದ ನಂತರ ಉಳಿಯುವ ಸಮಾಕರಣಗಳು "ನಿರವಲಂಬಿತ' 
ವಾದವುಗಳು. ವ್ಯೂಹ (9) ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದು ಕೇವಲ 
“ನಿರವಲಂಬಿತ' ಸಮಾಕರಣಗಳ ಗರಿಷ್ಠ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಅಜ್ಞಾ ತಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ 
ಕಡಮೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 77 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದಕ್ಕೆ 
ಸ್ವಾತಂತ್ರ್ಯವಿಲ್ಲ. ಇರುವ ಒಂದೇ ಪರಿಹಾರವು (37) ಆಗಿರಲೇಬೇಕು. 1 / ಆಗಿ 
ದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು 7-/' `ಆಯ್ಕೆ'ಗಳನ್ನು ಅಥವಾ 7-1 "ಸ್ವಾತಂತ್ರ್ಯದಸ್ತರ' 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಮತ್ತೊಂದು ಅರ್ಥದಲ್ಲಿ ವ್ಯೂಹ (9)ರ ಪರಿಹಾರಗಳು 
n-r "ಆಯಾಮ' ಹೊಂದಿವೆ. ಈ "ಆಯಾಮ', "ಆಯ್ಕೆ', "ಸ್ವಾತಂತ್ರ್ಯದ ಸ್ತರ 
ಗಳು', "ವಿರವಲಂಬನೆ' ಮತ್ತು `ಅವಲಂಬನೆ'ಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು 3ನೇ ಭಾಗ 
ದಲ್ಲಿ ಸ್ಪಷ್ಟಪಡಿಸಲಾಗುವುದು. 

ಪ್ರಮೇಯ 1 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಂಕುಚನೆಗೊಂಡ ಆಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ 
ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ R ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕಾರ್ಯುವಿಧಾನವನ್ನು_ ವಿಸ 
ರ್ಜನೆಯ ಅಥವಾ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಕುಚನೆಯ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವೆಂದು ಕರೆಯ 
ಲಾಗುತ್ತದೆ. 4 ಯನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಔಗೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆ ಮಾಡಿದ್ದೇ 
ವೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ ಅಥವಾ “ಅಡ್ಡಸಾಲು' ಅನ್ನು ಒತ್ತಿ ಹೇಳಬೇಕಾಗಿರದಿದ್ದರೆ 
ಸುಮ್ಮನೆ 4 ಯನ್ನು ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪಕ್ಕೆ "ಸಂಕುಚಿಸಿದ್ದೆ ವೆಂದು ಹೇಳು 
ತ್ತೇವೆ ಒಂದು ನೀ 'ಟಿಸಾಲಿನ ಸಂಕುಜನೆಯ ವಿಧಾನವನ್ನೂ ವಿವರಿಸ ಬಹುದಾಗಿತ್ತು; 
ಆದರೆ ಇದು ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಅಷ್ಟೇನೂ ಉಪಯುಕ್ತವಲ್ಲವಾದ್ದ ರಿಂದ, 
ನಾವು ಅಂಥದೊಂದು ಚರ್ಚೆಯನ್ನು ಕೈ ಬಿಡೋಣ. 

ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆಯ ವಿಧಾನವನ್ನು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚು 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯೂಹಗಳಿಗೆ ಪ್ರಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಅವಕ ಕವಾಗಿರುವುದು 
ಏನೆಂದರೆ ಕೂಡಲು. ಕಳೆಯಲು, ಗುಣಿಸಲು ಮತ್ತು ಭಾಗಿಸಲು ಶಕ್ತರಾಗಿರ 
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ಬೇಕೆಂಬುದು. ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಂತೆ ಕೂಡುವಿಕೆ, ಕಳೆಯುವಿಕೆ, ಗುಣಾಕಾರ 
ಮತ್ತು ಭಾಗಾಕಾರ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಸ್ನೇತ್ರಗಳು ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 4ನೇ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಒಂದು ಕ್ಷೇತ್ರ ಆಗಿವೆ 
ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ ನಮ್ಮ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹ 
-ಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ ಎಂಬ ವಿಷಯದಲ್ಲಿ ಆಸಕ್ತರಾಗಿರುತ್ತೇವೆ. ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳೆಂದರೆ ೧4 0 ರೂಪದವು, ಇಲ್ಲಿ ೩ ಮತ್ತು b ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಮತ್ತು 
i#=-1. (a+ib)+(c+ib)=(a+c)+ i(b+d) ಮತ್ತು (a+ ib) 
(e+ id\=(ac-bd)+ i (ad + ರೀ) ಇವುಗಳಿಂದ ಕೂಡುವುದನ್ನು ಮತ್ತು 
ಗುಣಾಕಾರಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಲಾಗಿದೆ. ಇವೆರಡು ಪರಿಕರ್ಮಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಕಳೆಯುವಿಕೆ 
ಮತ್ತು ಭಾಗಾಕಾರಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿವರಿಸಬಹುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ 
ಯನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
(a) 24 y=0 (ಗಿ) 7x,+ x,=0 
2x,+ xx-=0 
Xe Xt 3X0 
(ಲ x+2x,=0 (ಗಿ ax, +0x,=90 
ತಿ 4x,=0 bx, +b'x,=0 


ಇಲ್ಲಿ 07ನ್‌ಕಿ. 070, b= 9. 


(6) 6x,+ x=0 (Ff) XX Xt XN 
9x + 12x,-8x,=0 pS ತ ಹ್ಮ-ಹ್ಯ ಎ0 
122/4. 62-33 ಬ ಎ0 ಹ್ಯಸ್ಯ 4. x60 


3x + 8-2 =0 bo 0 
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(0) x2+ 2ಜ-ಜ್ಯ 70 (ಗಿ) x1+2x,=0 
Xx 3X2=0 x1+3x2=0 
XX; = 0 XX ಮು 0 
3x2=0 
(i) XEN NIE=0 (fj) AN +axt+IxN=0 
4aXxi+aXx+taxy=0 x/=0 
(123 xt Ax aXxi+2x=0 
2 ಪ್ರಶ್ನೆ 1ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪಕ್ಕೆ 
ಸಂಕುಚಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


3. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


(0) ಜ್ಯ ಜಾರ ಶ್ರ ವಂ0 (ಗ) 3x,+x2+4x=0 

-2x-x4=0 X1+X4=0 

0 ಟಟ ಇಟ Xt XO 
(ಲು x+2x,+3x,+4x,=0 (dy) T1x-x,x,=0 
5x) + 6x,+ 7x,+ 8x20 6x,~3x,+ x,=0 
9x, + 10x,+ 11x,+12x,=0 13x,-4x,=0 


13x, + 14x,+15x,+ 16x,=0 


4. ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳಲ್ಲಿ ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ 
ಸಮಾಕರಣ ವ್ಯೂಹಗಳು ಯಾವುವು? 


(0) 3x,+2x,=0 (0) 8%-.9)--102ಎ0 
x-y+2=0 
x+42y+2=0 
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(೧) 684 ೪೫-225 w=0 (0) 1x-x,-x,=0 
x-43y + ೪20 6x-3x,+ x,=0 
x+y-7z-w=0 13x-4x=0 
(6) x+y+2=0 (ಗಿ x-y+2=0 
x+ y+ 32=0 3-1232ಎ0 
X+y+ 2220 
ಸವನ 


(a) X-y-2-w=0 
Xx+ 3y-2+w=0 
3x-Ty-2-6w=0 

2x4 2)-22 ಎ0 
6-2) 42-5-0 


5. ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಮಘಾತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸವೂಕರಣವು 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿವ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು ಸಮತಲವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿ 
ಸುತ್ತದೆ. ಈ ವಾದವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿ ೫ ಸಮೂಕರಣ 
ಗಳ ವ್ಯೂಹವೊಂದಕ್ಕೆ ಸಾಧ್ಯವಿರುವ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತಿಕವಾಗಿ ವಿವರಸಿ. 
ಆಲ್ಲದೆ ಪ್ರಮೇಯ 2ರ ಅನುಮಿತವನ್ನು ಆರ್ಥೈಸಲೂ ಇದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


6, ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸವೂಕರಣಗಳ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಸಹಗುಣಕ 
ಗಳ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ 
ರೂಪಕ್ಕೆ ಸಂಕುಚಿಸುವುದರಿಂದ ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


(a) XIN IK=0 
XX (11/0 


(b) XNA 
IX + (24+ INN IND 

Xi + TX 20X-71X,=0 

ಗೀ (3-5) + XIN = 0 
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7. ಒಂದು ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹದ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ 4 ಆಗಿರಲಿ. ; ೮.1 
ಆಗಿದ್ದರೆ, Aij=0 ಎಂದು. ಮತ್ತು 4ಯು 1131 ಆಗಿದೆ ಎಂದಿಟ: ಓಕೊಳ್ಳೊ ಣ, 
ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ; ಗೆ ಕೇವಲ 4//ಎ0 ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಮಾತ್ರ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವೂ ಹವು 
ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ “ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
8. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವು 

ax+ ಗ) ಎ98 

cX+dy=0 
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ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಪರಿಹಾರವನ್ನು 


9. ಕೆಳಗಿನವೂ ಎ ಹವು 

A At AsO 

AUX A+ A2=0 

ANNE AY AyT=0 

ಕೇವಲ 4; 4 1 Addn 41 ಕ 4) -- 

4 4 4, 4) ಕೈ-- 4 4 42 ಐ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 
10. 4 ಮತ್ತು Bಗಳು xn ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಪ್ರಮೇಯ ಒಂದರಲ್ಲಿ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿದಂಥ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ 
ಯನ್ನು .4ಯಿಂದ ದೊರಕಿಸಬಹುದಾದರೆ ಔಯು ಸೆಗೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಾನಾ 
ರ್ಥಕವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಔಯು ಗೆ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಾನಾರ್ಥಕವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ ಯು ಔಗೆ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ ನಿಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚಕೆ : 
6ನೇ ಪುಟದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮವೂ ಅದೇ ರೀತಿಯ ಒಂದು ವಿಲೋಮ 
ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 4ಯ [ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲನ್ನು a ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 4ಯ 1 ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡುವುದರಿಂದ 8 ಯನ್ನು A 
ಯಿಂದ ದೊರಕಿಸಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ ಗಯ | ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು-€ ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಅದನ್ನು 
Bj ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡುವುದರಿಂದ, 4ಯನ್ನು ಔಯಿಂದ ದೊರಕಿಸಬಹುದು.] 
11. .4 ಮತ್ತು ೫ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹಗಳ ಸಹ 
ಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, 4 ಮತ್ತು B 7/70 ಆಗಿವೆ ಮತ್ತು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ 
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ಸಮಾನಾರ್ಥಕವಾಗಿವೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಎರಡೂ ವ್ಯೂಹಗಳು ಒಂದೇ ಪರಿ 
ಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ ; 4 ಮತ್ತು ಔಗಳಿರಡೂ 
ಒಂದೇ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆಗೆ ಸಂಕುಚಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು 
ಪ್ರಮೇಯ 2ನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


12. ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕಿಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಖಚಿತವಾಗಿ ಒಂದಕ್ಕೆ ಯಾವುದೇ 
2 x 2 ಮಾತೃಕೆಯು ಆಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


1 0 0 1 00 1 a 
bE ETE] 
0 1 0 0 0 0 0 0 
[ಸೊಚನೆ: ಇವು ಸಾಧ್ಯವಿರುವ 2x2 ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾಶೃಕೆಗಳು. 
ಮೇಲಿರುವುದರಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದಕ್ಕಾದರೂ ಯಾವುದೇ 2 x2 ಮಾತೃಕೆಯು ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲಿನ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ನಿಷ್ಟತ್ತಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ ಒಂದನ್ನು ಬಳಸಿ. 11ನೇ 


ಅಭ್ಯಾಸವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ, ಮೇಲಿರುವುದರಲ್ಲಿ ಯಾವುದೂ ಕೂಡ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಾನಾರ್ಥಕವಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 


13. ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿನ ಮೂರು ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ಸಮಘಾತ 
ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 1ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಎಧಾನದಿಂದ ಬಿಡಿಸಲು ಬೇಕಾಗುವ 
ಗುಣಾಕಾರಗಳ ಗರಿಷ್ಠ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ನಾಲ್ಕು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿನ 
ನಾಲ್ಕು ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ವ್ಯೂಹಕ್ಕೂ ಬಿಡಿಸಲು ಅವಶ್ಯವಾದ ಗುಣಾಕಾರಗಳ 


ಗರಿಷ್ಠ ಸಂಖ್ಯೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


14. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಅನೇಕ ಸಮಸ್ಯೆಗಳನ್ನು ಗಣಕಯಂತ್ರಗಳಿಂದ 
ಬಿಡಿಸಬಹುದು. ಈ ಅಭ್ಯಾಸದಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಮುಂದಿನ ಭಾಗಗಳ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ 
ಅಂತಹ ಕೆಲವು ಸಮಸ್ಯೆಗಳಿಗಾಗಿ ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಬರೆಯುವುದನ್ನು ಚರ್ಚಿಸ 
೭ಾಗುವುದು. ಈಗ ಗಮನವನ್ನು ಒಂದು ಸರಳ ರೀತಿಯ ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರಕ್ಕೆ 
ಪರಿಮಿತಗೊಳಿಸೋಣ ಮತ್ತು "ಆರಂಭ' ಅಥವಾ "ಮುಕ್ತಾಯ'ವನ್ನು ಸೂಚಿ 
ಸಲು ವೃತ್ತವನ್ನು, ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಆಯಾಕಾರ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನೂ 
ಮತ್ತು ಪರ್ಯಾಯಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಆಂಡವೃತ್ತಗಳನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. 
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ಪರಿವಹನೆಯನ್ನು ಬಾಣದಗುಶುತಿಂದ ತೋರಿಸೋಣ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಕೆಳಗಿನ 
ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರದ ಒಂದು ಭಾಗವನ್ನು ಚಿತ್ರ 3ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿದೆ. 

a,x + ೫೦. ax+ by ಎ9, 
ಬದಲಾಯಿಸಿದರೆ, ) ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯ “ವಿಸರ್ಜನೆ'ಯನ್ನು 


ಬ 
ನಡೆಸುತ್ತದೆ, ಅನಂತರ ಆಂಕಕರಣವನ್ನು ಬದಾಲಾಯಿಸುತ್ತದೆ. € ಯಿಂದ "ಹೌದ. 

ಹ 

ಲಿ 














A B 
ಎದ ಗಧ್ಯ ಹೌದು ಹರು 
ಆರಂಭ ಕ್‌ ೨ a,=0 0 ಲ 
a1,b,,4.,P, | ಆಗಿದೆಯೇ? | | ಆಗಿದೆಯೇ? | 
ಇನ” 7 
ಎ Ej 
| ಗಣ 
Dp ಕೆ a= 
’ ಗಣ WK | ಗ್ಕಿಎಗ್ಳಿ 
ಡುವ Ws | ಯವ 
ಗ! = 
b=, ವ A 
| ಜಾ 
| ai=1 
_h=bala, 
F § 
hs 0 [ಹೌದು ಒಕೆಹುರಿ 
ಆಗಿದೆಯೇ? ಬವ ಇಗ]? 
| ze 
Hy” OL 
೫೫೫. 2 
0 |) ಮುಕ್ತಾಯ | 
i yxz0 SL 
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(0 ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿರಿ, 


(ಗಿ) ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿನ ಮೂರು ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ಸಮಘಾತ 
ಪ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 


ಪ್ರಮೇಯ 1ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ : ಇಲ್ಲಿರುವ ಒಂದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಮಸ್ಯೆಯೆಂದರೆ ಅಂಕನಣದ್ದು. ನೀವು ವ್ಯವಸ್ಥಿತವಾಗಿ ಕೆಲಸ ಮಾಡುವವರಾದರೆ 
ಆಗ ಇದು ಸುಲಭ. ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಮೊದಲು 
ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಮೊದಲನೇ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 1 ದೊರಕಿಸಿರಿ 
ಮತ್ತು ಮೊದಲನೇ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಉಳಿದುದರಲ್ಲಿ ಶೂನ್ಯಗಳನ್ನು ದೊರಕಿಸಿರಿ. 
ನಂತರ ಎರಡನೇ ನೀಟಸಾಲಿಗೆ ಮುಂದುವರಿಯಿರಿ. ಮೊದಲನೇ ನೀಟಸಾಲಿನ ಎಲ್ಲ 
ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ನೇರವಾಗಿ ಎರಡನೇ ಸಾಲಿಗೆ ಮುಂದುವರಿ 
ಯಿರಿ, ಈಗ ನೀವು ಏನು ಮಾಡಬೇಕು ?] 


ಭಾಗ 2. ಅಸಮಘಾತ ನ್ಮೂಹಗಳು 

ಕೆಸಗಿಸುಧ ಒಂದು ಅಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ [ (1) ಭಾಗ 
1 ನೊಡಿ ] 
(1) 2x+3y=1 


ಜಘನ 2 
ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮತ್ತು ಸ್ಲಿರಪದಗಳೆರಡರ ಜಾಡನ್ನೂ ಅನುಸರಿಸಬೇಕೆಂಬ) 
ದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ, ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಯು ಇದನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಡುವುದು 
ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು' ಕೊಟ್ಟಿರುವಾಗ್ಗೆ 


Aux Ait ee ಗೈದ ಘ] 
(2) ಗೈ] FAKE ANE, 


ಆ 


Ai Ws Ama To Am Np = Ym 
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ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿಸುವ 0 (ಗ 1) ಮಾತೃಕೆ 4" ರೂಪಿಸಿರಿ. 


ಗೆ, ಗೈ... ಗೈ.) 
3) ಗೆ; 6 6 Ayn Ys 
N Ad Amo: ಗ್ದ Ym 


ಈ ಮಾತೃ ಕೆಯನ್ನು ವ್ಯೂ ಹ(2)ರ ವೃ ದ್ಧಿ ಗೊಳಿಸಲ ಟ್ಟಿ ಮಾತೃ ಕೆ ಎಂದು ಕರೆ 
ಯುತ್ತೇವೆ, J<n ಆಗಿದ್ದ ರೆ, _4' ನ ನೀಟಸಾಲು ಎತ್ತು ] ಆಡ್ಚಸ ಸಾಲಿನ ದಾಖ 
ಲಾತಿಯು ॥ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿನ / 1 ಅಜ್ಞ್ಲಾ ತದ ಸಹಗುಣಕವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು J=n+l 
ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಅದು / ಸವಿಸಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸಿ ಸ'ರಪದವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ 4'ನ ಮೊದಲ ಗ 
ನೀಟಸಾಲುಗಳು (2)ರ ಸಹಗುಣಕ ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ಆಗಿವೆ ಮತ್ತು 4'ನ ಕೊನೆಯ 
ನೀಟಸಾಲು ಸಿ ಸಿ ರಪದಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 4'ನ "ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಮೇಲೆ ನೆರವೆ €ರಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ 
ಪರಿಕರ್ಮವು ವ್ಯೂ ಹ (2)ರ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಮೇಲೆ ನೇರವೇರಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪ ಪರಿಕರ್ಮ 
ದೊಂದಿಗೆ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ಅನುಗುಣವಾಗಿದೆ. ಭಾಗ 1ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮ 
ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ನಾವು (2)ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಓದ 
ಬಹುದಾದಂಥ ರೂಪವೊಂದಕ್ಕೆ A ಅನ್ನು ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದು. ಈ ರೂಪವು 
ಹೇಗೆ ಕಾಣುವುದೆಂಬುದನ್ನು ನೀಡಲು ನಾವು ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ನೋಡ 


J 
ಬಹುದು. 


(1)ರ ವೃದ್ಧಿಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ ; 


2 3 1 
(9 | | 
1-1 2 
ಮುಂದಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. ಎರಡನೇ ಆಡ್ಡ 
ಸಾಲನ್ನು 3ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದ ನ್ನ್ನ ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ ಮತ್ತು 
ಅನಂತರ ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ಇ ರಿದ ಗುಣಿಸಿ ಆಗ ಬರುವ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 


೨1ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಬಂದದ್ದ ನ್ನ್ನ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ, ಅನಂತರ "ಎರಡನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು -1ರಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 


26 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


1 0 7 
(5) » 

0 1 ಇಕ್ಕಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 
ಇದು ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹದ ವೃದ್ಧಿ ಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ, 
ಇದೇ ನಮ್ಮ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 
ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹದ [ನೋಡಿರಿ (7), ಭಾಗ 1] 


(7) 2%. 3y=1 
4x4 6y=3 


ವೃದ್ಧಿ ಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ : 


231 
(8) 

4 6 3 
ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸುಲನ್ನು -2ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದನ್ನು ಎರಡನೇ ಅಡ ಸಾಲಿಗೆ 
ಕೂಡಿಸಿರಿ ; ಈ 4 ಎ 


2 3 1 
(9) 

001 
ಇದು ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹದ ವೃದ್ಧಿಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 


(10) 2x+3y=!, 0=1, 


x ಮತ್ತು )ನ ಯಾವ ಆಯ್ಕೆಯೂ ಎರಡನೇ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಸಾಧಾರ ಮಾಡು 
ವುದಿಲ್ಲ ; ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ವ್ಯೂಹವು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಹೇಳುವುದಾದರೆ, ವ್ಯೂಹವು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರದಿದ್ದರೆ, (9) ಕ್ಕಿಂತ 


30 
ಮೊದಲಿನ 
ಇಂಜಹಾರ 
೦ಕಗಳ 


ವ್ಯೂಹವು 
ಅಂಥ ಒಂದು ಅಡ ಸಾಲು ಚರಾ 


ಛೆ 4' ಸಂಕುಜಿಸುವಾಗ 
ಅ 


ಮತ್ತು (೫4 1) ನೆಯ 


- 
ಏವ 


ಒಂದು 
ಕ್‌ 
ಬ 


ವಿಲ. ಓ 
ುವಂಥ 
6x-4y-+ 102 


ಮೊಲಭೂತ ಶರಿಕಲ್ಪಗೆಗಳತಿ 
ವಿ 


ಜ್‌ ತ್ರ 


(ಸ 


ನ್ಯವಾಗಿರ 
೨ ಪ್ರಸಂಗಗಳನ್ನು 


6ಎ 


oss 


ತಿಗೆಳು ಶೂ 
ಹ 


ಗೆ ಎರಡ 


ಮುಂದಕ್ಕೆ ಹೋಗುವ 


ಹೀಗಿದೆ 


(11) 


Orie 


೧ ೮-೦ 


-1 
-] 
-] 
-4 


೨ 
2 
6 


ಕೆಳಗಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು (12) 
3ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ : ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ 


(12) 


ತ 
ದ 


ರಿಂ 


ಒಲಿ 


ಮುಂದಿನಪ್ಪ 


ಆನಂತರ 
ಣಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ನಾಲ್ಕನೇ 


ದೊರೆಯುವ ಮಾತೃಕೆ 


KN 


ಡಿಸಿರಿ: 
ದಗ 


Pp 


ರ ಮೇಲೆ ನೆರವೇರಿಸಿ. 3ನೇ ಅಡ ಸಾಲನು 


[ep 
ಊಂ 


Re 


pe 


ತಿ 


ರಡನೇ ಅಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ, -6ರಿ 
ಕೂಡಿಸಿರಿ 


ew 


ಅದ ಸಾಲಿಗೆ 


ಗುಣಿಸಿ, 
ದಲ್ಲಿದ್ದ ಂತಿದೆ. 
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0 2 4 
0 1 2 3 
(13) 1-1 1 1 
0 2 4 3 
ಒಂದು, ಎರಡು ಮತ್ತು ನಾಲ್ಕನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ. ಎರಡನೇ 


ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು -—2ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಒಂದು ನಾಲ್ಕನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ 
ಅನಂತರ 1ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಒಂದು ಮತ್ತು 
ಮೂರನೆಯ ಅಡ ಸಾಲುಗಳ ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ 
ದೊರೆಯುವುದು. 


1 0 ತಿ. ಕಿ 
0 1 2 ಕಿ 
(14) 0 0 0 0], 
0 0 0 0 
ಇದು ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹದ ವೃದ್ಧಿ ಗೊಳಿಸ ಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 
x+ 32-1 
(15) p+ 225-3 
0=0 
0=0. 


2 ಗೆ ಯಾವುದೇ ಬೆಲೆಯನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸಿ, (15)ರಿಂದ ೫x ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು 

ಣನೆ ಮಾಡಿ, ಈಗ (1 |)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಪಡೆದೆವು ಹೀಗೆ 2ನ ಪ್ರ 

ಯೆ ಎಂದು ಬೆಲೆಗೂ ಒಂದೊಂದರಂತೆ ಅನೇಕ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 

ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ (11)ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ನಾಲ್ಕೂ ಸಮತಳಲಗಳು (15)ರಿಂದ 
ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. 


ಈ ವಿಧಾನವು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಸಹಗುಣಕ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು (4'ನ 
ಮೊವಖ / ನೀಟರುಲುಗಳು) ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹ ರೂಪದಲ್ಲಿಡಲು ಪ್ರಯತ್ನಿಸುತ್ತ 
ನಾವು 4' ಮೇಲೆ ಅಡ್ಡಸಾಳನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. ಎರಡು 
ಪ್ರಸಂಗಗಳು ಪರಿಣಮಿಸುತ್ತವೆ. ಅವೆಂದರೆ ಮೊದಲ ; ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಶೂನ್ಯ 
ಮಗಿರುವುಫ ಮತ್ತು (n+ 1)ನೇ ದಾಖಲಾತಿಯು ಶೂನ ೈವಾಗಿಲ್ಲನಂಥ (ಅ:ದ 

ಎಂದಿಗೂ ಸಘಖಮಖಾಗಮುಥ ಒಂದು ಸವಿಇಕರಣ) ಅಥವಾ ಅಂಥ ಒಂದು ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲನ್ನು ನಾವು ಪಡೆಯುವುದಿಲ್ಲ. ಮೊದಲನೆಯ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರ ಎಲ್ಲ. 


ಲು 


GA 
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ಎರಡನೇ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ತನ್ನ ಮೊದಲ ) ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು ಶೂನ್ಯವಾಗಿ ಹೊಂದಿ 
ರುವಂಥ ಹಾಗೂ ಅದರ (೫+ 1)ನೇ ದುಖಲಾತಿಯನ್ನು ಶೂನ್ಯವಾಗಿಯೇ 
ಹೊಂದಿರುವಂಥ ಯಾವುದೇ ಅಡ್ಡಸಾಲನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂಥ ಮತ್ತು ಮೊದಲ ; 
ನೀಟಸಾಲುಗಳು ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವಂಥ ಒಂದೃ 
ಮಾತೃಕೆ ಔ' ಅನ್ನು ಅಂತಿಮವಾಗಿ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ, ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ತನ್ನ 
ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು ಕೊನೆಯ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುವಂಥ 
ಗುಣವನ್ನು ಯಾವ ಅಡ್ಡಸಾಲೂ ಹೊಂದಿರಲಾರದು. ಹೀಗೆ ಈ ಔR' ಮಾತೃಕೆಯು 
ಒಂದು /7 x (n+ 1) ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಈಗ 7೫" ವಿವರಿ 
ಸೋಣ ; ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳಿರುವ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು R' ಹೊಂದಿದೆ; 
ಇವು 0" ನ ಮೊದಲ; ಆಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು. 7 ಆಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಆಶೂನ್ಯ 
ನಾಖಲಾತಿಯು ;/ ಎ1, 2,..೯ ಒಂದು ಆಗಿದೆ. ಇದು ಹ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 
ಇಣಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ ಎನ್ನೋಣ. ಆಗ ಹ, ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಇತರ ಎಲ್ಲಾ 
ನಾಖಲಾತಿಗಳೂ ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದು, ಮತ್ತು, 

J<EK <<. ಎಜಿ <n ಎಂದು ನಮಗೆ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಕೆಳಗಡೆಗೆ ಮತ್ತು ಬಲಕ್ಕೆ ಹೋಗುತ್ತವೆ 
ಮತ್ತು ಅಂತಹ ಯಾವ ದಾಖಲಾತಿಯೂ 4+ 1 ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳ 
ಲಾರದು.) ಕೊನೆಯ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ದಾಖಲಾತಿಗಳೂ ” ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 
ಳಗೆ ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಅಲ್ಲದೆ ನಾವು / ೭7 ಎಂಬುದನ್ನೂ ಸಹ ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 
[ನೋಡಿರಿ : (35), ಭಾಗ 1] 

ಮೊದಲಿನಂತೆ ಮುಂದುವರಿಸುತ್ತೇವೆ. ೫ಎ?" ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
೫ಹ,ಎ1. OO Ky=2. Kx=n. 
ನಮ್ಮ ವ್ಯೂಹವು ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಚಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ 


ತ ಕ 

2 (೪ ! 
8 

ಜವ ಗಟ) 


(16) ೫ ಇ (೧31) 
0:20 


020 
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ಇಲ್ಲಿ R';,,1» ಔ'ನ /ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಮತ್ತು (೫4 1)ನೇ ನೀಟ 
ಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಯಾಗಿದೆ. ಕ್ಷುದ್ರ ಸಮಾಕರಣಗಳ (0 ಎ0) ಸಂಖ್ಯೆಯು 
m-n ಆಗಿದೆ. ವ್ಯೂಹ (2), (16) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಹೊಂದಿಜಿ. > ಆಗಿದ್ದರೆ ಸೃ, ೫, , ಸಗಳಲ್ಲಿ ಸೇರಿರದ ಆ ಚರಾಂಕ 
ಗಳನ್ನು ಚ, ಚ,--» ಟ್ಲ್ಯ ಬಂದು ಸಂಕೇತಿಸಿ 7", ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹದ ವೃದ್ಧಿ 
ಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 151೬1 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಈ ವ್ಯೂಹದ ;ನೇ 
ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ (ಯು ಟ್ರಯ ಸಹಗುಣಕವಾಗಿರಲಿ. 2, 2, ೨ 2, ಗಳು 
ಔR'ನ ಕೊನೆಯ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿಯ ಮೊದಲ / ದಾಖಲಾತಿಗಳಾಗಿರಲಿ. (ಆ ನೀಟ 
ಸಾಲಿನ ಉಳಿದ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿವೆ.)  ಅಂಕನದ ಈ ಬದಲಾವಣೆ 
ಯೊಂದಿಗೆ, ವ್ಯೂಹವು ಹೀಗಾಗುತ್ತದೆ. 


೨73 0,0,1. ಲೈಗ್ಛರ © FC. 2 
Xs Cpl F ಉಟ್ಟರೆ **ರ- ೧.70೫. /ಮಪ್ಪು 


17) Xj FC Crt e+ ೧/೧. ೧0೫.5 2, 
0:0 


02.0. 


ಈಗ ಈ ರೂಪಗಳಿಗೆ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ರೂಪಾಂತರಿಸೋಣ. (1) ರಲ್ಲಿ, 
7)ನ್ನ್ನು ಪಜ್ಜೆದೆವು, ಇದರಿಂದ | 


n=r=d ಕೈಎಸೆ, k= 32 
R=}, Ry=-8 
XKU=X, ಹದ) ಉಂಟಾಗುತ್ತದೆ. 


7)ರಲ್ಲಿ (10)ನ್ನು ಪಡೆದೆವು, ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನು ಕಂಡು 
ಇಂಡೆವು ಮತ್ತು ಮುಂದಕ್ಕೆ ಹೋಗಲಿಲ್ಲ, (11)ರಲ್ಲಿ ನಾವು (14)ನ್ನು ಕಂಡು 
ಂದಜಿವು, ಅದರಿಂದ [= ಚ ಗರಿ k= SS 
ನಖ ಗಹಿ ೧ಎ) ಪ್ರದಿ ಶ್ರಮ ದಕ್ಕಿ ಎಂದು ಪಡೆದೆವು. (೧)ರಲ್ಲಿ 
ಜಗ ಇದ್ದು ನಾವು ಒಂದು ಎಕ್ಸ ಕ ಫರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆವು. (11)ರಲ್ಲಿ 
>r ಇದ್ದು “ದರಿಂದ ಅನೇಕ ಪರಿಹಾಸಗಳನ್ನೂ ಹೊಂದುತ್ತ ವೆ. 
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ಈಗ ಈ ಪರಿಣಾಮಗಳೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಒಂದು ಪ್ರ ಮೇಯದೊಳಗೆ ಸಂಗ್ರಹಿಸುತ್ತವೆ. 
ಇದರ ಸಾಧನೆಯು ಸಾರ್ವತ್ರಿ ಕತೆಯ "ಜಾಡನ್ನು ಇ್ಥಡಿದಿಡುವ ಸಾಧನಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ | 


ಒಳೆಗೊಂಡಿಡೆ. 
ಪ್ರನೇಯ 3. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ 


4,2] ೫. 4. AX} 
(2) Aux Ait Aa =Y 


Ka +A Amn =m 
ವೃದ್ಧಿ ದಿ. ಗೊಳಿಸ ಟ್ಟ ಮಾತೃ ಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸಿರಿ : 


ೆ Au An An JY 
(3) A'~ ಸಃ Aa Av Yl 


Am, An 44 Amu ‘Yo 


4' ಅನ್ನು ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪಕ್ಕೆ ತರಲು ಅದಕ್ಕೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸರಿಕರ್ಮ 
ಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರಿ, ತನ್ನ ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯು [4 1 
ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳು ,ವಂಥ ಒಂದು ಅಡ ಸಾಲನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೆ, "ವೆ. 
ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ, ಅಥವಾ ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ 
ದಾಖಲಾಕಿಯೊ ೫4+) ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳ ದಂಥ ಒಂದು 
ಸಂಕೋಟಿಸಿದ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹಮಾತೃಕೆ R' ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈ ಎರಡನೇ ಪ್ರ ಸಂಗದಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರಗಳಿವೆ. ಈ ಔ' ಅಜೂ ನ್ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾರ್ಬುಳೆ 
ಸಂಖ್ಯೆ ; ಆಗಲಿ. ಗ=೯ ಆಗಿದ್ದರೆ, (10) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಏಕ್ಸೈಕ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ೫ 2 7 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ವ್ಯೂಹ (17) 
ಪರಿಣಮಿಸುವುದು ಮತ್ತು ಚ ಚು ---೨ ಟೂ ಗಳಿಗೆ ನಿರಂಕುಶ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ನಿರ್ದೇಶಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು (17)ನ್ನು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಪಡೆಯುವುದಕ್ಕಾಗಿ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 2... ೫೬ಗಳನು ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಬಹುದು. 
ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗ ಸ್ವಲ್ಪ ಸ್ಥಾ ಸರಸ್ಯದ್ದಾ ಗಿದೆ. ಇದು 
71 ಎ 7 'ಆಗಿರುವಾಗಿನ ಪ್ರಸಂಗ; ಅಂದ್‌, ಇಲ್ಲಿ ಅಜ್‌ ತಗಳಷ್ಟೇ ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತೆ "ವೆ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 4. (2)ರಲ್ಲಿ 11ಎ ಗ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. (8)ರಲ್ಲಿ 
ನಂತೆ 4' ರೂಪಿಸಿರಿ. 4ಯು (2)ರ ಸಹಗುಣಕ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ; 
ಅಂದರೆ 4ಯು 4'ನ ಮೊದಲ 7% ನೀಟಸಾಲುಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. ಯು 
ಕೆಳಗಿರುವ ೫% ೫ ಮಾತೃಕೆಗೆ ಸಂಕುಚಿತವಾಗಬಲ್ಲುದಾದರೆ ಮಾತ್ರ (2) 
ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದುತ್ತದೆ. 


10..0 
01.0 
1=| 0 0 1..0 
00.1 


ಸಾಧನೆ: (2) ಒಂದು ಎಕ್ಸೆಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ವ್ಯೂಹ (10) ಪರಿಣಮಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ ಔR'ನ ಮೊದಲ ಗ 
ನೀಟಸಾಲುಗಳು ಮಾತೃಕೆ / ರೂಪಿಸುತ್ತವೆ; ಅಂದರೆ, ,4'ನ ಮೊದಲ ೫ ನೀಟಸಾಲು 
ಗು1ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿವೆ. ಇದರಿಂದ 4ಯು 7ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟದೆ. 


ವಿಲೋಮವಾಗಿ, .4ಯನ್ನು ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸಬಲ್ಲೆವಾದರೆ ಇವೇ ಪರಿಕರ್ಮ 
ಗಳನ್ನು 4'ಗೆ ಪ್ರಯೋಗಿಸಿ. ಇದು ೫% (n+ 1) ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


1 0... 0 1], 
R= 0 2 ... 0 Z 
00.12 


ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ವೆಂದು (ಯಾವುಜೀ ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖ 
ಾತಿಯೂ ೫41 ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿಕೊಳ್ಳದಿರುವುದರಿಂದ), ಮತ್ತು ೫ಎ? 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಪ್ರಮೇಯ 8 ರಿಂದ (2) ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರ 
ವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಟೀಕೆ: ಔ' ಎಕ್ಳೆಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಯಾವ ರೀತಿಯಿಂದಲೂ ಇಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿಲ್ಲ 
(ನೋಡಿ: ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ, ಭಾಗ 8) ಅಂದಕ್ಕೆ ಬೇರೆ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 
ಸರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದರೆ, ಬೇರೆ ಮಾತೃಕೆ R' ದೊರೆಯುವುದೇ? ಇದಕ್ಕೆ 
ಉತ್ತರ ಇಲ್ಲ ಎಂದೇ. ಯಾವಾಗಲೂ ಅಜೀ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ: 
ಗುಣಧರ್ಮಕ್ಕ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೆ ಕೆಲವು 
ಉತ್ತರಗಳನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. (2)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರಗಳ ಅಸ್ತಿತ್ವ ಅಥವಾ ಅನಸ್ತಿತ್ವ, 
ಏಕೈಕತೆ ಅಥವಾ ಅಕೇಕಕೆ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ A" ಅನ್ನು ಸಂಕುಚಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ 
ವಿಧಾನದಿಂದ ಸ್ವತಂತ್ರವಾಗಿದೆ. R' ಹೇಗೇ ಕಾಣಿಸಿದರೂ, ತನ್ನ ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ 
ದಾಖಲಾತಿಯು ಗ 1 ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವಂಥ ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ನಾವು ಪಡೆದರೆ 
ಇದಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರ ಇಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನಾದರೂ ನಾವು ಕೊನೆಯಪಕ್ಷ ತಿಳಿದಿದ್ದೆ "ವೆ, ಎಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 1-೯ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಯಾಪ್ರಜೇ ಅಡ್ಕಸಾಲೂ ತಸ 
ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯನ್ನು ೫+) ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಹೊಂದಿರದಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
ಒಂದು ವಿಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತೇವೆ. ಈ ಪ್ರ ಸಂಗದಲ್ಲಿ ಔ' (16)ರ 
ವೃದ್ಧಿಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲೇಬೇಕು; ಅಂದರೆ ೫' ಏಕ್ಟೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿ 
ಸಿಪಿ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ೫೨ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇಲ್ಲಿಯವರೆಗೆ 
ಗೊತ್ತಾಗಿರುವುದೆಂದರೆ ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ವೆಂಬುದು. 
ಮುಂದಿನ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಾವು] ೧-೯ (2ಕ್ಕೆ *ನಿರವಲಂಬಿತ' ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯೊಂದಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗುವುದರೊಂದಿಗೆ "' (೨) ರಿಂದ ಏಕ್ಸೆ ಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿ 
ಸಲ್ಪಡುವುದೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


36 
ಈ ಸರಿಣಾಮವಿಲ್ಲದಿದ್ದರೂ ಔ'ನ 





ಈಗ ವ್ಯೂಹ (೨)ನ್ಮು ಹೇಗೆ ಬಿಡಿಸಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಆದರೂ 
ಕೆಲವು ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯೂಹ (೨) ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದಿಲ್ಲ. (2) ಕೊನೆಯ 
ಪಕ್ಷ ಒಂದಾದರೂ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ ನಾವು ೫ 7553 ym 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಬಲ್ಲೆವೇ? ಅದಕ್ಕೆ ಎರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ನೋಡೋಣ. 
ಒಂದರಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರಗಳ ಅಸ್ತಿತ್ವದ ಭರವಸೆ ಕೊಡುವಂತೆ yp Yo ve Ym 
ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ, ಇನ್ನೊಂದರಲ್ಲಿ ನಾವು ೫ "೨ ೫ 
ಗಳು ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪಜಿದಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಲೆಕ್ಕಿಸದೆ ಬಿಡಿಸಬಹುದಾಗಿರು 


ವಂಥಹದು. 


ಕಳಗಿನ ವ್ಯೂ ವಸ್ಸು ಷರಿಶೀಲಿಸಿರಿ : 


೫೪ ೫320] 
(1%) x z= 
x+3y+Dz=ay 
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ವೃದ್ಧಿಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ: 


1 1 2 (0 
(19) -2 0-1 @,|. 
pa 


1 3% 4 


ಬು 


ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ; ಅನಂತರ -1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಮುಂದೆ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲತ್ಕ್ಕು -ಓ ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಇದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಯು 
ಶೊನೆಯುವುದು. 


1 1 2 ai 
(20) ೧ ೫ 3 0,4೨0 


0 0 80 4a, — 3a, 


ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡೆ ಸಾಲನ್ನು 2 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ಎರಡನೇ 


ಪ್ರಮೇಯ 7ಕ್ಕೆ ಅನುಸಾರವಾಗಿ ೧-4, 4೧ ಆಗಿದ್ದರೆ “ಯಾವ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನೂ ಹೊಂದಿ ಆದ್ದ ರಿಂದ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವು ಅಸ್ತಿತ್ವ ದಕಿರಬೇಕಾದರೆ 
ಇ 


ಲ. 
ಈ [se 
ಅವಶ್ಯವಾಗಿ ರಬೇಕಾದ ಉಪಾಧಿಯು ಹೀಗಿದೆ: 
(2 | ) a4—a—a =0. 
೬) ನೌ ಭೆ 
(21) ಪಾಲಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ಹೊಂದಿರುವ 
1 1 ೨2 ೪? 
೨೫) 0 2 A a+ 2a 3... 4 
೧0 0 .0 | ಹೊಂದಿದೇನೆ 


ಇದನ್ನು ಬಿಡಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 
(ಅತಿ ಸಮೃದ್ಧಿಯಾದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದ ಮೇಲೆ) 


x 1 ಗ 

ಶಿ 

(23) 8 a 
ದ್ರ ಪಮ of 
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ಹೀಗೆ (18)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರಬೇಕಾದರೆ, (21) ಒಂದು 
ಅನಶ್ಯವಾದ ಮತ್ತು ಸಾಕಾದ ಉಪಾಧಿಯಾಗಿದೆ. 
ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ : 
x+y 2z=a; 
(24) x—2y+z=a 
ಶ್ಯ y+z=q: 


ದ್ವಿಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯ ಸಂಕುಚಕೆಯಿಂದ ದೊಕೆಯುವ ಮಾತೃಕೆ ಇಂತಿದೆ. 


etl 


೧1೧0 ——3 + 24 . 
೧ 0 1—Ba—"a,+5a, 


(25) [ ೧೫ 2] 
ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ವೆ, 
ವಿಕೆಂದಕೆ ತಮ ಸ ಮೊದಲ ಅಶೂನ ದಾಖಲಾತಿಯು ನಾಲ್ಕನೇ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿ 
ಕೊಳ್ಳು ಪಂಥ ಸಾವನ ಅಡ ಸಾಹಿನ್ನೂ 10 ಮತ್ತು, ಯ ಯಾವುದೇ 
ಆಯ್ಕೆ ಗಳೂ ಕೊಡುವುದಿಲ್ಲ. ಅದೊ ಅಲ್ಲದೆ ೫ p=3 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೧,, 0» 
ಮತ್ತ” ಯ ಯಾವುದೇ ಆಯ್ಕೆಯೂ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. 

ನಾವು ಈ ಪರಿಣಾಮಗಳನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸೋಣ. (18)ರಲ್ಲಿ 
4 4 ಮತ್ತು ಡ್ಠಗಳ ಬೆಲೆಗಳ ಬದಲಾವಣೆಯು (18)ರಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸಮಾಕರಣವು (ಇದು ಒಂದು ಸಮತಲವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ.) ಒಂದು ಸಮಾಂತರ 
ಸಮತಲನ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿ ಬದಲಾಯಿಸುವುದರಲ್ಲಿ ಪರಿಣಮಿಸುತ್ತದೆ. ಮೊದಲ 
ಎರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮತಲಗಳು 4, ಮತ್ತು ೧ಗಳ ಯಾವುದೇ 
ಅಯ್ಕೆಗೂ (23) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಭೇದಿಸುತ್ತವೆ, (21) ಸಾಲಿಸಲ್ಪಡು 
ವನಕೆಗೂ ಈ ರೇಖೆಯು (18) ರಲ್ಲಿನ ಮೂರನೇ ಸಮಾಕರಣದ ಸಮತಲಕ್ಕೆ 
ಸಮಾಂತರವಾಗಿರುವುದು. (21) ಪಾಲಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ಆಗ (18)ರ ಮೂರನೇ ಸಮಾ 
ಕರಣದ ಸಮತಲವು (21)ರ ರೇಖೆಯನ್ನು ಒಳೆಗೊಂಡಿರುತ್ತದೆ 


(24)ರ ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ, ಮೂರು ಸಮತಲಗಳೂ, 0 4 ಮತ್ತು ಡ್ಯ 
ವ್ರಗಳ ಯಾವುದೇ ಆಯ್ಕೆ ಗೂ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ; ಅಂದರೆ, ನಾವು 
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ಸೆಮತಲಗಳನ್ನು ಹೇಗೆ ಸರಿಸುತ್ತೀವೆಂಬುದು ಗಣನೀಯವಲ್ಲ ನಾವು ಅದನ್ನು 


ಸಮಾಂತರ ರೀತಿಯಿಂದ ಮಾಡುತ್ತಿರುವನರೆಗೂ, ಅವು ಒಂದು ಏಕ್ಸೈ ಕ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವುದನ್ಮು ಮುಂದುವರಿಸುತ್ತವೆ. 


ಈ ಪರಿಣಾಮಗಳ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವನ್ನು ಓದುಗರಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


]. ಕಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವ್ಯೂಹಕ್ಕೂ ಎಲ್ಲಾ ಪರಿಹಾರಗಳೂ ಅಸ್ತಿ 


ತ್ತ 
ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ವೃದ್ಧಿ ದ್ವಿಗೋಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲು ಸಂಕುಚಿಸುವುದರಿಂದ ಭೈಪುಗಳನ್ನ ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 


೬ 


(a) Ixy 4y=4 


(b) x—y=+ 
04.12) ಎ1 


ಹ y= 
(0) ತಿ--0)-- 72ಎ 
ಚ ಇವ. 
7/4 )--92ಐ2 
xx 2-4 | 


(6) Ox +x +x x= 
ಜಗ ಬ ಬ ಭಾರ ಗಾ ಗ] 

Dx xt x0 
Ix + NNN 


(6) x—y+2z+w=0 
x+ 2y—z—w=l 
x—y+z/2—w/2=0 
ಹಾ ಹಾವ ಕಾ 
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(f) PS ಜ್ಯಷಗಿ 
ES ಶಿ ಭ್ಬವಲ0ಿ 
XIN ತೊಟ DS 
ಬಾ ಭಾ ಗಾ 2! 
Ps ES ಹ್ಯ ವಟ 
ಸ್ಯ ಭ್ಯ ಪರ್ತಿ 
(0). ವ! 
x— z= 
ಬಾ ಇ 
y+z+w=0 
(೧) x+2N+IN+Tx+ IN txt 
XXX 
ಸ್ವ xt xl 


PS ಹವ 1 

ಜೈ ಹ್ಯತಸ ಹವೆ 

Xp EXE ಹವ 
(0 x—y=2 (|) Xx—y+z+w=! 
Ay 4 ಸೆ) ಚ ಎಈಿ 


bx—10y + z=} 


2. 4ನೆಯ ಪ್ರಮೇಯಪನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹಗಳಲ್ಲಿ 


ಮಾ 


ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ವಕ್ಸೆಕ ಸರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದೇ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ : 


(a) x—z=l ಟು) ಸರಸರ ತಾತಯ್ಯ +x,=0 
I= ತಗ ಎ1 
p+2z=0 Xx x= 

ಹ್ಯಸ್ಯ ವಲಿ 
Xx 


ಮ್ಮ ಕಾಸ 
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(c) 2x-3y-4z-w=0 (d) z+ y+2z+w0 


z+w=0 2+w=0 
x-y-2=0 x-y-2=0 
y+ 2z=l y+z=0 


3. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹಗಳು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ 11... 


y, ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಫಿರ್ಧರಿಸಿಿ : 


(8) ೫-0) 72ಎ). (ರ) 5x-2x=y 
ಶ್ರ) 2 ಲ ವುಖ್ಗ 
Tx+y-hz=y, 
2x 2y-4z=y, 
(C)X+ XX ಜ್ಯಾ ಐಟಿ (d) XXX 


XIX} 2೧ ಹ್ಯಾ) 
Xt ದ. pS 
Xt N=, 


4. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ : 


(a) ix+ i+ y= (0) (ಆಗಿಲ ಗ್ರಇ2ವ0 
x-iy=2 ಜವ 0 
೫-2 ಎ ಓ 
(0) (i+ 1೫-೨3 (1. //3)2ಎ-ಶ/4 
x+y+iz=i 
ಸತಿ) ~jiz= 0 


ನ. ಒಂಡು ವ್ಯೂಹವು n ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿ m ಸೆಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದ ಕ್ರ 
ಮತ್ತು ಣಗ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ವ್ಯೂಹವು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ ಅಥವಾ 
ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಇದನ್ನು ಗ=8 
ಆಗಿರುವಾಗ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯನಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. (ಇದನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ ೨ರ ಅನುಮಿತ 
ದೊಂದಿಗೆ ಹೋಲಿಸಿರಿ. 


6.  4ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ವ್ಯೂಹದ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. 
i ಆಗಿದ್ದರೆ, 45/0 ಮತ್ತು 4ಯು [೫೫ ಆಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


6] 


೫ 


42 ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


[ಎ0 ಅಗಿದ್ದಾಗಲೆಲ್ಲಾ )/ (1ನೇ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸ್ಥಿರಪದ) ಸೊನ್ನೆ ಅಗಿದ್ದಕಿ 
1 ವ್ಯೂಹವು ಒಂದು ಸಂಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
/ಗೂ ಕೇವಲ ,4//70 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ವ್ಯೂ ಹವು ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ (ಹೋಡಂ: ಅಭ್ಯಾಸ 1, ಭಾಗ 1) 

ಇ. (0) ಕೇವಲ ೧4೬೭ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಊರ) ಎ)» 
(೫4d) ಓಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರವನ ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. 
(ನೋಡಿರಿ : ಅಭ್ಯಾಸ 8, ಭಾಗ 1.) 


(ಗಿ) ನೀವು ಅಸಮಘಾತ ಪ್ರಸಂಗವೊಂದಕ್ಕೆ ಅಭ್ಯಾಸ 1, ಭಾಗ 1ರ 


ಬಸ್ನಕಕೆಯನ್ನು ಕೊಡಬಲ್ಲಿರಾ 9 


8. ಕಳಗನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವ್ಯೂ ಹವನ್ನೂ ಬಿಡಿಸಿರಿ 
#7 2-1 x+ p=! 


ಆ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿರಿ. ಎರಡನೆಯ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ನ ಸಹ 
ಗುಣಕದಲ್ಲಿಯ ಸಣ್ಣ ವ್ಯತ್ಯಾಸವೂ ಸರಿಹಾರಗಳಲ್ಲಿ ದೊಡ್ಡ ಬದಲಾವಣೆಯನ್ನು 
ಉಂಟು ಮಾಡುವುದೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ ಇದು ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರೂಹಗಳಲ್ಲಿ ಸತ್ತ ೈವಲ್ಲ. 


೩೫.೨)! x+2y=1 
x-2.01y=-1, x-1.99p=-1, 


ಇಲ್ಲಿಯೊ ಪರಿಹಾರಗಳು ಹೆಚ್ಚು ಕಡಮೆ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. ಈ ಸಂಗತಿಗೆ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ 
ವಾದ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಬಲ್ಲಿರಾ ? 


(ಪ್ರತಿ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಆಲೇಖಿಸುವುದು ಸಹಾಯಕವಾಗುವುದು.) 


೪. ಇಳಿಮೇಜಿನ (ಡೆಸ್ಕ್‌) ಗಣಕಯಂತ್ರದಿಂದ ಎಣಿಕೆ ಮಾಡುವಾಗ 
ಯಾರಾದರೂ ಏಕ ಮತ್ತು ಸೊನ್ನೆ “ಗಳಿಂದ ತುಂಬಿದ ಸೋಪಾನವ್ಯೂ ಹರೂಪದ 
ಸ್ಥಳಗಳನ್ನು, ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಸಂಗ್ರಹಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು: ಇದನ್ನು ಮಾಡಲು 
ಬಂದ್ಲು ವಿಧಾನವು ಕೆಳಗಿನಂತಿಡ m=n ನೊಂದಿಗೆ, 4'ಯು 0) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ 
ಮತ್ತು ಯು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಗಣಿಸಬ್ಬಡಲಿ; 
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1. Bu ಮೊದಲನೆಯ ನೀಟಿಸಾಲೂ 4'ನ ಮೊದಲನೆಯ ನೀಟಸಾಲೂ 
ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


2. Bi=AijAp2s<j<n Ba 1/4, ಅಂದರೆ, 
ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಉಳಿದ ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು 4,, ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿರಿ. 


3. Ba=AirBi Bp 1೭2೫. 


ಆ * jz Byay= ೨ BaP 
22 29 
ಗ, ಔಯ |ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು ;ನೇ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ದಾಖಲಾತಿ 
ಗಳನ್ನು ಎಣಿಕೆ ಹಾಕಿದ ಮೇಲೆ ನಾವು (14. 1)ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು (14. 1)ಕೇ 
ನೀಟಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಗಳ ಗಣನೆ ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದಂತೆ ಇಡೆ: 


4. Bjj= 


i>j ಇರಲು Bip ಕೈ, -೫(. ೫, * ೫.2೫, 
Bk. 1)(]- 1೫. 11“ 

ಮತ್ತು ;ಲ್ರ-1 ಇರಲು | | 
B =n Bu. B;+ BiB: + +B vB; 





(4 DUD 

n= ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ, 4,20 ಮತ್ತು ೫/50, 1೨2, 
ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಆಗ (ಕ್ಕ ಪರಿಹಾರಗಳು ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ, 

ಜದ ಶ್ಯ X= B,- BX ಮತ್ತು X= - B-BoxeB xy 

10. (4) ಎರಡು ಅಜ್ಞಾತಗಳ ಎರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ವ್ಯೂಹ 
ವನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಒಂದು ಪರಿನಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
(ಗ) ನಾಲ್ಕು ಅಜ್ಞಾತಗಳ ನಾಲ್ಕು. ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ವ್ಯೂಹವು 


ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ 
ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ಭಾಗ 3 : ಸದಿಶಸಮಸ್ಟಿಗಳು, ಉಪಸಮಸ್ಚಿಗಳು ಮತ್ತು ಆಯಾಮ. 
ಹಿಂದಿನ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ನಾವು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು 
ಬಿಡಿಸುವ ವಿಧಾನವೊಂದನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಿದೆವು. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಸಮಾಕರಣ 


೩4 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ವ್ಯೂಹಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳ ಗುಣಧರ್ಮಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದೆ. 


ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ : 
-2x+y+dz=0 


(1) 2x —y z= 
bx +By+dz= 0. 


ಈ ವ್ಯೂಹಕ್ಕೆ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ. 


ಜಿ 1 3 
2 ೨1 | 
—6 1 ಲ 


೫ರ ಸಂಕುಚನೆಯಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೆಯು ದೊರೆಯುವುದು. 
( ಛ್ರ 


(8) 


ಹೀಗೆ ಒಂದು ತ್ರಿಗ್ಮ (೧)»2)ಯು (1ಕ್ಕೆ 


(4) xv ಯೀಗಿದ್ದೆಲ್ಲ ಮಾತ್ರ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗುತ್ತದೆ. 
(4) ಎರಡು ನಿರಂಕುಶ "ಆಯ್ಕೆಗಳನ್ನು? ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. 
(ಅಂದರೆ, x ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ, 2 ಅನ್ನ ಎಣಿಕೆ ಹಾಕಬಹುದು, 
ಮತ್ತು 2ಗಳನ: ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ, ನಂತರ y ಅನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡಬಹುದು, 
ಕಂತೆ ಹೆಚ್ಚು ಸುಲಭವಾಗಿ y ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ, 
ಗಣನಿ ಮಾಡಬಹುದು). ಅಂದಕೆ ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಿಂದ 
ಈಸ ಎರಡನ್ನು ನಿರಂಕುಶವಾಗಿ ಆರಿಸಿ ಮೂರನೆಯದನ್ನು 
3 ವು ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿಂದ (1)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ವು. ಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಕೇಂದ್ರ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯಾಗಿರುವ ಈ 
ಸಿ ಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ವಕಾಸಗೊಳಿ ಸಲಾಗುವುದು. ಈ 
ಕಾರ್ಯವನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ, ನಸು ಉದಾಹರಣೆ (1)ನ್ನು ಅದರ ಪರಿಹಾರ 
(1)ಕೊಂದಿಗೆ, ಹೆಚ್ಚು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನೋಡೋಣ. 
ತ್ರಿಗ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುವ ವಿಧಾನವೆಂದರೆ ಮೂರು 
ಆಯಾಮವುಳ್ಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಲ್ಲಿ (x } 2) ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳಂತೆ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸು 
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ವುದು. . ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಇದನ್ನು ಹೀಗೆ ಮಾಡುತ್ತಾರೆ. ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಎತ್ತಿಕೊಳ್ಳಿರಿ ; ಅದಕ್ಕೆ 0 ಎಂದು ಹೆಸರಿಸಿರಿ. ಮೂರು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ 
ಸರಳ ರೇಖೆಗಳನ್ನು 0 ಮೂಲಕ ಹಾಯಿಸಿರಿ. ಇವುಗಳಲ್ಲೊಂದು ರೇಖೆಯನ್ನು »- 


ಅಕ್ಷ ಎಂದೂ, ಮತ್ತೊ ್ರೌಂದನ್ನು )--ಅಕ್ಷ ಎಂದೂ, ಮತ್ತೊ ,ಂದನ್ನು 2-ಅಕ್ಷ ನಂದೂ 
ಕರೆಯಿರಿ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಆಸರ ಮೇಲೂ ಒಂದು ಅಳತೆಯ ಏಕಮಾನವನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳಿರಿ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೂ 0 ಯ ಒಂದು ಪಕ್ಷವನ್ನು (ಧನಿ ಪಕ್ಷ 


WE ಮತ್ತೊ ಂದು 'ಸಕ್ಷನನ್ನು "ಯಣ' ಪಕ್ಷ ಎಂದೂ ಕರೆಯಿರಿ. ಆಗ 
ತ್ರಿಗ್ಮ (ಹ ೫ 20ನು ಬಿಂದು ನಿಂದ ಪ್ರತಿಸಧಿಸಲ್ಪ ಡುತ್ತದೆ. ಅದರ 
ಉತ್‌ಕ್ಷೇಸವು ೫x ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ 0,ಯಿಂದ ಬ ನಿಕಮಾನಗಳಾಗಿದೆ, (x>0 


ಆಗಿದ್ದರೆ, 0 ಯ ಧನಸಕ್ಷದಲ್ಲಿ, x0 ಆಗಿದ್ದರೆ 0 ಯ ಖಣಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ), ಅದರ 
ಉತ್‌ಫೇಪವು ಫು ಅಕ್ಷದ ಸಾಕೆ Yo ಆಗಿದೆ” (ಮತ್ತೊಮ್ಮೆ ನರೇಕಿಸಲ್ಪಟ್ಟದೆ, 


ಅಂದಕ್ಕೆ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಧನಸಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಮತ್ತು <0 ಆಗಿದ್ದರ ಬುಣಸಕ್ಷವಲ್ಲಿ) 


ಮತ್ತು ಅದರ ಉತ್‌ ಶ್ಲೇಪವು 2 ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ 2 ಆಗಿದೆ (ಇದೂ ಕೂಡ 
ನಿರ್ದೇಶಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ). (0, 0, 0) ಬಿಂದುವು ೧ ಯಿಂದ 'ಪ್ರತನಿಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ಮತ್ತು 


ಮೂಲಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. (ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿರಿ). 





ovo) 
ಚಿತ್ರ-1 ಚಿತ್ರ-2 





ಈ ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯದೊಂದಿಗೆ (1)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣದ ಪರಿಹಾರಗಳು 
0ಯ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು ಸಮತಲವಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ ; 
ಅಂದಕ್ಕೆ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣವೂ 0 ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು 
ಸಮತಲದ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿದೆ. [ಇಲ್ಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಸಮಾಕರಣ (4)ರಲ್ಲಿ 
ಇರುವಂತೆ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಕರಣವೂ ಒಂದೇ ಸಮತಲದ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿದೆ.] 
(1)ರ ಪರಿಹಾರಗಳು 0 ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು ಸಮತಲವಾಗಿ ರೂಪು 
ಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. (ಚಿತ್ರ 2 ನೋಡಿರ.) 


ಕ 
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ಜೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವು ತೀರ ಕ್ಷುದ್ರವಲ್ಲದ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ: 
2x+dy+z=0 


(5) x-2yp+z=0 
dx+3y+2z=0. 


ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸೂಕುಚನೆಯಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


x+7z=0 
(5) ಶ-$2ಡ0. 


ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಜೋಡಿಯು ಒಂದು ರೇಖೆಯನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತದೆ. 
(ಚಿತ್ರ 3 ನೋಡಿರಿ.) 


x-y+2=0 
(7) -Yx-y+z= 
x+y+2z= 


ಈ ವ್ಯೂಹದ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ 


ದೊರೆಯುವ ಪರಿಹಾರವು ಹೀಗಿದೆ : 
(8) Xp 0. 

ಇವು ೧ನ ಸಮಾಕರಣಗಳು. (ಚಿತ್ರ 4 ನೋಡಿರಿ.) 

ಸಮಾಕರಣ (1) ರಲ್ಲಿ ನಾವು ಎರಡು "ಆಯ್ಕೆಗಳ'ನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ ಮತ್ತು 
ಪರಿಹಾರಗಳು ಎರಡು ಆಯಾಮದ ವಸ್ತುವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮತಲನನ್ನು ರೂಪಿಸು 
ತ್ತವೆ. (0) ರಲ್ಲಿ ನಾವು ಒಂದು "ಆಯ್ಕೆ'ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
(6) ರಲ್ಲಿರುವ 2 ಮತ್ತು (6)ರ ಪರಿಹಾರಗಳು ಒಂದು ಏಕಆಯಾಮದ 


4 
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ವಸ್ತುವಾಗಿರುವ ಒಂದುರೇಖೆಯಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. (1)ರಲ್ಲಿ ಯಾವ 





ಚಿತ್ರ-3. ಒಂದು ರೇಖೆ ಶೆ 3:+3y+2e-0 
ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತಿರುನ 
ಮೂರು ಸಮತಲಗಳು 


-2yt=0 


ಚಿತ್ರ-4. ನಬಾಲ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

ಛೀದಿಸುತ್ತಿರುವ 
ಮೂರುಸಷು 
ತಲಗಳು 





*ಆಯ್ಕೆ'ಯೂ ಇಲ್ಲ; ಪರಿಹಾರಪು ಕೂನ್ಯ-ಆಯಾಮದ ಸಮಶ್ಚಿಯಾಗಿರುವ ಒಂದು 
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ಬಿಡಿ ಬಿಂದುವಾಗಿದೆ. ಈ ರೀತಿ “ಆಯ್ಕೆಗಳ” ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಮಷ್ಟಿಯ 
ಆಯಾಮಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿರುವಂತೆ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಪದಗಳಲ್ಲ 
ವಿವರಿಸಬಹುದು. 

ಈ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯಕ ಓವರಣೆಯು ಹೆಚ್ಚು ಶಕ್ತಿಯುತವಾಗಿದೆ. ಇಂಥ 
ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಪರಿಶೀಲನೆಗಳಿಂದಲೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಪದನಿಜ್ಞಾ ನದ 
ಬಹುಭಾಗ ಹುಟ್ಟುತ್ತದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ನಾವು ತಿಳಿಯಲಿದ್ದ "ವೆ. ದುರದೃಷ್ಟ 
ವಶಾತ್‌ ಅಂಥ ವಿವರಣೆಯು ಮಿತಿಗೊಳಪಟ್ಟದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಹನ್ನೆರಡು 
ಅಜ್ಜಾ ತಗಳಲ್ಲಿನ ಹತ್ತು ಸಮಾಕರಣಗಳಿರಲು ಏನು ಮಾಡಬಹುದು? ಇನ್ನೂ 
ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಪರಿಭಾಷೆಯನ್ನೇ ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು, ಆದರೆ ನಮ್ಮ ನೋಟದ 
ಗ್ರಹಣಶಕ್ತಿಯು ವಿಫಲಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. ಸ್ಪಷ್ಟವಾದ ಹೆಚ್ಚಿನ ವಿವರಣೆಯನ್ನು 
ಅಪೇಕ್ಷಿಸುತ್ತವೆ. ಇಂಥಲ್ಲಿ ಸಹಾಯ ಮಾಡಲು ಉದಯಿಸಿರುವ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯೇ ಸದಿಶ 
ಸಮಸ್ಟಿ. ಇದು ಕೆಲವು ಭೌತಿಕ ಸಂಗತಿಗಳ ನಿರ್ವಹಣೆಗಾಗಿ ಉದಯಿಸಿದ ಪರಿಕಲ್ಪನೆ. 
ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಪರಿತೀಲಿಸೋಣ. 

ವೇಗೋತೃರ್ಷ ಮತ್ತು ಬಲ ಇವೇ ಮೊದಲಾದ ಅನೇಕ ಭೌತಪರಿಮಾಣಗಳು 
ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ದಿಕ್ಕುಗಳೆರಡನ್ನೂ ಹೊಂದಿವೆ. ಅಂಥ ಪರಿಮಾಣಗಳು ಬಾಣದ 
ಗುರುತುಗಳಿಂದ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪಡಬೇಕು. ಬಾಣದ ಉದ್ದ ವು ಗಾಶ್ರವನ್ಫೂ ಬಾಣದ 
ತುದಿಯು ಸೂಚಿಸುವ ದಿಕ್ಚು ಪರಿಮಾಣವು, ವರ್ತಿಸುವ ದಿಕ್ಕನ್ನೂ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತವೆ. 
ಹೀಗೆ ನಾವು 0 ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಕಣದ ಮೇಲೆ. ವರ್ತಿಸುತ್ತಿರುವ ಬಲವನ್ನು 
P ಯಿಂದ ಹೊರಡುವ ಒಂದು ಬಾಣದ ಗುರುತಿನಿಂದ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಬಹುದು. ಅದರ 
ಉದ್ದವು ಒತ್ತಡದ ಪರಿಮಾಣವಾಗಿದೆ, ಅದರ ದಿಕ್ಕು ಒತ್ತಡವು ಯಾವ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 
ವರ್ತಿಸುವುದೋ ಅದೇ ದಿಕ್ಕಾಗಿದೆ. ಒಂದು ಬಾಣವು ಥಿ ಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗಿ 

R 


ಪೋಟಾ ಕ td 








ಛೈ 
6 
RS 
ee 4 
ಚಿತ್ರ-5 ಚಿತ್ರ-6 __ 


ಯಲ್ಲಿ ಮುಕ್ತಾಯವಾವರೆ, ನಾವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಈ ಬಾಣವನ್ನು 0 
ಗುರುತಿ ಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀವೆ; `ಯು ಗಿನ ಅದ್ಯ ಬಿಂದುನೆಂದೂ, 0 
ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುನೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ.(ಚಿತ್ರ ರ ನೋಡಿರಿ.) 
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ಹೀಗೆ ಬಾಣದ ಗುರುತಿನಿಂದ ಪ್ರತಿಥಿಧಿಸಲ್ಪಡಬಹುದಾದಂಥ ಬಲದಂತಹ ಪರಿಮಾಣ 
ವೊಂದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. ಇದೇ ರೀತಿ ಇದೀ 
ಬಲವು ಮತ್ತೊಂದು ಬೇರೆ ಬಿಂದು ಗ, ಸಲ್ಲಿರುವ ಕಣದ ಮೇಲೆ ವರ್ತಿಸಬಹುದು. 
ಮತ್ತು ಈ ಕಾರಣದಿಂದ 0, ) ಎಂಬ PO ನಸ್ಕೆ ಷ್ನೇ ಉದ್ದ ವಿರುವ ಅದೇ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 
ವರ್ತಿಸುವ ಬಾಣವೊಂದರಿಂದಲೂ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪ] "ಬಹುದು. ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳೆಲ್ಲಿ 
ಹೇಳಬೇಕಾದರೆ ಒಂದೇ ಸೆದಿಶವು ನಾನಾ ಬಾಣಗಳಿಂದ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪಡಬಹುದು. 
ವಾಸ್ತವವಾಗಿ, ಎರಡೂ ಬಾಣಗಳು ಒಂದೇ ಸದಿಶವನ್ನೇ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುವುದು ಕೇವಲ 
ಅವು ಒಂದೇ ಉದ್ದವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಒಂದೇ ದಿಕ್ಕನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ. (ಚಿತ್ರ ನಿ ನೋಡಿರಿ. ಇಲ್ಲಿ P)್ರಿ ಮತ್ತು ೫ ೧್ರಗಳು ಒಂದೇ ಸ 
ವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತಿವೆಯಾದರೆ RE ಬೇರೊಂದು ಸದಿಶನನ್ನು ರ. 

ಎರಡು ಬಲಗಳು ಗ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದೇ ಕಣದ ಮೇಲೆ ವರ್ತಿಸುತ್ತವೆ 
ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಏಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ವರ್ತಿಸುತ್ತಿರುವ ಎರಡೂ ಬಲಗಳ ಫಲಿತವು 
ಒಂದೇ ಒಂದು ಬಲವಾಗಿದೆ. ಈ ಫಲಿತಬಲವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ ನಾವು 
ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಮುಂದುವರಿಯಬಹುದು. P್ರಿ ಮೊದಲ ಬಲವನ್ನೂ ಮತ್ತು ಲಔ 
ಎರಡನೇ ಬಲವನ್ನೂ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿ. ಆಗ ಫಲಿತ ಬಲವು PR ಬಾಣದಿಂದ 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. (ಚಿತ್ರ 6 ನೋಡಿರಿ.) Pಔ ಬಾಣವು, ನಗ್ರಿ ಮತ್ತು 0% 
ಬಾಣಗಳ ಸದಿಶ ಮೊತ್ತ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ನಾವು ಒಂದು ಬಾಣದ "ಗುಣಕ'ವನ್ನೂ ಕೂಡ ವಿವರಿಸಬಹುದು. pಯಲ್ಲಿರುವ 
ಒಂದು ಕಣದ ಮೇಲೆ ವರ್ತಿಸುತ್ತಿರುವ ಬಲವು ೫ ಮತ್ತು ೧ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದಲ್ಲ, ಆಗ 4೯ಯು ೫ನ ಗಾತ್ರದ!ಡ! ಆವರ್ತಿ ಗಾತ್ರದ್ದಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
a>? ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ದಿಕ್ಕೂ ೫ನ ದಿಕ್ಕೂ. ಒಂದೇ ಎಂದೂ, 4೭0 ಆಗಿದ್ದರೆ ೯ಗೆ 
ವಿರುದ್ಧ ವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. PQ: ಯು ೯ ಅನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ ಮತ್ತು 
PR ಯು aF ಅನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ, ಆಗ PR ಉದ್ಯ ವು ಸ್ರ ಉದ್ದ 0] 
ಅವರ್ತಿ ಇಡೆ ಮತ್ತು 4>0 ಆಗಿದ್ದ ರ್ಕ PR ಕೂಡ 1೫05 ಧಿಕ್ಕ ನ್ನೇ ಸೂಚಿಸುತ್ತ ಥೆ. 
ಮತ್ತು 0೮.0 ಇರಲು ವಿರುದ ದಿಕ್ಕನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ನಾವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
PR ಅನ್ನು aPg ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿ ಸುತ್ತೇನೆ; PR ಅನ್ನು ಅದಿಶೆ ಅಂದರೆ 


ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದ a ಯಿಂದ ೫)5 ಅದಿಶ ಗುಕ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
7] 
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(ಚಿತ್ರ 7ರಲ್ಲಿ 2 P PR ನಿಂದಲೂ ಮತ್ತು -; ೧), ನಿಂದ ಪ್ರತನಿಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. 
ಅಲ್ಲದೆ )್ರಿಯು | PR ಮತ್ತು 7), -4 7% ಅನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ.) 


3 p) 
We » ಕ್ಕ py 


ಚಿತ್ರ-7 

ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ, ಸಾಮಾನ್ನವಾಗಿ ಸದಿಶಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಬಾಣಗಳೆನ್ನೂ 
ಸ್ಫುಟವಾದ ಸಣ್ಣಗಾತ್ರದ ದೊಡ್ಡಕ್ಷರಗಳಿಂದ, ಅಡಿಬರಹದೊಂದಿಗೆ ಅಥವಾ ಇಲ್ಲದೆಯೇ 
ಸಂಕೇತಿಸೋಣ. ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶವು ಗಾತ್ರವಿಲ್ಲದ ಮತ್ತು ಯಾವುದೇ ನಿರಂಕುಶ 
ದಿಕ್ಕನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸದಿಶವನ್ನು 0 ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ನಾವುಳ೪, ಮತ್ತು 
ಳ್ಕಗಳ ಸದಿಶ ಮೊತ್ತವನ್ನು ೪,೪೪, ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸೋಣ. 4 ಒಂದು 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು ಭಯ ಅದಿಶ ಗುಣಕ ಯನ್ನೂ av 
ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಸದಿಶ ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಗುಣಕಗಳ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳು, ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಕೂಡುವಿಕೆಯ ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ (ಆಂದರೆ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳಿಂದ) ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರದ ಸಾಮಾನ್ಯ ನಿಯಮಗಳನ್ನು 
ಪಾಲಿಸುತ್ತನೆ. ಇವನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟಗೊಳಿಸಲು ನಾವು ಕೆಳಗಿನ ನಿಯಮಗಳನ್ನು 
ಉಲ್ಲೇಖಿಸುತ್ತೇವೆ : 

(a) vv ಮಟ್ಟ ಊೃ- 


(0) (VEN) N= + (೪3೪) 
(೦) v+ಂ=೪ ಆಗಿರುವಂತೆ, ೦ ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ, ಸದಿಶ 


ವೊಂದು ಇದೆ. 
(6) ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಸದಿಶ ೪ ಯು ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಾಗ, 
(೪) v+(- 1w=0 ಆಗಿರುವಂತೆ - 1(v) ಎಂಬ ಸದಿಶವೊಂದು ಇದೆ. 


(6) €(0%) ಎ (ab). 

(1) {a+bwv=(av+bv). 
(0) ೧(೪/- v)=av,+ av: 
(೧) 1010 
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ಇವು ಘಟಿಸುತ್ತವೆ. ಎಂಬ ಪ್ರತಿಪಾದನೆಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಟ್ಟಿದೆ. 
ನಿರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತಿದ್ದ ಬೀಜಗಣಿತದ ವಿನ್ಯಾಸ ಇದೇ ಆಗಿದೆ. ಮುಂಜಿ ನೋಡುವಂತೆ 1) 
ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ವಿನ್ಯಾಸವು, ಹನ್ನೆರಡು ಅಜ್ಞಾತಗಳಲ್ಲಿನ ಹತ್ತು ಸಮಾಕರಣಗಳ 
ಬಗೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಚರ್ಚಿಸಲು ಶಕ್ತರನ್ನಾಗಿ ಮಾಡುತ್ತದೆ. ಅದೂ 
ಅಲ್ಲದೆ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರ ಬಗ್ಗೆ ಚರ್ಚಿಸುವುದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನದನ್ನೂ 
ಮಾಡಬಲ್ಲೆವು. ಇಲ್ಲಿ ಬೆಕಾಗಿರುವುದೆಲ್ಲ (0)ರ ನಿಯಮಗಳು. ಅದಿಶ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳೊಡನೆ (ಅಂದರೆ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೊಡನೆ) ಕೂಡುವುದರಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 
ಗುಣಿಸುವುದರಲ್ಲಿ ಯಾವುದು. (0)ರ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದೋ ಅದನ್ನು 
ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ , ಅಥವಾ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಮಸ್ಸಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 
ಇನ್ನೂ ಹೆಚ್ಚು ಸ್ಪಷ್ಟ "ದಾಗಿ ಹೇಳಬೇಕಾದಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯಾಜ್ಯ ಇದೆ, 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಮೊತ್ತಕ್ರಿಯೆ ೫4 Y ಮತ್ತು ಅದಿಶಗುಣಾಕಾರ ೧೫ಗಳು 
ಕೆಳಗಿನ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವಂತೆ )ಯ ಘಟಕಗಳಿಗಾಗಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ಆಗ 
೪ ವಸ್ತುಗಳ ಒಂದು ಸಂಗ್ರಹವಿರಲು ಅದರ ಘಟಕಗಳನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಸದಿಶಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಗುಂಪನ್ನು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
(8) ೬! ಮತ್ತು )'ಗಳು ೪ ಯನ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ¥+ Yಯು 
೪ ಯಲ್ಲಿದೆ. 
(0) 1. X+Y=Y+X. 

il: ೫. (1.4 27)2(2.. ೫7). 2. 

111. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 0೦ ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲ್ಪಡುವ ರಯ 
ಒಂದು ಘಟಕವು ೪ಯಲ್ಲಿರುವಎಲ್ಲ XN X + 0ಎ! 
ಆಗಿರುವಂತೆ, ಇದೆ. 

(10) iv. ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರಕಿಯೊಂದು ಗೆ, ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ - X 
ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲ್ಪಡುವ ೪ ಯ ಘಟಕವೊಂದು X + 
(- X)=೦ ಆಗಿರುವಂತೆ ಇದೆ. 
(0) ೪ ಯಲ್ಲಿ X ಇದ್ದಕೆ ಮತ್ತು 0 ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಇಸ. ಯು |/ಯಲ್ಲಿದೆ. 
(೮) 1. a( bX =(ab)X. 

ii: (a+ b)X =aX + bX. 

111. A(X+ Y)=zaX+ay. 

iy. IX =X. 
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ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಬೀಜಗಣಿತದ ನಿಯಮಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸೆದಿಶ 
ಸೆಮಷಿಯು ವಿವಂಸೆಲ್ಪ ಡಬೇಕೆಂದು ಒತ್ತಿ ಹೇಳಲಾಗುವುದು. *ಸದಿಶ' ಮತ್ತು 
"ಸಮಸ್ಪಿ' ಎಂಬ ಪದಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೂ ಕೂಡ, ಒಂದು ಸದಿಶ 
ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಭೌತಿಕವಾಗಿ ಅಥವಾ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ಯೋಚಿಸಲಾಗುವುದೆಂದು 
ಅರ್ಥವಲ್ಲ. ಹೀಗೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ೪ ಯು ಬೀಜಗಣಿತದ ಒಂದು ವಸ್ತುವಾಗಿದೆ. 
ಇದರ ಸಂಬಂಧವು ಹಿಂದೆ ಕೊಟ್ಟ ಬಾಣದ ಗುರುತುಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯೊಂದಿಗೆ, ಕೂಡುವಿಕೆ 
ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರಗಳು  10)ರ ನಿಯಮಗಳನ್ನ ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ ಎಂಬುದಷ್ಟೇ 
ಆಗಿದೆ... ಈ ಕೆಳಗೆ ಹಾಗೂ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ನೋಡುವಂತೆ, ಅನೇಕ ಗಣಿತದ 
ವಿನ್ಯಾಸಗಳು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯ ನಿನ್ಯಾಸವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ; ಅಂದರೆ, 
(10)ರ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಒಂದು ಮೊತ್ತಕ್ರಿಯೆ ಮತ್ತು ಒಂದು ಅದಿಶ 
ಗುಣಾಕಾರ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಬಹುದು. ಇವುಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ನೀಡಬಹುದು. 


ಪುದು 


ಹೆಚ್ಚು ಗಣನೀಯ ಪಃ )ಮುಖ್ಯತೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳ 
' ಒಂದು ಗನ್ನು ವಿವರಿಸುವುದರಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. ೫ ಒಂದು. ಪೂಣಾನಂಕ 
ವಾಗಿರಲಿ, (ಅಂದರೆ, ಒಂದು ಪೂರ್ಣಸಂಖ್ಯೆ ) ೫2 1. ಒಂದು (ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ) 
ntuple (XX X೫೪ --» ೩) ರೂಪದ ಒಂದು ಗಣವಾಗಿದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
(೫ )) ಒಂದು ಜೋಡಿ ಅಥವಾ 2-11, ಆಗಬಹುದು ಮತ್ತು (1,5,4,1,0) 
ಒಂದು ನ aA ಆಗಬಹುದು. ಎಲ್ಲ ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ n-tuple ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು 
೫ ಆಗಿಂಲಿ. ` ನಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಮೊತ್ತ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ಒಂದು ಅದಿಶ 
ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಸ ವಿವರಿಸಬಹುದು : 


(Xs Xs ಮಾ) FS P(X PX 


(11) ೫23 ಯರ) 
A(X, Xp + ಚ್ಯಾ) ಮಾ (020 GX 0 AX) 


ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ಈ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು (10) ರ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದಲೇ (ಇಯು, /-ಆಯಾಮದ ಕಾರ್ಟಿೀಸಿಯನ್‌ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. ಸದಿಶದಲ್ಲಿ, ಎಂದರೆ, -tuple 
(ಸು ಗ )ನಫಿ, ಬಯು (ನೆ: ಸಾ ಸಿನ ನಿರ್ದೇಶಕ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 
ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಬಹುಭಾಗದಲ್ಲಿ, ಬಯಸಿದರೆ: "ಸದಿಶ ಸಮಸ್ವಿ' ಪದವನ್ನು ಉಸಯೋಗಿ 
ಸಿದಾಸ್ಕ "ಗಿ ನಿಂದ ಪ್ರ ತಿಸಾ ನಿಸಬಹುದು. ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಇಲ್ಲಿನ ಹೆಚ ಸಿನ 
ಕಾರ್ಯಕ್ಕೆ R' ಅಥವಾ ಸ್‌ ಮಾತ್ರ ಸಾಕಾಗುತ್ತದೆ. ಅನೇಕ ಪ್ರ ಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ ಮೆರೆ 
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ವಿವರಿಸಿದ ಬಾಣದ ಗುರುತುಗಳ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯು ಇಲ್ಲಿನ ಉದ್ದೇಶಗಳಿಗೆ ಯೋಗ್ಯ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಹೇಗಾದರೂ, ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ನಮೂದಿಸುವಾಗ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪದ 
ವಾದ "ಸದಿಶಸಮಸ್ಟಿ' ಯನ್ನು ಬಳಸುವುದರಿಂದ, ನಮ್ಮ ಕೆಲಸದ ಬಹುಭಾಗವು 
(10,ರ ನಿಯಮಗಳ ಪರಿಣಾಮವೇ ಆಗಿದೆ. ನಾವು ಒಂದು *ಸದಿಶಸಮಸ್ಪಿ' ಯನ್ನು 
)' ಅಕ್ಷರದಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ, N 7. 8! 1 X.Y YYZ 
2.1 283 ಇತ್ಯಾದಿಗಳಿಂದ ಮತ್ತು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು abc ಇತ್ಯಾದಿಗಳಿಂದ. 
V=Rn ಆಗಿದ್ದರೆ ನಾವು ೪ ಯಲ್ಲಿನ ಸದಿಶಗಳನ್ನು n-— tuple ಗಳಾದ 
(X15 X3 °°» x) ಅಥವಾ (೫,೨ ೫3 “3 Yn) ಗಳಿಂದ ಅಥವಾ ಸ, Y ಇತ್ಯಾದಿ 
ಗಳಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಬಹುದು. ವಿವಿಧ ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗಗಳು ಉದ್ಭವಿಸಿದ ಹಾಗೆ ಸ್ವಲ್ಪ 
ವ್ಯತ್ಯಾಸವಿರುವ ಆಂಕನಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಬಹುದು. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಬಾಣದ 
ಗುರುತುಗಳ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ೪ ಯಿಂದ ಮತ್ತು ಅದರ ಘಟಕಗಳನ್ನು VV, 
ಇತ್ಯಾದಿಗಳಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುವುದು. 


7೫ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ಚಿತ್ರ 1 ರಲ್ಲಿಯಂತೆ ತೋರಿಸ 
ಬಹುದು. 7೫ ಮತ್ತು ಔ ಗಳಿಗೂ ಕೂಡ ಇಂಥವೇ ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯಗಳನ್ನು ರಚಿಸ 
ಬಹುದು. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 7೭ ಅನ್ನು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೊಡನೆ ಸಾವ್ಯ್ಯೀಕರಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. 7೫ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಸ/ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದೂ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ 
(೫೨2)ಯು, 7೫ ನಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿರಲು, ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು (0,0,0) ನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುವ ಮತ್ತು (೫೪2) ನಲ್ಲಿ ಮುಕ್ತಾಯವಾಗುವ ಬಾಣದ ಗುರುತಿ 
ನಿಂದ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಬಹುದು. ಈ ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯವು ೫7೫ ಮತ್ತು ೪ ಎರಡರಲ್ಲೂ ಕೂಡು 
ವಿಕೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳನ್ನು ಕಾಯ್ದೆ ರಿಸುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ (ಸಪ) ಯು ಬೃಗೆ 
ಮತ್ತು  (೪)2) ಯು ಳಗೆ ಅನುಗುಣವಾದರೆ, (ಆಗ K+ ೬. PY 
ಸೃ 2) ಯು ಬೃ ಳಗೆ ಮತ್ತು (೧ಬ 02) ಯು ಗೆ ಅನು 
ಗುಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗಾಗಿ ಬಿಟ್ಟಿದೆ. ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಸ್ಯೆಯ ಚರ್ಚೆಯನ್ನು ಭಾಗ ನಿಕೈೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 

ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ ಈ ವಸ್ತುಗಳ ಕೆಲವು ಗುಣಧರ್ಮಗಳು 
ಯಾವುವು? (1) ರಿಂದ (8)ರ ವರೆಗೆ ಇರುವ ನಮ್ಮ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ಮೂರು 
ಆಜ್ಞ ತಗಳಲ್ಲಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳು ಸಮತಲಗೆಳಂತೆ, ರೇಖೆ 
ಗಳಂತೆ ಅಥವಾ ಬಿಂದುಗಳಂತೆ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೆಂಬುದನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಾಯಿತು. 
ಹೀಗೆ ಪರಿಹಾರಗಳು ಔ*ನ ಕೆಲವು ಉಪಗಣಗಳಂತೆ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲ್ಪಡಬಹುದಾಗಿವೆ. ಆ 
ಉಪಗುಣಗಳು, ಎಂದರೆ, ಸಮತಳಗಳು, ರೇಖೆಗಳು ಮತ್ತ್ತು ಬಿಂದುಗಳು ಇವನ್ನು 
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ಬೀಜಗಣಿತ ರೂಪದಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೇ? ಸಮತಳಗಳು, ರೇಖೆಗಳು ಮತ್ತು ಬಿಂದು 
ಗಳಿಲ್ಲದ ಸ್ಪಷ್ಟವಾದ ಉಪಗುಣಗಳೂ ಇವೆ. ಇವುಗಳನ್ನು ಬೇರ್ಪಡಿಸುವುದು ಹೇಗೆ? 
ಬೀಜಗಣಿತ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬಯೆಸುವ ಉಪಗುಣಗಳು'ವಿವರಿಸಲು ಸುಲಭವಾಗಿವೆ. 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ : ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ ೪ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸಷ್ಟಿ ್ಬM ಕೆಳಗಿನ 
ಗುಣಗಳೊಡನೆ ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಗಣವಾಗಿದೆ. 


(8) ಯು ( ನಲ್ಲಿದೆ. 
(12) (0) ಮತ್ತು 7'ಗಳು 1ಿ/ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆಗ ೫4 7 ಯು 11ನಲ್ಲಿದೆ. 


(೧) ೫.1 ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ 4X ಯು ಗಿಗೆ ನಲ್ಲಿದೆ. 


ಭಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯು ಯಲ್ಲಿ ನೆರವೇರಿಸಬಹುದಾದಂತಹ ಪರಿಕರ್ಮ 
ಗಳನ್ನು ನೆರವೇರಿಸಬಹುದಾದ ಒಂದು ಉಪಗುಣ ಆಗಿದೆ. //ನಲ್ಲಿಲ್ಲದ ಒಂದು 
ಸದಿಶವನ್ನು ಎಂದಿಗೂ ಪಡೆಯಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಹೀಗೆ ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ (0) 
ಗುಣಧರ್ಮವು, ನಲ್ಲಿ ಮೊತ್ತಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ನಜಿಸಬಹುದೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
(೦) ಗುಣಧರ್ಮವು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ಗುಣಿಸಬಹುದೆಂದೂ ಮತ್ತು 11 
ನಲ್ಲಿಯೇ ಉಳಿಯಬಹುದೆಂದೂ ಹೇಳುತ್ತದೆ. (೭) ಗುಣಧರ್ಮದಿಂದ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 
ಎದ (1) X ಇದು ಖ ನಲ್ಲಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ M ನಲ್ಲೂ 
ಕಳೆಯಬಹುದು. ಹೀಗೆ ಹ ಸ್ವಯಂ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ. ವಾಸ್ತವ 
ವಾಗಿ ೪ ಯೆ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು ಕೇವಲ ಒಂದು ಉಸಗಣವಾಗಿದ. ಇದು 
/ಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವೆ ಪರಿಕರ್ಮಗಳೊಂದಿಗೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯೂ ಕೂಡ 
ಆಗಿದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಪರೀಕ್ಷಿಸೋಣ. 


(೫ 1» ನ) ಯು (1)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿರಲು ಮತ್ತು (೫ ೫, 
2,) ಯು (1) ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
೦ 
ಸ್ಯ + VY ಸಪಪ 0 —2¥ ಡೆ ೨ರ 32, = 
(12) 2x Po S20 ಮತ್ತು 2x, - ೫] -ಶೆಪ್ಶಿಷಾಉಿ 
ಗತರತ HzO 0.೫9, ೪2, ಎ0. 


ನಾವು (x; ೫ 2) (Xp Pp 2) ಎ (KF Xp YoY ಪಿ z) 
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ಮೊತ್ತವನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದೂ (1)ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ : 


NR 
-2X+ ೫) [3೫ 332, 2) 
ವ (ಎಸ. ೫3 SIE (XMS) 
(14) (xt x) - (WEP)- z+ 2) 
ವ (ಶಟ-೫[-ಗಿಎು) 5 (3(-]-ಸೆಪ) ಎ0 
XX IVES) 2) 
ವಟಿ ಸತತ +2) bx *-ಪ 3೪2) 0. 
(18) ನಿಜವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (14) ಸಹ ನಿಜವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇದು ತೋರಿಸು 
ತ್ತದೆ ಇವೇ ರೀತ್ರಿ 0 (xyz) ವ (0350) 02) ಅನ್ನು ರೂಪಿಸಿರಿ. 
ಆಗ (1) ಕ್ಸ (X» Yo ಪ) ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದರೆ, (ax AY 42) ಕೂಡ 
ಪರಿಹಾರ ಆಗಿದೆ. ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ (0,0,0) ವು (1) ಕೈ ಓಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ ; 
(1) ಕ (೩೫2) ಮತ್ತು (XPT) ಗಳು ಪರಿಹಾರಗಳಾಗಲು (X +X 
Voto ವೈ) ಕೂಡ ೦ಒದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (೫1320) ವು 
(1) ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ (೧೦ 0೧) ಕೂಡ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ 
ಆಗಿದೆ, ಇದರಿಂದ (1)ರ ಬಗ್ಗೆ ಎಲ್ಲ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು (ನ 
ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು, 


ಇಂಥದೇ ಒಂದು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, (ನ)ರ ಎಲ್ಲ ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು 
೧ನ ಒಂದು ಉಸಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ. (1)ರ ಎಲ್ಲ ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ಸಹ 
ಔನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. ಒಂದು ವಾಕ್ಯ ಇದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು : 


ಕೆಳಗಿರುವಂತಹ ಎಲ್ಲ ಗ-tuples ( (XXX) ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು 
ಅಂದರೆ, 


AME ಗೈೈಸ್ಳರ AX 
(10) AXE At AX 


An it ಗ್ವೊಸ್ನುರ EF ಗ್ಲೈಬ್ಬವಲಿ 


ಔ* ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿಡಿ. ಈ ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯನ್ನು 4= (4) ಮಾತೃ 
ಕೆಯ ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 
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ಹೋಗಿ (3ರ ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು (1)ರ ಎಲ್ಲ ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಗ ಗೃಹವಾಗಿಕಿ, 
ಇದೂ (Hy ನೂನ್ಯಸೆಮಸ್ಟಿ ಯಜ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತ ಕೆಯ ಸೂಕ ನುಸಿ ಯು 
ಟ 


(74 


(ಕಿ)ರ ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿದೆ. ಇದು ಕೆಳಗಿನದರ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಪಿಯೂ ಆಗಿದೆ. 


1.0 |] 
0 1-1 | 
0 0 0 


ಹಾಗೆಯೇ ಕೆಳಗಿವದರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯೂ ಆಗಿವೆ, 


[ 0 i] 
0 1 ಜ್ಯ 
1. ೨1 1 
2 ೨1. 1 
1 1 1 


(7)ರ ಪರಿಹಾರಗಳ ಗಣವಾಗಿದೆ, ಅಂದರೆ, ಬಿಡಿಸದಿಶ (0,0,0). 


ಈ ಕೊನೆಯ ಉದಾಹರಣೆಯು ಸ್ವಲ್ಪ ಸ್ಕಾ ್ವರಸ್ಯವಾಗಿದೆ. V, ಒಂದು ಸದಿಶ 
ಮತ್ರಿಂ ಯಾಗಿದ್ದ ರೆ, ಕೂಡಲೇ ೪ಯ ಎರಡು ಉಪಸಮಸಷಿ ಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. 
M # ಲ. ಶೂನ್ಯಸಂಕನನ ಪ ಹೊಂದಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ ಹ ಖಂಡಿತವಾಗಿ (12)ನ್ನು 
ವುದೇ ಗಿಗ್ಗೆಯು ಯ ಒಂದು ಉಪಸವ ಮಸ್ರಿಯಾಗುತ್ತದೆ. M ಅನ್ನು 
ಭಯ ಶೂನ್ಯ ಉಸಸ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಅಥವಾ ಹೆಚ್ಚು ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧ ಕಾರಣಗಳಿಗಾಗಿ, 
ಭಯ ಕ್ಚುದ್ರ ಉಪಸನುಸ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. ಯು ಸ್ವಯಂ ತನ್ನದೇ 
ಒಂದು ಉಸಸನಸ್ಸಿಯಾಗುವಂತ್ಕೆ ಸಮಷ್ಟಿಯು ಸ್ವಯಂ (12)ರ ಕರಾರುಗಳನ್ನು 
ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಹ್ಹಯು ಳಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು MV 
ಆಗಿನ್ಪರೆ, ಆಗ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ M ಅನ್ನು ಒಂದು ಯುಕ್ತ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಎಂದ 
ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 
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ಟೀಕೆಗಳು : (0,0,0) ಮೂಲಕ ಹಾಯುವ ಒಂದು ರೇಖೆ ಅಥವಾ ಒಂದು 
ಸಮತಲನವು ಗನ ಒಂದು ಉಪಸನುಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ಮತ್ತು ಇವು ಗೌನ ಏಕ 
ನಾತ್ರ ಅಕ್ಷುದ್ರ ಮತ್ತು ಯುಕ್ತ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳೆಂದೂ ತೋರಿಸುವುದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ 
ಗ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ವೃತ್ತವು R5ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಬ್ಲ. 
0,0) ಮೂಲಕ ಹಾಯೆದಿರುವ ರೇಖೆಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಏನು? ? ಇವೂ ಕೂಡ ಉಪ 
ಸವ ಸಸಿಗಳು ಅಲ್ಲ;ಆದರೂ ಅವುಸ ಸ್ಪ ಷ್ಟ ವಾಗಿ ಬೈಜಿಕವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದ ರೂ ಜಾ ಖಿ ಮಿತೀಯವಾಗಿ 
ಆಷ್ಟು ಅದೇ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾಯದಿರುವ 


ಎಂದೆ ರೇಖೆ ಅಥವಾ ನಾ ಸಮತೆಂವು, ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾಯ್ದಿರುವ ಒಂದು 
ಶೀಟಿ ಅಥವಾ ಸಮತಲದ ರೂಪಾಂತರ ಮಾತ್ರ ವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ, ಓಂದು ಉಪ 


ಸಮಸ್ತಿಯ ರೂಪಾಂತರವಾಗಿದೆ. ನಾವು ಇದನ್ನು ಮುಂದೆ ಸ್ಪಷ್ಟ ಸಡಿಸೋಣ 
ಶಭ್ಯಾ ಸಗಳು ಉಪಸವ ಷ್ಟಿ, ಗಳಾಗಿರುವ ಸದಿಶ ಸಮಸಿ ಗಳ ಉಸಗಣಗಳ ಅನೇಕ 
3 ಕ ಗ 
ಉದಾತರಣೆಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಹಾ ಗಿಲ್ಲದಿರುವ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನೂ ಆ ಅಭ್ಯಾಸದಲ್ಲಿ 
ಕ್ರೂಬದಿ, 

ಲ್ಸ 


"ಆಯಾಮ' ಮತ್ತು "ಆಯ್ದೆ'ಯ ಸಂಕಲ್ಪನಗಳೇನು? ಈ ಸಂಕಲ್ಪನಗಳು ಸ್ವಲ್ಪ 
ಮಟ್ರಿಗೆ ಸರಳವಾದ ಬೈಜಿಕ ವ್ಯಾಜ್ಯಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. ಮತ್ತೆ ನಾವು (1) ನ್ನು ಅವ 
ರೋಕಿಸೋಣ. ಕೇವಲ ಬ - ೫ - 0 ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಮಾತ್ರ, ಅಂದರೆ, (4) 
ಸಾಧಾರವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, (೫ ೫ 2ನೆ (1)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಗಮನಿಸಿದೆವು. ಮುಂದಿನಂತೆ, (1 ಕ್ಸ ಎರಡು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ತೆಗೆದು 

ಓ್ರ 
ಕೊಳ್ಳೋಣ; ಸಾವ], ಪಗ ಆಗಿರಲಿ; ಸದಿಶ (ಎ (ಟಿ, 1, 0) ಅನ್ನು 
ಪಡೆಯಲು (4) ರಿಂದ ಸ್ಕಾ ಅನ್ನು ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಿರಿ ಎ0, ಸೃಜ! ಆಗಿರಲಿ; 
ಸದಿಶ Y ಇ (ಕ, 0, 1) ಅನ್ನು ಪಡೆಯಲು (4) ರಿಂದ ಸ್ಕಿ ಅನ್ನು ಗುಣಿಸಿರಿ. ಆಗ 
ನಾವು ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ 
(10)  X ಮತ್ತು ್ಭಗಳು (2) ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯನ್ಲಿವೆ, ಅಂದರೆ ೫ ಮತ್ತು 
Y ಗಳೆರಡೂ (1) ಕೈ ಪರಿಹಾರಗಳಾಗಿವೆ. 
(17) 6 ಮತ್ತು ಥಿಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ Z=aX+bhY 
ಯು (2)ರ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿದೆ. 
(16) ಸಫಲವಾಗುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು (2), ೫ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರು 


ವುದರಿಂದ ಇದು ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಈಗ ೫: (XY zi) ಎನ್ನುವುದು (2) ರ ಶೂನ್ಯ 
8। 
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ಸಮಷ್ಟಿ ಯಸ್ಞಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಸದಿರವಾಗಿ ರಲಿ. ಆಗ (4,ರಿಂದ ೫ ಎ }y, +37 
251 
ಬಂದು. ತಿಳಿ ಯುತ್ತೇವೆ. W=y, Xx 2 ¥ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ್ಕ 


(159 22(ಗ 1]. ಮು ()ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ವಿ ಯಲ್ಲಿವ್ಲರೆ ಅನ 


ಪರಿಹಾರಗಳ ಮೇಲೆ "ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ' ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. (17) ಮತ್ತು (15) 
೪ಕೆಗಳು ೫ ಮತ್ತು Yಗಳು ಸುಪೂರ್ಣವಾಗಿ (2) ರ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಪಿಯನ್ನು 
ವಿವರಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುವುದು. ಸ ಮತ್ತು ೫ ಗಳೆರಡನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸ 
ವುಗಳಜೊ ೦ಜೀ ಸಾಕೇ? ಇದೇ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು ಬೇರೆ ರೀತಿ ಹೇಳ 
ಬೇಕೆಂದರೆ, ೫ ಎನ್ನುವುದು ]' ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿದೆಯೇ,' ಅಥವಾ 1" ಯು Xx 

ಸ ) ಯಾವುದೋ 4 ಗೆ NX ಎ()' ಆಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (|. 1, 0) = 418, 0, 1) = ($4 0, 4) ಎಂಬುದನ್ನು 
ಹೊಂದಿರಬಹುದು. ಇದು ಯಾವುದೇ 4 ಗೂ ನಿಜವಾಗಲಾರದು. ಇದನ್ನು ಹೇಳಲೂ 
ಅತ್ಯಂತ ಸ ರಳ ವಿಧಾನವು ಹೀಗಿದೆ : 


ಹೇಳಿಕೆ (18) ಇದು (1) ರ ಯಾವುದೇ ಪರಿಹಾರವು ೫ ಮತ್ತು Y ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 


(10) aX by=0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ a=h=0. 


(2)ರ ಶೂನೈಸಮಪ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುಜೇ ಸದಿಶವೂ 2 ಮತ್ತು ೫ ಗಳ 
«ಲೆ ಅವಲಂಬಿಸುವಂತೆ (2) ರಶ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ, ೫ ಮತ್ತು Y ಹೆಸರಿನ 
» ಸದಿಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. [(18) ರಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತ 
ವಂತೆ], ಇದು ೫ ಮತ್ತು Yಗಳು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವಾಗ [(19)ರಲ್ಲಿ 
ಸಡಿಸಿರುವಂತೆ], ನಮ್ಮ ಆಯ್ಕೆ X ಮತ್ತು y ಕೇವಲ ಮಿಥ್ಳೈ ಯೇ? ಶೂನ್ಯ 
ಯನ್ನು ಕೇವಲ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸದಿಶದಿಂದ ವಿವರಿಸಲು ಸಾಧ್ಯ ನಿತ್ತೇ? ಜೇರೆ 
ಾಪ್ರದಾದರೂ ಆಯೆ ನಯ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಅಫೇಶ್ಷಿಸಬಹುಜಿಂಬುದು 
? 2, (2)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಯೆಲ್ಲಿರಲಿ ಮತ್ತು ೫ ಮತ್ತು 7 ಗಳು 7 
ಲೆ ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದಿಟ್ಟಕೊಳ್ಳೊ (೧. ಅಂದರೆ ಎ (2 ಮತ್ತು 
Y=bZ ac,+bc=0 ಆಗಿರುವಂತೆ, €, ಮತ್ತು ೭, ಗಳನ್ನು ಎರಡೂ 


ೈ ಗ್ದ AGU UT UL 
ಸೆ ಟ್ಟ ಟ್ರ m2 
ಬಿ Uc 


೩೬ 2 
GG 
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ಸೊನ್ನೆ ಗಳಾಗಿಲ್ಲದಿರುವಂತೆ ಆರಿಸಿರಿ. ಪ್ರಮೇಯ 2ರ ಆನ.ಮಿತದಿಂದ "ಇದನು 
ಪಡೆಯಬಹುದು. ಆಗ 

೧,4. (೫ - (024 ೧ರ2 ಎ (Catch 2 ಎ 9. 


ಹೀಗೆ (2) ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಒಂದೇ ಒಂದು 


ಇದು (10)ಕೈ ವಿರೋಧ. 
ಸದಿರದಿಂದ ವಿವರಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


ಈಗ U ಮ (2 ಚು 1)» V= ‘yy Vs v;) ಮತ್ತು W ಮ (Ws 2» 
(ಗಳು (2)ರೆ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸಷ್ಟಿಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಸದಿಶ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗೆ (17) ರಿಂದ U=u,X + u, PV =v,N+1,¥ ಮತ್ತು 
W=w,N+w,Y ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. Cp CC ಗಳನ್ನು ಎಲ್ಲವೂ ಸೊನ್ನೆ 
ಗಬಾಗಿಲ್ತದಿರುವಂತೆ, ಹೀಗೆ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರಿ: 


(20) UC VC + WC 
UC + ೫೧23೫ WO, 


ಹೇಳಿಕೆ (20), ಮತ್ತಿ ಪ್ರಮೇಯ (3) ರ ಅನುಮಿತದ ಒಂದು ಅನ್ವಯವಾಗಿಜಿ 
ಏಕೆಂದರೆ, ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತ (೧೨ ೧, ಮತ್ತು ೧] ಗಳಲ್ಲಿನ ಎರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳ, 
ಒಂದು ಗಣವಾಗಿದೆ. (20) ಈ ಕಾರಣದಿಂದ ಅದು ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಸಂಹಾ 
ವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ೧ ೮ ಮತ್ತು ಗ್ಯ ಗಳ ಈ ಆಯ್ಕೆಯೊಡನೆ ನಾವು ಕೆಳಗಿರು 


+e WXtn,Y) 
= (UC + VC WC)X + (UC + VC ೧)? 
=z0X4+0Y=0. 


ಇದು ಕೆಳೆಗಿರುವುದನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ ; 


UV ಮತ್ತು | ಗಳು (೨) ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯನ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು 
(೨1) ೧೧, ಮತ್ತು (ಗಳನ್ನು ಎಲ್ಲವೂ ಶೂನ್ಯವಾಗ್ಗಿದಿರುವಂತೆ, 
cU+cV +c W ಎಳಿ ಆಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು, 


KS 
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(೨) ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳು 
"ಅವಲಂಬಿತ'ವಾಗಿರಲೇಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು ಇದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಈಗ "ಆಯಾಮ'ದ 
ಪರಿ ಕಲ್ಪ ಕೆಗೆ ಒಳ್ಳೆ ಯ ಸ್ಥಾನ ಇನ್ವೇಷಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. (1) ರ ಪರಿಹಾರಗಳು, 
ಒಂದು ಎರಡು. ಆಯಾಮದ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರುವ, ಒಂದು ಸಮತಲವಾಗಿ ರೂಪು 
ಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಈ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಒಂದು ಸದಿಶದಿಂದ ವಿವರಿಸಲಾಗದು ಮತ್ತು 


ಎರಡು "ಧಿರವಲಂಬಿತೆ' ಸದಿಶಗಳಂದ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯದಾಗಿ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಕ್ಲಿರುವ 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳು ಒಂದು "ಅವಲಂಬನೆ'ಯ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲೇಬೇಕೆಂಬ 


ಗುಣವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ; ಅಂದರೆ ಮೂರು ಸದಿರಗಳು ತೀರ ಹೆಚ್ಚಾದವು. ಒಂದು 


ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯ ಆಯಾಮವು, ಉಸಸಮಸ್ಟಿಯನ್ನು *ವಿವರಿಸುವಂತಹ', 
& 
ಲಂಬಿತ' ಸ ನದಿ ರಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಬೇಕು. ನಾವು ಈ ಅಭಿಪ್ರಾಯಗಳನ್ನೆಲ್ಲ ಸಾರ್ವ 


ತ್ರೀಕರಿಸಿ ಅವುಗಳನ್ನು ಸ ಷ್ಠ ಸಡಿಸೋಣ. 


ಮ್ಮ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ : ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ಸಂಗ್ರಹ (NN ಸಹ) ವನ್ನು 


(a) ೧೩ CAN “+ ವ / 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ನಾವು 
Cp Cy ಬಾಗ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು, ಇವೂ ಸೊನ್ನೆಗಳಾಗಿಲ್ಲ 


ಸ್‌ 
ದಿರುವಂತೆ, MN ಅದನ್ನು ಅನಲಂಬಿತ 


(೨೨) ಎಂದೂ, 


3 
ತ 
Kal 

Kes 
@ 
ಐ 

೯ 
a 


(b) ಅದು ಅವಲಂಬಿತವಲ 
A 0 ಎನ್ನುವುದು ( 
ಎಂಬುದನ್ನು ಒಳಿಗೊಂಡಿದ ರೆ ಸಿರವಲಂಬಿತ ಎಂದೂ ಕರೆಯ 
ತ್ರೇವೆ. 


CX'+ CX + 


1 ಹಾಡ ಲದ (ಯಮ () 


ಅನೇಕ ಸಬ C i NX + (3 xy hi + Ck Xe ರೂಪದ ಮೊತ್ತಗಳನ್ನು 
ರೂಪಿಸಲು ಇಚ್ಛಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂಥ ಮೊತ್ತಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಹೆಸರು ಇದೆ. 
ನ 


CNN ರೂಪದ ಒಂದು ಮೊತ್ತವನ್ನು 
22) {XN ಸಃ} ಗಣದ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಇಲ್ಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ, (2) ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಲ್ಲಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು ೩ ಮತ್ತು ಗಳೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ. 


[ಇದು (18)) ಎಂದೂ, ಸ ಮತ್ತು Yಗಳೆ ಯಾವುದೇ ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು 
(2)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯಲ್ಲಿದೆ [ [ಇದು (17)] ಎಂದೂ ಮತ್ತು. ಸಮತ್ತು 7 ಗಳು 


ಮೂಲಭೂತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 


ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿವೆ. [ಇದು (10)] ಎಂದೂ ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ವೆ. (21) ರಿಂದ 
ಇ. 


ರಿ 
ಶೂನ್ಯ ಸಮಷಿಯಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಸದಿರಗಳ ಆವರ ಬಿತವಾಗಿರರೇ 


wu [a 
ಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು ನಾವು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. 


ಆವಲಂಬನೆ ಮತು. ನಿರವಲಂಬನೆಯೆ ಇನಸ್ಸ್ಟಿ ತರ ಸರಳ ಗುಣಗಳು ಸು 
| 
[4 


ಭೆವಾಗಿ 
0} ಎಂಬ ಗಣವು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 


1.020 ಮತ್ತು140. ಅಲ್ಲದೆ ೫೬0 ಇರಲು ಆಗ (1 ಎ 0 ಮತ್ತು 

4750 ಆಗಿರುವುದು ನಮಗೆ | ಎ 0 ಎಂದು ಹೇಳುವುದರಿಂದ (| ಗಣವು 

ಸಿರವಲಂಬಿತೆವಾಗಿದೆ. ಒಂದು ಪಿರನೆಲಂಬಿತ ಗಣದ ಯಾವುದೇ ಉಸಗಣವು 

ಪಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರಲೇಬೇಕೆಂಬುದನ್ನೂ ಒಂದು ಅವಲಂಬಿತ ಗಣವನ್ನು ಹೊಂದಿದ 

ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಗಣವು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರಲೇಬೇಕೆಂಬುದನ್ನ್ಯೂ ಗಮಸಿಸಿರಿ. ಆದರೆ 
ನಃ ದಾ 


ನಾವು ಅವಲಂಬಿತ ಗಣಗಳ ಫಿರವಲಂಬಿತ ಉಪಗಣಗಳನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು, 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ನಲ್ಲಿರುವ {1,05 ಗಣವು ಏ ರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. ಅದೇ ಸಮಯ 
ದಲ್ಲಿ | (1,0, (ಟೆ, 0) |. ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ.  ಏಕೆಂದರಿ 1.(2 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಗಳು ಸದಿಶಗಳ ನಿರ್ದಿಷ್ಟಗಣಗಳಿಗಾಗಿ ಇನೆ. ಅವುಗಳನ್ನು 


ಅನಂತ 


ಗಣಗಳಿಗೆ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. ಯೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಾಂತ ಉಸಗಣವೂ 


ಕಾಸಿ 


ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದ ರೆ ಶೈ ಸದಿಶಗಳ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಗಣ ಯನ್ನು ನಿರವಲಂಜ ಗಿದೆ 

ಎಂದೂ, ಗಯ ಯಾವುದೋ ಒಂದು ಉಪಗಣನು ಯತ ಅದು 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 

ಸಾವು ನಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ಪರಿಸ್ಥಿ ತಿಯನ್ನು ನೋಡೋ Xx 

ಬಿತ 


(x೫2) ಮತ್ತು ಸ್‌ (ಉಭಾ 2) ಆಗಿರಲಿ. “iy, Ny ಅವಲಂ 


ವಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟ ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 4X'+h೫X"-0 ಮತ್ತು ೧೫0, 


ಅಥವಾ ೧೪0. 440 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ೫1-(-0/ 
pe 


ಅಂದರೆ ೫ 2 (-b/q) x» = (-b10)y ಮತ್ತು ವೃಷ (ಇಗ; 


() 1 


ಗ), 


ಹೀಗೆ [ಯು (0, 0, 0) ಮತ್ತು (8, ೫.» 2) ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ 


p OU 


ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದೆ. (ಈ ರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಪ್ರಸಕ್ತ ನಿಯತಾಂಕಿತ 


ರೂಸ 


ದಲ್ಲಿ ಹೀಗಿವೆ. ಎ ಬಗ್ಗಿ yy! ಮತ್ತು 2 2,/-) ಈ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 1 


ಇದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ ಯಾವುದೋ (ಗೆ. ೫ಎ ಸಗ್ರಿ) ವ) ಮತ್ತು 22 


ಹೀಗೆ ೫! =X” ಅಂದರೆ ೫-೫0 (AX 


ಶೌ 


ಒಂದು 
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ಅನಲಂಬಿತಗಣನೆಂದು ನಾವು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀವೆ. ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಂದ ಕೇವಲ 
೫ ಮತ್ತು ಗಳು (0, 0, 0) ಒಡನೆ ಏಕರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 
{XX} ಒಂದು ಅವಲಂಬಿತಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು 
ಕೇವಲ ೫! ಮತ್ತು ೫:ಗಳು (0, 0, 0) ಒಡನೆ ಎಕರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ (೫1, X*} ಒಂದು ಧಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


X' ಮತ್ತು X5ಗಳು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ೫ ಮತ್ತು ೫ಗಳ 
ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು ೫ ಆಗಿರಲಿ; ಅಂದರೆ, ೫ -: ೧೩! bX", 
ಇಲ್ಲಿ ೧ ಮತ್ತು ಥಿ ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿವೆ. ` ನಾವು ಎರಡು ಉದಾಹರಣೆ 
ಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ೫1 ಎ. (1, 1,0) ಮತ್ತು ೫೫. (0,1,1) 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, (1, 1, ೧) ಮತ್ತು (0,1, 1)ಗಳು (0, 0, 0) ಒಡನೆ ಏಕ 
ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿಲ್ಲದಿರುವುದರಿಂದ {AX Xx} ಗಣವು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. ೫, 
NX ಮತ್ತು (0, 0, 0) ಗಳೆ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ ಸಮತಲದ ಸಮಾಕರಣವು 
೫-೫-277 0 ಆಗಿದೆ. [೧13 ಗಿಸ*ೌ-- ೧(1, 1,0) ಗಿ 
(0,1,1) = (a a+b, b) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೫ ಈ ಸಮತಲದ 
ಮೇಲಿರುವುದನ್ನು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ವಿಲೋಮವಾಗಿ, ¥ -- (x Y» 2): ಇದು 
ಈ ಸಮತಲದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಆ ಇ 0 ಆಗುವುದರಿಂದ Yo 
ತಪು ಇದು ಎ XN +N" ಎಂದು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ೫, Xx? ಮತ್ತು 
(0, 0, 0) ಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ೫ ಇದರೆ 
ಮಾತೃ, ಒಂದು ಸದಿಶ ಸ ಅಂದರೆ, ಒಂದು ಬಿಂದುವು, ೫! ಮತ್ತು ೫? ಗಳ 
ಒಂದು ರೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿರುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. 


ಸ! (೫೬ ಎಂದಿಟ್ಟ ಕೊಳ್ಳೋಣ; ಅಂದರೆ, ¥', ೫3 ಮತ್ತು (0,0,0) 
ಗಳು ಏಕರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳುವುದು. ಆಗ ಶಸ —=aX' +hX" 
(10*-ಶಿ).3. ಹೀಗೆ ೫, ೫? ಮತ್ತು (0, 0, 0) ಗಳು ಏಕರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಅ1 ಮೇಲೆ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 8-೫-0, 31. (೩38 ಆಗುತ್ತದೆ. 
ಕೇವಲ ೫* ಮತ್ತು (0, 0, 0) ಗಳ ಮೂಲಕ ಕೂದು ಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
X ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ೫" ಯು ಸ: ಮತ್ತು ಸ: ಗಳ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. (ಇಲ್ಲಿ ೫40 ಮತ್ತು (11, X"} 
ಎಂದು ಅವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ). 


ಈ ಓೀಕೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ದತ್ತ ಸದಿಶಗಳ ಗಣದ ಎಲ್ಲ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ 
ನೆಹನು ಸ್ನಾರಸ್ಥದಾ ಗಿದೆ ಎಂದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಇದು ಒಂದು ಹೆಸರನು 
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ಹೊಂದಿದೆ... ೪ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಮತ್ತು ಗಿಯು ಒಂದು 
ಅಶೂನ್ಯ ಉಪಗಣವಾಗಿರಲಿ. 7) ಯ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಉಪಸಗಣದ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಂತೆ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಲ್ಪಡಬಹುದಾದ 1 ಯಲ್ಲಿನ ಎಲ್ಲ 
ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ಸಂಗ್ರಹವು M ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ, 
ಇದನ್ನು 0 ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಸ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
D ಯು ಬ ಅನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದೂ ಹೇಳಲಾಗುವುದು. 


ಈಗ ಹ ಓಂದು ಉಪಸಮಸ್ಸಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. ಸಯ 
D ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 0.) ಎ0 ಮತ್ತು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಉಪಗಣದ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ 0.೫ ಆಗಿದೆ. ಹೀಗೆ ೦ಯು »/ 
ನಲ್ಲಿದೆ. ಸ ಮತ್ತು 7೫ ಗಳು ಗಿ/ ನಲ್ಲಿರಲಿ. ಆಗ ನಾವು )ಗ, ಸಸ, ..., ೫೬ 
ಲವು ಳನ್ನೂ 1 ಯಲ್ಲಿ ಮತ್ತು Y',¥,..., Y' ಇವೂ ಎಲ್ಲವೂ 7 ಯಲ್ಲಿ, 
XoXo +N ಮತ್ತು Yd Yd 
dY' ಆಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಆಗQX -: (c,0)X' + (೧೦) 
ಸಸ... (೧0) ಮತ್ತು NEY ಎ (೫! ೧೫3... . ೫(* 
0111. 0134... +d ಆಗುವುದರಿಂದ 02 ಮತ್ತು X೫4 Y ಗಳೆರಡೂ 
D ಯ ಯಾವುದಾದರೂ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಉಸಪಗಣದ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳಾಗಿವೆ. 
ಹೀಗೆ (ಸ ಮತ್ತು ೫4 ಗಳೆರಡೂ ಖ ನಲ್ಲಿವೆ. ಈಗ (13) ರಿಂದ ಗಿ/ ಒಂದು 
ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಈ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸು 
ತ್ತೇನೆ. ಹೇಳಿಕೆ (17), ಸ೫ಮತ್ತು Yಗಳೆ ಯಾವುದೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು, 
(2)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಲ್ಲರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು ೫ ಮತ್ತು ೫'ಗಳ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ (17) ಮತ್ತು (18) ಎರಡೂ 
ಸೇರಿ 1೫, Y} ಯು, (2)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತವೆ. (10) ರಲ್ಲಿ (೫. Y} ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತೆ ಗಣವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ 
ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಈ ನಿರ್ಮಿಸುವಿಕೆಯ ನಿರ್ಬಂಧಗಳು ನಮಗೆ (೫, Y} ಗಣವು 
(2)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ಸಾಕಾದಷ್ಟು ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ 
ಎಂದು ಭರವಸೆ ಕೊಡುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ನಿರವಲಂಬನೆಯ ನಿರ್ಬಂಧಗಳು, ಬೇಕಾಗಿರುವುದ 
ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ ಎಂದು ಭರವಸೆ ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


ನಿರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತಿದ್ದ ಬೈಜಿಕ ಸ್ಥಿತಿಗಳು ಇವೇ ಆಗಿವೆ. |], Y} ಗಣವನ್ನು (3)ರ 
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ed 


ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ 


$ 
ಕೆಳಗಿನ ವ್ಹಾಖ್ನಿಯನ ನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ : 
~ [60] 


4 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಠಿ 

ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತವಾದ ಮತ್ತು ಹ ಆನ ರ 

ಉಪಗಣ 7) ಯು ಖಜಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವೆಂದು ಕಶೆಯಲ ಡುತ್ತ 
(24) Dಯು) ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟಗಣವಾಗಿದ್ದೆರೆ, ಆಗ ಬ ಸಿರ್ದಿ 
ಆಯಾಮದ ಗಿದೆ ಎನ್ನಲಾಗುವುದು ಮತ್ತು ಗ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ೫ Mನ ಅಯಾನು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಖ್ಯ 
ಯನ್ನು ‘dim M’ ದಿಂದ ಸಂಕೇತಿ ತಿಸುತ್ತೆ ವೆ. MM ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಠಿ 
ಯಾಗಿದೆ ನಾವು 0/1 ಹ - 0 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


ಟೀ?ಗಳು: i 1, 0), (0,1) | ಗಣವು ೫:ದ ತಳಕುದಿಯಾಗಿದೆ ಇದು 

(xy) ೫1, 0) 4 y (0, 1) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಆದುದ 

ರಿಂದ 1 (1.0), ೫ ) ಸ ೫೭3೬ ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ. (1,0). )' 

(0, 1) 0 ಆಗಿದ ರೈ ಆಗ (Xx. 7) _. 0 ಆಗುವುದರಿಂದ x - yh; 

ಿ } ಫಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. 4m ಔR?-- 2 ಎಂದು 
ಎ 


€ರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹಾಗೆಯೇ (11) R= 7]. 


ಆಯಾಮದ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು ಸಂದಿಗ್ಭ ರಹಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇನ್ನೂ ತೋರಿಸಿಲ್ಲ. 
ಗೆ1 ನ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಆಧಾರಗಳು ಬಂದೇ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸದಿರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ 
ಎಂದು ಶೋರಿಸಲೇಬೇಕು. ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ರಚಿಸುವ ಒಂದು ವಿಧಾನದೊಂದಿಗೆ 
ಇದನ್ನು ಮುಂಡೆ ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 


At ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಆಗ MM ಒಂದು ಅನಂತ ಆಯಾ 
ಮೀಯವಾಗಿನೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಆಧುನಿಕ ಗಣಿತದ ಮತ್ತು ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರದ 
ಹೆಚ್ಚು ಭಾಗ, ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಫೋರಿಯೆರ್‌ ಶ್ರೇಣಿಗಳು, ಅವಕಲನ ಸಮಾಕರಣಗಳು 
ಮತ್ತು ಕ್ಯಾಂಟಂ ಸಿದಾ ಂತೆಗಳು ಅನಂತ ಆಯಾಮದ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳಲ್ಲಿ ನೆರವೇರುತ್ತವೆ. 


ಟೀ 
ಡು 
೩ 


ಇಷ್ಟದ ರೂ, ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಲ್ಲಿ ಅಧ್ಯಯನದ ಹೆಚ್ಚು ಭಾಗವ ವನ್ನು ನ ರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ 
ಮಸ್ತ ಗೆ ಗೇ ಮಿ ಸೂಳನುತ್ತೆ "ವೆ. ಏಕೆಂದರೆ, ಬಸ ಸವ ಮಸ್ಟಿಗಳ ಜ್ಞಾನವು ಆನಂತ 


ಮದ ಸಿದ್ಧಾಂತಗಳನ್ನು ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿದೆ. 
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ಆಧಾರದ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಮತ್ತೊಂದು ರೀತಿಯಿಂದ ನೋಡೋಣ, 
(೫1, ೫೫, .., ಸ] ಯು ಹ್ಹೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಎರಡು 
ಸಂಗತಿಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತೇವೆ: (೫1, ೫೨, .... ೫*}ಯು M ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ 
ಮತ್ತು (271, ೫5,.., ೫1೬] ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿಜಿ ಮೊದಲನೆಯ 
ಸಂಗತಿಯು ೫x೫ ಯು 11 ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ = aX '+a,X +0 + aX" 
ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಅಂದಕ್ಕೆ (೫1, 3/3, ..., ೫೬) ಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ೫ಗೆ 
ಒಂದು ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಎರಡನೆಯ ಸಂಗತಿಯು; 
ಅಂದರೆ, ನಿರವಲಂಬನೆಯು ಅಂತಹ ಕೇವಲ ಒಂದೇ ಒಂದು ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬಹುದೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, ¥ X14 N+ +N" 
ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ 0 --(0,-b,) X'+(a, - b,) 
೫3... . (0, -ಥ್ಶಿ) ೫ * ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. (3, ೫3, ..., ೩] ಯ 
ನಿರವಲಂಬನೆಯು ನಮಗೆ 0, -- ಗ್ರ. 0 ಶಿ ೨-೨ ಡೃ ಧಿ ಎಂದು ಹೇಳು 
ತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ (373, 3, ..., ೫೬) ಗಿ! ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂಬ 
ಹೇಳಿಕೆಯು, M ನಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ೫ಕೂಡೆ X= X'+a,X 3-- 
ಸ * ರೂಪದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂಬ ಹೇಳಿಕೆಗೆ 
ಸಮಾನವಾಗಿದೆ. ಈ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೀವೆ ಮತ್ತು 
ಭಾಗ 6 ರಲ್ಲಿ ವ್ಯವಸ್ಥಿ ತವಾಗಿ ಕಾರ್ಯರೂಪಕ್ಕೆ ತರಲಾಗುತ್ತದೆ. 





ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು ಎರಡು ಪೂರ್ವಪಕ್ಷಗಳ ಸಹಾಯದ 
ಅವಶ್ಯಕತೆಯಿದೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷವು ಪ್ರಮೇಯ ೨ನ್ನು ಹೆಚ್ಚಾಗಿ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳು ತ್ತದೆ ಮತ್ತು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣಗಳು ಅತಿ ದೊಡ್ಡದಾಗಿರಲಾರ 
ವೆಂಬುದನ್ನು ಖಚಿತಸಡಿಸುತ್ತದೆ. 


ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 1. ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟಗಣದಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಸದಿಶ 
ಸಮಸ್ಪಿ ಯು, (1೫1, ೫೩ ..., ೫] ದಂತವುಗಳಿಂದ ಉಂಟಾದ ಒಂದು 
ಸದಿಶವು ಆಗಿರಲಿ, 7) - (11,13, ..., ೫*"} ಯು 1? ಯಲ್ಲಿನ ಒಂದು 
ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣನಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಓ ೬ 7- 


ಸಾಧನೆ: ಈ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷವು (೨1) ರ ಒಂದು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗಿದೆ. 
(21) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುವಾಗ ನಾವು (20) ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ 
ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಜಿವು. ಇದನ್ನೇ ಖಚಿತವಾಗಿ ಮಾಡಬೇಕಾಗಿರು 
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ವುದು. 1171, Y5,... ೫7] ಗಣವು ೪ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುವುದರಿಂದ ೧ 
ಯಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಸದಿಶವೂ |] 1, 1, ..., Y'} ನ. ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ; ಎಂದರೆ, 


41 711 . ಛಲ್ಚತಿಸ ಎ... ಆ ಗ್ಬ ಟಗ 
Xe ಸಾದ Cay” + C22 Ys + ಕ + C2 Y” 
XX ಜಾ Ck Y'+ Cok y: +e Cox Yn 


kn ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ (2) ರ ಅನುಮಿತದಿಂದ 
ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವು 
cd +d * dd 0 
Cad * ೧0, ೬ ... ಇ. ೧೦, -0 
(26) 
Cad + Cad; + + Cd ಇ. 0 
ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. (0.0. ... 0) 
ಯು ಅಂತಹ ಒಂದು ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 43. ಗೈ. ... 
+AX* ನಗ, (೫-೧13... (17?) + d(C 
ತಡ.“ ಖಗ) ಸ.ಸ CuY oY) 
(Cd ಲಾಟ CUA Y' + (Cd + Cd, +--+ Cdk) 
೫2 +t (cd Cad + +od)Y” = 0.13.0.]73 
+40೧0 ಹೀಗೆ ಓ ಬ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ನಾವುಛೈೆ, 0-0 
ಗಳನ್ನು, ಎಲ್ಲವೂ ಸೊನ್ನೆ ಗಳಾಗಿಲ್ಲದಿರುವಂತೆ, 4 3/1 013... ರೈ. 0 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಬಹುದು; ಅಂದರೆ, (೫1, 33, ..., ಸ] ಯ 
ಒಂದು ಅವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. ನಾವು k<n ೧. ೯.0. ಎಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಮುಂದಿನ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷವು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣಗಳನ್ನು "ವಿಸ್ತರಿಸುವ' ವಿಧಾನ 
ವೊಂದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. . 


ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 2. ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಫಿರನಲಂಭಿತಗಣವು (11, ೫, 
...) X"} ಆಗಿರಲಿ. {XXX} ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು 
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M ಆಗಿರಲಿ. ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಆದರೆ 1 ನಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲದಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು x 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (1, ೫3,೫", ಸ: ] ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. 

ಸಾಧನೆ: CXC +X" +N * 0 ಆಗಿರಲಿ. 
ನಾವು CECE eC = ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. c40 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
X ಅನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. ' ಇದು “ 


೫ ಎ 203 yy ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
c c c 


ಈ ಉಕ್ತಿಯ ಬಲಭಾಗವು 13.1, ¥:,..., ೫೧] ನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ; ಆದ್ದರಿಂದ M ನಲ್ಲಿದೆ. ಎಡಭಾಗವು 1 ನಲ್ಲಿಲ್ಲ. . ಇದು 
ಒಂದು ವಿರೋಧಾಭಾಸವಾಗಿದೆ. ನಾವು ೧ ೬0 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಇದರಿಂದ ೧,೫ +c ++ ೮7 0. (213, ೫3, ..., ೫] 0 
(೩:1, ೫73, X") ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಥಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
C=C == ಎಂಬುದಾಗಿರಬೇಕು. ಈಗಾಗಲೇ ೧ ಎಲ್ಯ ೫೬ ಲ 
ಅ.0 ಎಂದು ನಾವು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ; ಅಂದರೆ, (71, 37, ..., ೫, ೫] ಒಂದು 
ನಿರವಲಂಬಿತೆ ಗಣವಾಗಿದೆ. 0. 5. 0. 


V ಯು ಸದಿಶಗಳ 'ಒಂದು' ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಗಣದಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ವಜಿ ಎಂದು 
ಮುಂಚಿತವಾಗಿ ತಿಳಿದಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ, ಒಂದು. ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಭಯ ಒಂದು ಉಸ 
ಸಮಸ್ಟಿ ಯ ಆಧಾರವನ್ನು ರಚಿಸುವ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಸ್ಯ ಎರಡು ಪೂರ್ವ ಪಕ್ಷ 
ಗಳು "ಕೊಡುತ್ತವೆ. 111, 1 ೩. ..., Yn} ಗಣವು ಭಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಲಿ 
ಮತ್ತು. ಸಿ! ಯು ಭಯ ಅಶೂನ್ಯ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಆಗಿರಲಿ. ಸ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು 
ಅಶೂನ್ಯ ಸದಿಶವು x ಆಗಿರಲಿ. £೫} ಇದು ಖೆ ಅನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿದರೆ, ಆಗ {೫} 
ಒಂದು ತಳಹದಿಯಾಗುತ್ತದೆ. ಹಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, 3.೬. ೫ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (11. 
ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಲ್ಲಿಲ್ಲದಿರುವ , ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು 
೫: ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ್ರ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 2 ರಿಂದ (X:, ೫} ಯು ಖನಲ್ಲಿರುವ 
ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. (೫1, ೫5) ಯು M ನಿರ್ಮಿಸಿದರೆ, ಆಗ 
ಅದು ಹಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಹಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, | ೫1, 3] ನಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಉಪಸನುಸ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿ ೫7೫ ಇಲ್ಲದಿರುವಂತೆ, ]/3 ಅನ್ನು 11 ನಲ್ಲಿ ಕಂಡು 
ಜಡಿಯಬಹುದು. ಕಡೆಯಲ್ಲಿ MS ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಪಜೆಯಜೇಕೆಂಬುದನ್ನು 
ತಿಳಿದು, ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ "ಮುಂದುವರಿಯ. ವೆ. ಇದನ್ನು ಹೇಗೆ ತಿಳಿಯು 
ತ್ರೇವೆ? // ನಿರವಲಂಬಿತ ಸದಿಶಗಳಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಹೊಂದಿರಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲವೆಂಬ 


68 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಭರವಸೆಯನ್ನು ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 1 ಕೊಡುತ್ತದೆ ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ; M ಅನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸದಿರುವ 11, X೨,..., ೫} ಯು ಖ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ 
ಗಣವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಗಣದಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ನಿರವಲಂಬನೆಯನ್ನು 
ಹಾಳು ಮಾಡದಂತೆ, ಹೆಚ್ಚಿಸಬಹುದೆಂಬ ಭರವಸೆಯನ್ನು ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 2 ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಅಂತಿಮವಾಗಿ ಖಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಪಡೆಯಬೇಕೆಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಪ್ರನೇಯ 5. ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಗಣದಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 
ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟ್ರಿಯು )' ಮತ್ತು ೪ ಯ ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿಯು M ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಕೂಡಿರುವ 
ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಹ ಹೊಂದಿದೆ; ಅಂದರೆ, 1/ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾ 
ಮೀಯವಾಗಿದೆ. ಇಷ್ಟೇ ಅಲ್ಲದೆ, ಗಿ! ನ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಆಧಾರಗಳು ಅಷ್ಟೇ 
ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ. 


ಸಾಧನೆ. ಈಗ ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಕೊನೆಯ ಹೇಳಿಕೆಯೊಂದನ್ನುಳಿದು 
ಉಳಿದುದನ್ನೆಲ್ಲ ಸ್ಥಾಪಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಈ ಹೇಳಿಕೆಯು ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 1ರ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. 
D, ಮತ್ತು ಗ್ಯ ಗಳೆರಡೂ 11ಗೆ ಆಧಾರಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ನಲ್ಲಿನ ಸದಿಶಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯು, y ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿರುವ ಒಂದು ಗಣದಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ 
ಹೆಚ್ಚಾಗಿಲ್ಲವೆಂದು, ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 1 ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 7, ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಗಣವಾಗಿದೆ. ಹಾಗೆಯೇ ಗಿ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಗಣವಾಗಿದೆ. ೧, ಹ ಅನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 7, ನಿರನಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ೧, ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯು, D, ನಲ್ಲಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ ದೊಡ್ಡದಲ್ಲ. ಗಿ/ ಅನ್ನು ಗ, ನಿರ್ಮಿಸುವುದ 

ಎಬಿ 

ರಿಂದ ಮತ್ತು 7) ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, /), ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
D,ನಲ್ಲಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ ದೊಡ್ಡದಲ್ಲ. ನಾವು 7; ಮತ್ತು ), ಗಳು ಅಷ್ಟೇ ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಪ್ರಮೇಯ ನಿರ 
ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. ೧.೯.೧. 


ಟೀಕೆಗಳು: ಗಿ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು ಕೊಂಚ 
ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧ ವಾದ ಸಂಗತಿಯಾದ, ಔನ ಯಾವುದೇ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯೂ ಕೂಡ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರುವುದೆಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ ನಾನ ಒಂದು 
ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯನ್ನು (ಅಥವಾ ಯಾವುದಾದರೂ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸಮಸ್ಪಿ 
ಯನ್ನು), ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಒಂದು. ಆಧಾರವನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ ಪೂರ್ಣವಾಗಿ 
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ವಿವರಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಅನೇಕ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಮಾಡಬಹುದು. ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವನ್ನು ಅದು ಹೇಗಾದರೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲ್ಬಟ್ಟರಲಿ ಆ ಆಧಾರದಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯು ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ ಆಧಾರದಲ್ಲಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭರವಸೆ 
ಯನ್ನು (ಪ್ರಮೇಯ 5) ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ ನ ರ ಕೆಲವು ಸುಲಭ ಪರಿಣಾಮಗಳು ಕೆಳಗಿನಂತಿವೆ : 


V ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ. ೪ ಯೆ ಒಂದು 
(27) ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯು U ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (11೫1 ೬ dim 1". (/, )'ಗೆ 


ಒಂದು ಯುಕ್ತ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4m U < dim. 


Dun ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದ ರೆ ಮತ್ತು ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿದರೆ 

> 

(28) ಆಗೆ ೮ ೫. dimV =n ಆಗಿರಲು, ಆಗ ಗ) ಒಂದು 
ಸಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. 


D ಯು ೫ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ 
(೨0) ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (171 7 zn. 00೫11 -- n ಆಗಿದ್ದರೆ, 
D ಯು ಭಳ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ. 
2%), (28) ಮತ್ತು (೨0) ರ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 
(೨೫) ಮತ್ತು (೨0) ರ ಹೇಳಿಕೆಗಳು ಅನ್ವಯಗಳಲ್ಲಿ ಬಹಳ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿವೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ, 1171 V :- n ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಗpಿಯು ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ 
ಒಂದು ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಗ ಯು ಒಂದು ತಳಹದಿ ಹಾಡೇ ಅಲ್ಲವೇ ಎಂದು 
ನಿರ್ಧರಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ, ಯು ೪ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು (28) ಅಥವಾ 
D ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು (2೪) ತೋರಿಸಿದರೆ ಸಾಕು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಮತ್ತಿ ಪರೀಕ್ಷಿಸೋಣ. (1) ರಲ್ಲಿ, ಪರಿಹಾರಗಳ 
ಸಮಸ್ಟಿಯು ಆಯಾಮ 2ನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ (3) ನಮಗೆ (1) ರ 
ಎಲ್ಲ ಸಮಾಕರಣಗಳು, (4) ರ ಮೇಲೆ "ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತವೆ' ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತನೆ. 
ಹಾಗೆಯೇ (ಗಿ) ರ ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಮಷ್ಟ್ರಿಯು ಆಯಾಮ 1 ನ್ನ್ನ ಹೊಂದಿದೆ; ಅಂದರೆ, 
ಅದು 2-೭1 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳವುದರಿಂದ, (0) ರಿಂದ ಸಿಗುವ ಸದಿಶ (-$} 1) 
ಇದರಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. (8) ರ ಮೂರು ಸಮಾಕರಣಗಳು, 
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(6) ರ ಎರಡು ನಿರವಲಂಬಿತ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಮೇಲೆ "ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತವೆ.' (7) ರಲ್ಲಿ 
ಪರಿಹಾರಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯು 0 ಆಯಾಮ ಹೊಂದಿದೆ, ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ ಮೂರು 
ಸಮಾಕರಣಗಳೂ ಔರವೆಲಂಬಿತ'ವಾಗಿವೆ. ಈ ಸಂಬಂಧಗಳು (ಅಂದರೆ, ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳ "ಅವಲಂಬನೆ' ಅಥವಾ "ನಿರವಲಂಬನೆ' ಮತ್ತು ಚರಾಂಕಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಫಲ 
ವಾಗುವ ಸಂಬಂಧಗಳು, "ನಿರವಲಂಬಿತ' ಸಮಾಕರಣಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಮತ್ತು ಪರಿಹಾರಗಳ 
ಸಮಸ್ಟಿ) ಸುಲಭವಾಗಿ ಈಗ ಲಭ್ಯವಿರುವ ಸರಿಕಲ್ಪನೆಗಳಿಂದ ಸ್ಮಾಪಿಸಲ್ಪಡಬಹುದು. 


ಮಾತೃಕೆ (2)ರ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಔನ ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳಂತೆ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 
ಯೋಚಿಸಬಹುದು : ಮೊದಲನೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು ಸದಿಶ (-2, 1, 2)ರಂತೆ, 
ಎರಡನೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು (2-1, -~3) ಸದಿಶದಂತೆ, ಮೂರನೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 
(- 86, 3,9) ಎಂಬುದಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. ಈ ಮೂರು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ 11 ಆಗಿರಲಿ. ಈ ಉಪಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 
13,- Ky ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಪ್ರತಿಪಾದಿಸಲಾಗುವುದು. (1, -|್ಕ-ಕ್ಕಿ) ಇತ್ತಿ 
(೨೩, ಗ 3) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಗೆ (1,-3,- 3) ಸೇರಿರುವುದನ್ನು ನೋಡು 
ತ್ತೇವೆ. ಅದೂ ಅಲ್ಲದೆ (-2, 1,3) 2-2 Op (2, -1, 3). 
೫ (1, -ಕ್ಕಿ -ಕ್ಕಿ); ಮತ್ತು (-6.3, 90) ಎ -6(1,-3,-3) ಇದೆ. ಹೀಗೆ 
(-ಖೈ, 1,8), (2, -1, ಇಡಿ) ಮತ್ತು (-6,8 9) ಗಳ ರೇಖೀಯ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಯಾಗಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು, (1, - 3, - $) ಯ ರೇಖೀಯ ಸಂಯೋಜನೆಯೂ 
ಆಗಿದೆ. ಆದುದರಿಂದ - 


(30) (4) ರ ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡಸಾಲು, ಅಂದರೆ, 1.3, -ತ್ಕ, -ಕ್ಕಿ)] ಯು ಸೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


(31) ಅಲ್ಲದೆ, dim RR -3 ೬ 10/1 M+ (3)ರ ಶೂನ್ಯ ಮಷ್ಟಿಯ ಆಯಾಮ. 


ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃ ಕೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಡುವ ೫1೫ ನ ಉಪ 
ಸಮಸ್ಪಿ ಯು | ಆಗಿರಲಿ, 


2 8 3 
(32) 1 ೨ 1]. 
| 8.3 2] 
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ಇದು (8) ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದೆ. ನಾವು (32) ನ್ನ್ನ ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿ 
ದಂತೆ ಸಂಕುಚನೆ ಮಾಡಬಹುದು. 


1 0 ] 
(33) ೧ 1 - | 
0 0 0 


ಇದು (6) ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿದೆ. (28) ರ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಡುವ ಔನ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ N ಆಗಿರಲಿ. ಗೈ4 = ಗಿ/ ಎಂದು ಮತ್ತು 
{ (1,0,7), (0,1,-})} ಯು M, ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಪ್ರತಿ 
ಪಾದಿಸಲಾಗುವುದು. (32) ಕೈ. ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳ ಒಂದು ಶ್ರೆ ಕ್ರೀಡೆಯನ್ನು 
ಅನ್ವಯಿಸುವುದರಿಂದ (32) ರಿಂದ ಮಾತೃಕೆ (33) ನ್ನು ಪಡೆದಿದೆ. ಅಂಥ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮವೂ ವಾಸ್ತ 'ವವಾಗಿ (32)ರ ಒಂದು ಅಡ ಸ ಸಾಲನ್ನು 
(82)ರ ಅಡ್ಡ “ಸಾಲುಗಳ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಿಂದ ಪ್ರ ತಾ ಿಸುವು 
ದಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ (33)ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲೂ (32)ರ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ 
ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ ಆಗಿದೆ. ನಾವು 11, ನಲ್ಲಿ N ಇದೆ ಎಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೆ ಡೆ. ಈಗ (೫3) ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲೂ, (22)ರ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಗಮಸಿಸುತ್ತೆ ವೆ. 
ಇದನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ತೋರಿಸಬಹುದು ಅಥವಾ (೨8) ಕೈ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳ 
ಒಂದು ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ, (33) ರಿಂದ (82) ನ್ನ್ನ ಪಡೆಯಬಹು 
ದೆಂದು ಗಮನಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಹೇಗೆ ಮಾಡಲಾಗುವುದೆಂದು ನೋಡೋಣ. 
(32) ರಿಂದ (33)ನ್ನು ದೊರಕಿಸಲು ಶೆಳಗಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು, (32)ಕ್ಕೆ 
ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರಿ. ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು - ೫ ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದನ್ನು ಒಂದನೇ 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಅನಂತರ -. 8 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಬಂದದ್ದೆನ್ನು ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು | ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ. ಒಂದನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 3 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ಎರೆಡನೇ ಆಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ, 
ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿರಿ. (33) 
ರಿಂದ (32) ನ್ನು ಪಡೆಯಬೇಕಾದರೆ ಕೇವಲ ಈ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಹಿಂದು ಮುಂದು 
ಮಾಡಿದರೆ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಪ್ರಭಾವಗಳನ್ನು ರದ್ದು ಗೊಳಿಸಿದರೆ. ಸಾಕು. (83) 
ಹೆಳಗಿನ ಸರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುತ್ತಿ "ವೆ. ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ee ಮಾಡಿರಿ, ಒಂದನೇ ಅಡ ಸ ಸಾಲನ್ನು ' 9 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ; ಅನೆಂತರ 2ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬುನಿದ್ದ ನ ಎಕೆಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸರಿಗೆ ಶೂಡಿಸಿರಿ.. 'ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 9 ರಿಂದ 


ಸ 


72 ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಗುಣಿಸಿ ಎರಡನೇ ಆ ಡೆ ಸಾಲನ್ನು 3 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೂರನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ ಅನಂತರ ೫ ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ಮೊದಲನೇ 
ಅಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಇದರಿಂದ (32) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. (ಓದುಗರು ಇದನ್ನು 

ಕ ) ಹೀಗೆ (83) ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲೂ, (88) ರ ಅಡ್ಡಸಾಲು 
ಛೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜ ನೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು M, ಯು N ಲ್ಲದೆ. 
ಆದ್ದ ರಿಂದ - N. (33)ರ ಅಶೊನ್ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು ಸ್ಪ ಷ್ಟವಾಗಿ ನಿರವಲಂಬಿತ 


ವಾಗಿವೆ; ಆದ್ದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ ವೆ. 


4 & 


ಷ್ಣ 


(34) (88) ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹರೂಸದ ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳು 1 ಗೆ ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿವೆ. 
ಅಲ್ಲದೆ, 
(ಸಗ) dimR .. 1 -. dimM+(32)ರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ 
ಆಯಾಮ. 
ಈಗ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗುವುದು. 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ. ಒಂದು Mx ಮಾತೃ ಕೆ ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಂ 
ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ರ R'ನ ಉಪಸವಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. ಈ 
ಸಮಷ್ಟಿಯ ಆಯಾಮವು ಯ ಸ್ಥಾ ನ” ವಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತ ದೆ "ಸುತ್ತು "ಸ್ಥಾನ 
(.4)' ಯಿಂದ ಇದನ್ನು ಸಂಕೇತಿ ಸಾಗುತ್ತ ದೆ 4ಯ ಶೂನ್ನ ನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯ ಆಯಾಮ 
ನನ್ನು 4ಯ ಶೂನ್ಯತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ ಮತ್ತು "ಶೂನ್ಯತೆ (.4)' ಯಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿ ಸಲ್ಪ ಡುತ್ತ ದೆ. 


ಫಲಿತಾಂಶ ಶಗಳನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. 4 ಯು ಒಂದು 
MXN ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 4 ಗೆ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು 
ಅನ್ವಯಿಸುವುದರಿಂದ, 4 ಯಿಂದ 08 ಯು ದೊರೆಯಲಿ. ಹೀಗೆ 4 ಯ ಒಂದು 
ಅಡ ಸಾಲನ್ನು ಸ ಸಯ ಕೆಲವು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಯಿಂದ ಪ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ್ಲ ಹಿಸುವುದರಿಂದ B ಯು 4 ಯಿಂದ ದೊರಿತಕೆ 8 ಯಿ ಅಡ ಸಾಲಿನ 
ಮಸಷ್ಟಿ ಯ 4 ಯೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸಿ ಯಲ್ಲಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. 
Ws ಗೆ ಒಂದು ಆಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮೆವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ B ಯಿಂದ 
4 ಯನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ. (ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ||ಈ /, ಎಂದಿರು 
ನಾಗ, ,4 ಯ ; ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿ 4 ಯಿಂದ 8 ಯನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹು 
ದಾಡತಿ ಆಗ ಔಯ A ಅಡ್ಗ ಸಾಲನ್ನು - 1 ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಮತ್ತು ಔಯ; 
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ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ೫ ಯಿಂದ 4 ಡೊರಕಿಸಬಹುದು). 4 ಯ ಅಡ್ಡ 
ಸಾ ನ ಸಮಸ್ಪಿ ಯು ೫ಯ ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿದೆ ಎಂದು 
ಕೀರ್ಮಾರಿಸಲುಗುವುದು. ಆದ್ದ ದಿದ A ಮತ್ತು ಗಳು ಒಂದೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 
ಸಮಸಿ ಯನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿ (83) ಮತ್ತು, (88) ರ ಅಡ್ಡೆಸಾಲಿನ 
ಸಮಸಿ ಗಳನ್ನು, ಸಮಾಕರಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ವಿಧಾನದ " ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರೊದಿಂದ 
ಕಳಗಿನ. ಅಂಶವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


ಅಡ 
a 
ಸಾಲಿ 


ಯು ಒಂದು ೫೫x ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸಯ್ಕು 

(56)  ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ ಗೆ ಸಂಕುಚಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಲಿ ಟ್ಟೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಇ. ಆಗ 4 ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಒಂದೇ 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 


ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮುಖ ಪ್ರಮೇಯವು ಇದರ ಪರಿಣಾಮವೇ ಆಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 6. .4ಯು 11 ೬ ೫ದ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ. 
ಆಗ ಸ್ಮಾನ (4) + ಶೂನ್ಯತೆ (A=n 


ಸಾಧನೆ. 4 ಯ ಅಡ್ಡಸ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಮತ್ತು 4 ಯ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು “ಸೂಚಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ನಾವು ಒಂದು ಸಾಧನ 
ಯನ್ನು ಕೇವಲ ರೇಖಿಸೋಣ. ಮೊದಲ್ಕು ಒಂದು ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ 
ಸೋಪಾನವ್ಯೂ ಹ ಮಾತೃಕೆ Rಗೆ 4 ಯನ್ನು ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸೆಂಕುಚನೆ” ಮಾಡಿರಿ. 
ಅನಂತರ (36) ರಿಂದ, Wy ಮತ್ತು ಗ ಗಳು ಒಂಜೇ” ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸಿ ಯನ್ನು: 
ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದೂ ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯೆ 1 ರಿಂದ ಅವು ಒಂದೇ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ ಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದೂ ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ಇವೆ. ಔನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಾವು ಈ ಸಮಷ್ಟಿ ಗಳಿ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದಕ್ಕೂ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. ಭಾಗ 1ರ (88) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 
R ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಲಿ; ಅಂದರೆ, Rನ ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 7 ಆಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು ಔನ ; ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಮೊದಲ ಅಶೂನ್ಯ ದಾಖಲಾತಿಯ ನೀಟಸಾಲಿನ 
ಅಡಿಬರಹವು, k, ಆಗಿರಲಿ, 1 <i ಆಗಿರಲಿ. 


(87) ' [ನ ನ ಅಶೂನ್ಯ ಅಡ್ಡ. ಸಾಲುಗಳು, ೫ನೆ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟಿ ಗೆ ಒಂದ 
ಆಧಾರವಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳುತ್ತ ತ್ತನೆ. 


ಹೀಗೆ ಸ್ಕಾನ (4) = ಸ್ಥಾನ.(ಔ) ಎಎ nr ತ್ನ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಬ 
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ಪ್ರಮೇಯ 2 ರಿಂದ, ಶೂನ್ಯತೆ (4) - 0 ಆಗುವುದರಿಂದ 1 ಎ ಸಾ ನ (4), 
ಶೂನ್ಯತೆ (4). r ವಣ ಆಗಿದ್ದರೆ ಭಾ 1» ಚ್ಟ ಗಳು, ಪ್ರಮೇಯ 2ರಲ್ಲಿರು 
ವಂತೆ (ಸ X49 "9 hr y ಗಳಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಳ್ಳದ ಚರಾಂಕಗಳಾಗಿರಲಿ. ಗ್‌ 
ಆಗಿರುವಾಗ ಟ್ರ ಗೆ 1 ರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ಬ ಗೆ ಸೊನ್ನೆಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟು, 
ದೊರಕಿಸಿಕೊಂಡ ಸದಿಶ ೫X: ಆಗಿರಲಿ, ಭಾಗ 1ರ (38)ನ್ನು ಉಪಯೋಗ 
NX ನ ಇತರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 

(88) SX NS Ky ಗಣವು 4ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


ಹೀಗೆ ಶೂನ್ಯತೆ A ದು 117 1 -- 1] -ಸ್ಕಾನ (A)- ೧.೭.೧. 


ಟೀಕೆಗಳು. ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಸಾಧನೆಯು ಇದರಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿರುವ 
ಸಾರ್ವತಿ ಕತೆಯು ಒಂದಿಷ್ಟು ತ್ಲೆ "ಪ್ರತೆಯನ್ನು ಉಂಟುಮಾಡಬಹುದಾದರೂ, ಸ್ವಯಂ 
ಸಿದ್ಧ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಡೈಯು 1೨07 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4ಯ 
ಆ ಸಮೃದ್ಧಿ ಆಗಿರುವ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಹಾಕುವುದರಿಂದ ಅಂದರೆ 4 ಯನ್ನು 
ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸೆಂಕುಚಿಸುವುದರಿಂದ್ದ ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ 
ನಾವು ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದು. ಈ ವಿಧಾನದಿಂದ 4 ಯ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಸ್ಪಿಗೆ "ನಿರವಲಂಬಿತ' ಆಯ್ಕೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲೂ ಶಕ್ತರಾಗುತ್ತೇವೆ. 
ಆಂದರೆ, ಭಾಗ 1 ರಲ್ಲಿ ನಮ್ಮ ಕೆಲಸದ ಗುರಿಯೊ ಸಹ ಇದೇ ಆಗಿತ್ತು. (38)ರಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸ ಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ “ನಿರ್ಬಾಧಿತ' ಚರಾಂಕ | ಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗು 
(38) ರಿಂದ ಒಟ್ಟಾರೆ ಹೇಳುವುದು ಏನೆಂದರೆ. ,4 ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯಲ್ಲಿ 
X ಇರಲು ಚ 4 **- 1 ಗಳಿಗೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ ಏಕೈ ಕವಾಗಿ 
ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ನಿರ್ಧರಿಸ ಲ್ಪಟ್ಟರೆ ಮಾತ್ರ ¥ ಯೆ ಶ ಅನ್ಯ ಸ ಸಮಷ್ಟಿ ಯೇ X 
ಇರುತ್ತದೆ ಎಂದು, (27) ಮತ್ತು" (38) ರ ಸಂಪೂರ್ಣ ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು 


ಆಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 


ತ್ತದೆ. 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಔ?ನಲ್ಲಿ ನಿರೂನಿಸೋಣ. (0,0,0) ಮೂಲಕ 
ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ ಒಂದು ರೇಖೆ ಅಥವಾ ಒಂದು ಸಮತಲವು ಖ ಆಗಿರಲಿ. 
M ವಿವರಿಸಲು ಅವಶ್ಯವಾಗಿ ಎರಡು ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ವೆ. ಗಿ/ ಅನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸುವ ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ಅಥವಾ ಹ ಶೂ ನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿರುವಂತಹ. 


ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. ಎಲ್ಲ ಅತಿಸಮೃದ್ಧ ಸಮಾಕರಣ 
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ಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಹಾಕಿದರೆ, ಆಗ ನಾವು ಹನ ಒಂದು ಅತಿ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ವಿವರಣೆಯನ್ನು 
ಪಡೆಯುತ್ತೇನೆ. ಹಾಗೆಯೇ ನಾವು ನಿರ್ಮಿಸುವ ಗಣವು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರಬೇಕೆಂದು 
ಇಚ್ಛೆ ಸಿದರೆ, 11 ನ ಒಂದು "ಅತಿ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ರ' ವಿವರಣೆಯನ್ನು ದೊರಕಿಸುತ್ತೇನೆ. 4 ನ 
ಆಯಾಮ -. ಹ ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ಬೇಕಾದ ಕನಿಷ್ಠ ಸವಿತಾಕರಣಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
ಯಾವಾಗಲೂ ಮೂರು ಔನ ಆಯಾಮ ಆಗಿಜಿ ಎಂದು ಪ್ರಮೇಯ 0 ನಮಗೆ 
ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ 1/ ಒಂದು ರೇಖೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ನಾವು ಗ! ಒಂದು ಸದಿಶದಿಂದ 
ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಆಧಾರದಿಂದ ಅಥವಾ ಎರಡು ಸಮತಲಗಳ ಛೇದನೆಯೆಂದು ವಿವರಿಸ 
ಬಹುದು. ಹ ಒಂದು ಸಮಶಲವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಖಹನ ಒಂದು ಆಧಾರವು 
ಎರಡು ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 6, (37) ಮತ್ತು (38) ಕೊಡನೆ ಚಿರಿತು ಅನೇಕ ಅನ್ವಯಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. ನಾವು ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. {¥1, X°,..-,X"} 
ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ Rನ ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯು M ಆಗಿದಎಂದು ಇಟ್ಟ್ರಕೊಳ್ಳೊ ಸಣ. 
ಆಗ ಹನ ಆಯಾಮವೇನು? ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 1 ರಿಂದ, Jin ಗಿ! ಇ | ಎಂದು 
ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 4 ಯು 
kxn ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲ್ಲಿ, ಇದರ |ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ೫ 'ನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿಂದ 
ಆಗಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ;-1,2,..., ಹಿ ಆಗ ಸಿಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಷ್ಟಿಯು 1 ಆಗಿದೆ. 
ಹೀಗೆ ಸ್ಥಾನ (4) - dim M. 


Mn ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಹೇಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು? ಇದಕ್ಕೆ ಉತ್ತರಿ 
ಸಲು (37) ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. ಸ4 ಯನ್ನು ಒಂದು ಸೋಪಾನ 
ವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆ ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಗ ಔನ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳು 4ಯ 
ಅಡ್ಕಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟಿಯಾದ MH ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿವೆ. 


ಇದೇ ತಂತ್ರವನ್ನು ಇನ್ನೆರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸ 
ಬಹುದು. ನೀನಲ್ಲಿ ೫ ಇರಲಿ ಮತ್ತು ಔನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ಗಣವು 
121, ೫73, ..., ೫೪) ಆಗಿರಲಿ. (3, 213, .... X೬} ಯು ನಿರವಲಂಬಿತ ' 
ವಾಗಿಜಿಯೇ? (೫7, [1 3, ..., 3೬] ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು 
X ಆಗಿದೆಯೇ? ಮೊದಲನೇ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಲು, (¥, ೫13, ..., X"*} 
ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು M ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ (11, 72, 
೬೬೨ X*} ಯು ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, dim M-=K 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. [(28) ಅನ್ನು ೪ - ಸಿ! ಜತೆಗೆ ಮತ್ತು 7. 1೩1, 1, ..., 
೩ *} ಜತೆಗೆ ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ]. ಮೇಲೆ ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆಯು 4 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
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dim 1! ಸ್ಮ ನ.(4). ಹೀಗೆ {X1, 1, ಯು ಒಂದು ಫಿರನ 
ಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿಡೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧಂಸಲು, ನಾವು 71, ಸ, , > Nt 
n-tuple ಗಳು ಅಡ್ಡಸಾ ಾಲುಗಳಾಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತೀವೆ. ಈ 
ಮಾಶ ಶಕೆಯನ್ನು ಒಂದು ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹ ರೂಪ ಔಗೆ ಸಂಕುಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಗ 
ಕೇವಲ ಸಾ ಸ್ಥಾನ (R)=K ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಗಣವು ನಿರನಲಂಬಿತವಾಗಿರುತ್ತ ಡೆ. 


ಎರಡನೇ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಲು, |. ೫3, ...; X*} ಇಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ ಉಪಸಮಷ್ಮಿಯು // ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 11,3೩, ..., XX} 
ನಿಂದ ಫರ್ಮಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು //, ಆಗಿರಲಿ; ಆಗ ನ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು 
ಆಗುವುದರಿಂದ, dim M <dimM,. [(21) ರಿಂದ]. MagX 
ಇದೆ ಎಂದು ಹೇಳುವುದೂ ಒಂದೇ, (೫1, ಸ... ೫") ಯ ರೇಖೀಯ 
ಸಂಯೋಜನೆಯು ೫ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುವುದೂ ಒಂದೇ, ಆದರೆ 1 ನಲ್ಲಿ 1 
ಇದ್ದರೆ, ಆಗ M, ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು M ನಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವುದು. ಕೇವಲ 
M=M, ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, | 31, ೫,.... ೫*} ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋ 
ಜನೆಯು 1 ಆಗಿರುತ್ತ ದಿ. ಮತ್ತೆ 27) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದೆ. ಇದೂ ಮತ್ತು 
dim M-= dim M, ಎಂದು ಹೇಳುವುದೂ. ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ. ಈಗ ನಾವು ಮೇಲಿನ 
ವಿಧಾನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. X' ಯು /ನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಾಗಿರುವ kun 
ಮಾತೃಕೆಯ 4 ಆಗಿರಲಿ. /ಎಐ. |, 2, ..., ಕೈ ಆಗಿದ್ದರೆ” ೫ 'ಯುರನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲಾಗಿರುವ ಮತ್ತು ಸ ಯು (ky 1) ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಾಗಿರುವ, (1.1) ತಾ 
ಮಾತೃಕೆಯು 8 ಆಗಿರಲಿ. ಸ್ಥಾನ (4) ಎ ಸ್ಥಾನ (8) ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
123, (3, ...,'1(*| ಇದರ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು ೫ ಆಗು 
ಶ್ರದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 4/೫ ಗಿ! ಎಸ್ಡಾ ನ (4) ಮತ್ತು ಬಗ) M, ಸ್ಕಾ ನ (8). ಆಗ, 
ಹೀಗೆ 4 ಮತ್ತು ೫% ಗಳನ್ನು ಸಂಶುಚಿಸುವುದರಿಂದ ಎರಡನೇ ಪ್ರಶ್ನೆ ಯನ್ನು ಉತ್ತರಿಸ 
ಬಹುದು. 
ಅಂತೂ Xa X'+a,¥X'+-. +0," ಆಗಿರುವಂತೆ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದ Qa» 0p > @y ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದ್ದರೆ ಮೇಲೆ ಪಟ್ಟ 
ಶ್ರ ಶ್ರಮಕ್ಕಿ ಂತ ಹೆಚ್ಚು ಶ್ರ ಮಪಡಬೇಕು. ಇಲ್ಲಿ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯು ಸಹಾಯಕ 
ಸಾಗುತ್ತ ಜಿ. x, 1,2). ೫೫3 (1, -0,0)' ಮತ್ತು . ೫೬. 
3)ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಸ 0.33 -- bX "ಆಗಿರುವಂತೆ ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ, a ಮತ್ತು 


(1, ೪, 
0 ಗಳನ್ನು. ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಇಚ್ಛೆ ೈಸಲಾಗುವುದು. ಇದು ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹ 
ವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ದೈ ಗಿ 


3g+b=1, 4-08, 2ಕ್ಕೆ. ' 
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ಇದನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಬಿಡಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಇದರಿಂದ ೧ - ಕ್ಲಿ ಕಿ -1 ಎಂದು 
ಪಡೆಯಬಹುದು. 1.4 '` 


1 ಯು ಒಂದು )1 ಜಡಗ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಒಂದು ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 4 ಯ ಒಂದು ನೀಟಿಸಾಲನ್ಸು ಔR್‌ನಕ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶದೊಂದಿಗೆ 
ಸಮಾಕರಿಸಬಹುದು. 4 ಯ ಸೀಟಿಸಾಲಿನ ಸಮಷ್ಟಿಯು ಆಗ, ಸಯ 
ನೀಟಸಾಲುಗಳಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ R"ನ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿಡೆ ಮತ್ತು 4 ಯ ನೀಟ 
ಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನವು ಈ ಸಮಸ್ಯ ಬ ಆಯಾಮವಾಗಿದೆ. ' ಮುಂದಿನ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಸ್ಥಾನ 
(4) - 4 ಯ ನೀಟಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನ ಎಂಬ ಕೊಂಚ ಆಶ್ಚರ್ಯಕರವಾದ ಸಂಗತಿಯನ್ನು 
ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ಪರಿಣಾಮವು ಪ್ರಮೇಯ (ಕ್ಕಿಂತಲೂ ಹೆಚ್ಚು ಉಸಯುಕ್ತ 
ವಾಗಿದೆ. 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹದ ಪರಿಹಾರಗಳ 
ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಿದ್ದೇವೆ. ಒಂದು ಅಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹದ ಬಗೆ 
ಏನು? ಈ ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ವಿವರಿಸುಕ್ತೇವೆ; ಅನಂತರ 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಣಾಮಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹನನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ, 


(20) Bx+2y-2z-2 
x+py+2z=l.. 
(39)ರೆ ವೃದ್ಧಿಸಿದ ಮಾತೃಕೆಯ ಸುಕುಚನೆಯಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ ಉಂಬಾಗು' 
ತ್ತದೆ, 
1 0 -4 0 
(40) ‘0 1 7 1 |. ೨. 
00 0 0 ; 7 


ಮೇಯ? ರಿಂದ (3 59ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ ವೆ. ವಾಸ ಸ್ಪವವಾಗಿ 
ಒಂದು ಫರಿಹಾರಕ್ಕಿ ಂತ ಹೆಚ್ಚು ಅಂದರೆ (4, -4, 1) ಮತ್ತು (0, 1, 0) ಹೀಗೆ 
(30) ಪರಿಹಾರಗಳಾಗಿವೆ. “ದರೆ ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ (4, - 4, 1). (0, 1,0) 
ಆ (4 ಎಕ್ಕಿ 1) ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿಲ್ಲ; ಪರಿಹಾರಗಳು ಒಂದು ಸಮ 
ಯನ್ನು ರೂಪಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಪರಿಹಾರಗಳು ಒಂದು ಕೇಖೆಯನ್ನು ಅವಶ್ಯವಾಗಿ 
ರೂಪಿಸುತ್ತ ವೆ. ಆದರೆ, ಈ ಕೆಖೆಯು (೧,0,0) ಮೂಲಕ ಹಾದು "ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲ. 
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ಹೇಗಾದರೂ (4,-4,1)- (0,1,0) ~ (4,-5,1) ಇದರ ವ್ಯತ್ಯಾಸವು 
ಕೆಳಗಿನ ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ, 


2x+ y- 32-0 
(41) 3x4 2p 22-0 
x+ y+ 2=0. 


ವಿಲೋಮವಾಗಿ, (41)ಕ್ಕೆ (8,- 10,2), ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 
ಇದನ್ನು (4, - 4, 1) ಮತ್ತು (ಂ, 1 , 0)ಕೈೆ ಕೂಡಿಸಿರಿ. ಇದರಿಂದ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
(1೫, - 14, ಸ) ತ (ಸ - 0, ೨) ಬರುತ್ತದೆ ಇವೆರಡೂ (8)ಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರ 
ಗಳಾಗಿವೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, (70)ಕ್ಕೈ ಎರಡು ಪರಿಹಾರಗಳ ವ್ಯತ್ಯಾಸವು (41)ಕ್ಕೆ 
ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ (89)ರ ಒಂದು ಪಾರ ಮತ್ತು 
(41)ರ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ ಇವುಗಳ ಮೊತ್ತವು (29)ಕ್ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶವು ಕೆಳಗಿದೆ. ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹಕ್ಕೆ ಯಾವುದೇ 
ಬರಡು ಪರಿಹಾರಗಳು 


ANE AX tt ANN 
ANE A Fe AX 
(42) : | 
Amit Amt AmXx" Ym 


ಕೆಳಗಿನ ಸಮಘಾಶ ವ್ಯೂಹಕ್ಟೆ ಸರಿಹಾರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶದಿಂದ ಭಿನ್ನವಾಗಿವೆ. 


AXA ರ ಲರ AX 

AANA Ko AX 

(43) ; 
Amit Amat Ama” 0° 

ಅದೂ ಅಲ್ಲದೆ (42) ರ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ ಮತ್ತು (48) ರ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ 

ಇವುಗಳ ಮೊತ್ತವೂ (42)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ 

ನಮಗೆ (42) ಅನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಒಂದು ವಿಧಾನವು ಜೊಕೆಯುತ್ತ ದೆ. ಇದು ಭಾಗ 

2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟ ವಿಧಾನದಷ್ಟು ಶೀಘ್ರತರವಲ್ಲವಾದರೂ, ಇತರ ಸ ಮಸ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಸಾರ್ವತ್ರೀ 

ಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. (42) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಮೊದಲು (42)ಕ್ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ 

ನ್ಹ್ಹೂ (43)ಕೈ ಎಲ್ಲ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಆಗ (42) ರ ಬೇರಿ 
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ಯಾವುದೇ ಪರಿಹಾರವನ್ನು (42) ರ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಪರಿಹಾರವನ್ನು (43) ರ ಯಾವುದಾದ 
ಕೊಂದು ಪರಿಹಾರಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ್ದದೊರೆಯುತ್ತದೆ. (ಇದು ಒಂದು ಅಸಮಘಾತ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅವಕಲನ ಸಮಾಕರಣಕ್ಕೆ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ಮೂಲ ವಿಧಾನಗಳಲ್ಲೊ ಂದಾಗಿದೆ, ಇಲ್ಲಿ ನಾವು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಹಾರವನ್ನು, ಒಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಸಮಘಾತ ವ್ಯೂಹದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಂಹಾರಕ್ಕೆ ಕೂಹಿಸುವುದ 
ರಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು.) 


ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, ೪ ಯ ಒಂದು ಉಸಸಮಸ್ಟಿಯು U ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು X ಆಗಿದ್ದಕಿ, ಆಗ ಎಲ್ಲ ಸವಿಶಗಳ ಸುಗ್ರಹ ¥ + Y. 
ಇದನ್ನು * ಸದಿಶದಿಂದಾದ 1 ವಿನ ಸಮಾಂತರ ರೂಪಾಂತರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 
ಇಲ್ಲಿ ್ಭ ಯು U ನಲ್ಲಿದೆ. [ಹೀಗೆ (0,0, 0) ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗದಿರುವೆ 
ಒಂದು ರೇಖೆ ಅಥವಾ ಸಮತಲವು, (0, 0, 0) ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು 
ರೇಖೆ ಅಥವಾ ಸಮತಲದ ಸಮಾಂತರ ರೂಪಾಂತರವಾಗಿದೆ. ಒಂದು ಸದಿಶ ¥ ನಿಂದ 
ಒಂದು ಉಪಸಮಷ್ಟಿ U ನ ಸಮಾಂಶರ ರೂಪಾಂತರವಾದ ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಗಣ 
K ಯನ್ನು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 
ಈ ಪದವಿಜ್ಞಾನದಲ್ಲಿ ನಮ್ಮ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 
(42)ಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶದಿಂದ (45) ರ ಪರಿಹಾರಗಳ 
ಸಮಾಂತರ ರೂಪಾಂತರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯನ್ನು (42) ರ 
ಪರಿಹಾರಗಳು ರೂಪಿಸುತ್ತವೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
1. ಸ]; ಯು ಬಾಣಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನೂ ಸ್ಮ್ಯಾಪಿಸಿರಿ. 
(ಜಾಗರೂಕತೆ ಇರಿಸಿದ ಸ್ಪಷ್ಟ ಚಿತ್ರ ಇಲ್ಲಿ ಸಹಾಯಕ) 
(a) (ಟೃರಉ[) ಳು ಧಳ್ಗರ (ಉಗ್ರರ NV) 
(ರ) v,-೪;ಗೆ P೦ ಸದಿಶವು ಸಮಾಂತರವಾಗಿಜಿ ಮೆತ್ತು ೪, - ೪, ನಷ್ಟೇ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ (ಚಿತ್ರ 8 ನೋಡಿರಿ). 
(0) (0, 0, 0) ಬಿಂದುವು ೧, (೫,೪ 2) ಬಿಂದುವು p ಮತ್ತು 


(೫,೪,2) ಬಿಂದುವು 0 ಆಗಿರಲಿ. 0)-- ೦ದ್ರಿನ ಅಂತಿಮ 
ಬಿಂದುವು (x4 ೧ ೫3-೫,, 23-2/) ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
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(6) (0, 0, 0) ಬಿಂದುವು 0 ಮತ್ತು (೫, ೫ 2) ಬಿಂದುವು p ಆಗಿರಲ್ಲಿ 
108 ಯ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವು (0%, 0 02) ಆಗಿದೆ. ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಕೆಳಗಿನ ಸ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಈ ಸಮಪಷಿ,ಗಳನ ನ್ನು ಮುಂದಿನ ಅನೇಕ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಉದ್ದ ರಿಸಲಾಗುವುದು. 


(8) ೪ ಯು ೭ ಸ್ತರದ ಬಹುವದಿಗಳೆ ಗಣಿವಾಗಿರಲಿ. /" « ೩+! 
+4! ಗ ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮತ್ತು 8. ಸ್ಕಿ“ Dt hy, 

+ ಗ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗೆ 844 ಯನ್ನು (4+) 

(1 ಕೈ)... +(0, +t ಎಂದು ವಿನರಿಸಲಾಗುವುದು; 

af ಅನ್ನು (00) + (aa +--+ (4) ಎಂದು ವಿವರಿಸ 


ಲಾಗುವುದು. 
(ಏ) ೪ ಯು 2x2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿರಲಿ. 
[4 bls ಎ10 [1 ಆಗಿದ ರೆ 
4 | 4] Ke 4 (2 d, ಬ” 
ಆಗ ಸ್ಸೈ4 4, ಮತ್ತು (/ಸೈಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವಿವರಿಸಬಹುದು, 
Aa, | [5 a] 
| ಮತ್ತು [ಇಲ 6 


(c) 1"ಯು (ax+ ರ) ez) ಪ ಪಥೋಕ್ಷಿಗಳ ಗಣವಾಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ 4 
ಹಸಿ ಮತ್ತು (ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿನೆ. : lax ಶಿ) ೪ cz) + 
(ax+bhy+cz=(a+a)x+(b+h)yy 
(ಆ + €])2 ನಿಂದ ಮೊತ್ತಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ವಿವರಿಸಲಾಗುವುದು. ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳಿಂದ ಗುಣಾಕಾರನನ್ನು 1(0%-- by+ cz) = = dos. 
(01) y + (4)2 ನಿಂದ ವಿವರಿಸಲಾಗುಲಾಗುತ್ತ ಜಿ, 


(6) Vax +bhy +c +dx+ 0). fz ಪಜ ಗಳ ಗಣ 
ವಾಗಿರಲಿ. ಮೊತ್ತಕಿ ೫) ಯೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ಸಂಖ್ಯೈಗಳಿಂದಾದ ಗುಣಾಕಾರ 


ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ 'ವಿವರಿಸಲಾನಿದ್ದ | ಜಟ 


(ax +hy +c +dx+ey + 12) (a, + b,y + 


3. 


' ಮೂಲಭೂತ ಸೆರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ' ಕಃ 


cd, x+ eay+tfz)= (ata) +(b+b,)y 
+ (05 0/25 4. (d+d)x+ (e+e) +(F+h yz; 
ಮತ್ತು 


8 (ax*+ by + cz +dx+ +f) 


= (ga)x® + (gby? + (8028 + [ed)x+ 


(ee)y + (ef 2 


(9) ೫ಯು ಒಂದುಡತ್ತರೇಖೆ |ಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸಮಸ್ಟಿಯಲ್ಲಿರುವ 
. ಎಲ್ಲ ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿರಲಿ. (0, 0, 0) ಮೂಲಕ / ಹಾದು 
ಹೋಗುತ್ತದೆಂದು ಗ್ರಹಿಸುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 0 ಯಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಗೆ] ಮತ್ತು ಗಳು ಸಮಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ, 
೦ಸೆ ಅತಿ ಸಮಾಪವಾಗಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು ] ಮತ್ತು ಕೈಗಳ ಮೇಲೆ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ P, ಮತ್ತು ಧಿ, ಆಗಿರಲಿ. 7. 2, +P, ಆಗಿರಲಿ. 
(ಇಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಗಳ ಕೂಡುವಿಕೆಯನ್ನು. ಔ3ನಲ್ಲಿರುವಂತೆ ವಿವರಿಸಲಾಗಿದೆ.) 
ಗೆ ಸಮಾಂಶರವಾಗಿರುವ, P ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆಯು 

1 ಆಗಿರಲಿ. ನಾವು / ಅನ್ನು 1 ಮತ್ತು ಗೈಗಳ ಮೊತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯು 
ತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು /-ಗೈೈ--ಗ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ನ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು 4 ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 0], ಅನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಅಲ್ಲ ಎಂದು, ಅಂದರೆ, (10)ರ 
ನಿಯಮಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದಾದರೂ ಭಂಗಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟಜಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(8) x೭ ಆಗಿರುವಂತೆ (೫, )) ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯಾಜೋಡಿಯ ಗಣ 7 


ಆಗಿದೆ. ಮೊತ್ತಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಹೀಗೆ ವಿವರಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. (x,y) * (x, » ೫) =(x+ x) y+) ಮತ್ತು 
a(xy) = (lalx; 101))- 

(0) ಯು (೫) ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯಾಜೋಡಿಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. ೫3 
ನಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಮೊತ್ತಕಿ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ಮತು ್ರು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದಾದ ಗುಣಾಕಾರ 
ವನ್ನು. a(x 2) (ಆ ») ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲಾಗುವುದು. 


(೦) ಸ್ಪೈರ ಆ 1 ಬಹುಪದಿಗಳ. ಗಣ ೫ ಆಗಿದ್ದೆ fra+at ಮತ್ತು 


ಕ್ಷ 
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g-b+bt ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ. frg- (ಗೃ ಕ್ಲಿ) * (ab + 
abಿ)t ಮತ್ತು 0ಎ (00) + (00,) ! ಎಂದು ವಿನಂಸ 


ಲಾಗುವುದು. 


- ಕೆಳಗಿರುವ M ಉಪಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಸೂಚಿತ ಸಮಷ್ಟಿ ಯ ಒಂದು 

ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(8) 7ಎ 0, ೫)» ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ಜೋಡಿಗಳ (1 ») ಸಂಗ್ರಹ 

040.04 -M ಆಗಿದೆ. 

(0) ೫7-72, x=0 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲ ಜೋಡಿಗಳ (೩ ೫) ಸಂಗ್ರಹ 
11 ಅಗಿದೆ. 

(೦) 1 - 83 /%-2 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲ ತ್ರಿವಳಿಗಳ (% )» 2) 
ಸಂಗ್ರಹ M ಆಗಿದೆ. 

(6) 1ಎ, ೫-3) 2.320 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ತ್ರಿವಳಿಗಳ 

.... (೫ ೫ 2) ಸಂಗ್ರಹ 1 ಆಗಿದೆ. ಎ 

(6) V=R 7ಎ) ಮತ್ತು 2-0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ತ್ರಿವಳಿಗಳ 
(x; ೨» 2) ಸಂಗ್ರಹ M ಅಗಿದೆ. 

(1) 1-14, x-ye2+w ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ಚತುರ್ವಳಿಗಳ 

(೫ }» 2 ೪) ಸಂಗ್ರಹ ಹ ಆಗಿದೆ. 

(9) ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 2(a)ಯ ಸ ಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದ್ದು ಗ -2 ಹೊಂದಿದೆ. 
ಇದರೊಂದಿಗೆ, 0-0 ಆಗಿರುವಂತೆ. ನಲ್ಲ `ಬಹುಪದಿಗಳು 
f=n+at+ at? ಸಂಗ್ರಹ M en. "| 

(೧) 1'ಯು ಅಭ್ಯಾ ಸಳ(0)ಯ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ ನುತ್ತು 1ಿ/ಯು ಅಭ್ಯಾ ಸ 
2(€)ಯಂ ಸಮ್ಮು ಯಾಗಿಸೆ. 

(ಗ್ರ. ೫ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 2(ಶಿ)ಯ ಸಮಸಿ ಯಾಗಿದೆ. ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ರೂಪದ 

. ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಸಗದ M ಆಗಿವೆ : 


Be} 


೧, 
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(12)ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳಲ್ಲಿ ಭಂಗಹೊಂದಿದ ಕನಿನ್ಮ ಒಂದು ಗುಣವನ್ನು 


ಉಲ್ಲೆ (ಖಿಸಿ ಕೆಳಗಿರುವ ಡ್‌ನ ಪ್ರ ತಿಯೂಂದು ಉಪಗಣ 11 ಗಳು ಒಂದು ಉಪ 


ಸಮಸ್ಪಿ ಆಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


(8) x°+y4 21 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಬಲ್ಲ (mya) ಗಳ ಸಂಗ್ರ ಹ 
M ಆಗಿದೆ. 


(೧) x—y+2z=1 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲ (೫ ೨» 2) ಗಳ. ಸಂಗ್ರಹ 
M ಅಗಿದೆ. 


(0) x= y=2 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲ (x ೫» 2)ಗಳ ಸಂಗ್ರಹ M ಆಗಿದೆ. 

(6) 2-0 ಅಥವಾ y-೦ ಎರಡರಲ್ಲೊಂದು ಅಥವಾ ಎರಡೂ ಆಗಿರು 
ವಂತೆ ಎಲ್ಲ (೫, )» 2) ಗಳ ಸಂಗ್ರಹ ಬೆ ಆಗಿದೆ. 

(8) 5ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ R? ಆಗಿದೆಯೇ? 


(b) R*ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ U ಆಗಿರಲಿ. 111 ೮ನ ಸಾಧ್ಯವಿರುವ 
ಬೆಲೆಗಳಾವುವು ? | 

(€) ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ 1 ಆಗಿರಲಿ., (1೫ , Uನ ಸಾಧ್ಯವಿರುವ 
ಬೆಲೆಗಳಾವುವು. " 


(6) R?ನ ಯುಕ್ತ, ಅಕ್ಷುದ್ರ ಉಪಸಮಸ್ಪಿ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (0, 0) 
ಮೊಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು ರೇಖೆ 1 ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) ಕೇವಲ (0, 0, 0) ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆ ಅಥವಾ 


ಸಮತಲ U ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಮಾತ್ರ, 7ನ ಒಂದು ಯುಕ್ತ ಅಕ್ಷುದ್ರ ಉಪ 


'  ಸಮಸ್ಟಿ ಆಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಳಗ (ಗುನ್ನ 


ಉಪಯೋಗ. 


. ಕೆಳಗಿರುವ ೫232ನ ಉಪಗಣಗಳಲ್ಲಿ . ನಿರನಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು 
ಮತ್ತು ' ಅನಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುವು `ಯಾವುವು ? ಸೂಚೆನೆ: ` ಕೆಲವು 


ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ ಪೂರ್ವಶಕ್ಷ 1 ಸಾಕಾಗುತ್ತ ಜಿ ಉಳಿದವುಗಳಿಗೆ ಪ್ರಮೇಯ 6ರ 


` ಭೀಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನವಿಧಾನನನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ] 
(8) {0 2) (9. 3}. (LI (-3,-1)) 
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` ಕೇಪಾಕ್ಮತೆ ಬೀಜಗಣಿತೆ | 
(0) | (3, 1 1,2) ,-1)} (6) (9,0, (10) } 
(9) {(3,1)} (೧ { (a bp (6d) } BY adhe 
ಕೆಳಗಿರುವ ಸನ ಉಪಗಣಗಳಲ್ಲಿ ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು ? 
ಸೂಚನೆ : [ಅಭ್ಯಾಸ 7ಕ್ಕೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸೂಚನೆಯನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 

(a) | (1,9,0), (0,1,1), (0,0,1), (1,3,8)) 

(b) | (೨, 1,9). (-1,0,1)} , 

(೦) ( (1,1,1) (2,3,4), (4,9, 10) 
(೮) ( (1/3/3,0,-1), (1/3, 2,0),(0,-1,2) } 
(6) { (1, 2, 1), (-3, 8, 1), (3, - 1, - 1)} 
ಕೆಳಗಿರುವ ೪ ಸೂಚಿತ ಸಮಸ್ಟಿಯ  ಉಪಗಣಗಳ ಸೈಕಿ ಯಾವುವು 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿವೆ? 
(a) ಎ1 0ಎ1(1,/3,0,1) (2,1, 0,0)} 


(0) D={x+y ೫-2)» 2) ಆಗಿರುವುದರೊಂದಿಗೆ } ಯು “ಅಭ್ಯಾಸ 
2(c) ಯ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(ec) Vಯು ಅಭ್ಯಾಸ 3(b) ಯೆ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ, ಅದರೊಂದಿಗೆ 


p-iop io} [os [op bil 


10, 


(6) 128 ಮತ್ತು Dt -1, 41,30 42141) ಆೆಗಿರುವುದ 
ಕೊಂದಿಗೆ ೪ ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 3(4) ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. \ 
ಕೆಳಗಿನ ಸದಿಶಗಳ ಗಣಗಳಿಗೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ (4,2, 1, 0) ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ಫಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 
ಹಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಂಶಹ ಒಂದು ಸಂಯೋಜನೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ? 

(ಪ್ರಮೇಯ 6 ರ ಮೇಲಣ ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ನೋಡಿರಿ) 


(8) 4 (1,2,-1, 0), (1,3, 1, 2), (6, 1}, 0, 1)} 
(b) { (ತಿ, ೩, 0, 1), (12, ಕ್ಕ 1), (0, 3, 6, 6) } 
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(0) ((6,-1,3, 1, (17,-3,-2) (3, 1,6, 0), 
(3,8, -2, -1)] 


11. ಸೂಚಿತ ಸಮಷ್ಟಿ ಹೆ ಗೆ ಒಂದು ಹ್‌ ಹೊಂದಿರುವ ಸೂಚಿತ ಸಮಸಿ 
V ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (ಪ್ರಮೇಯ 6ರ ಮೇಲಣ 
ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 2ನ್ನು ನೋಡಿರಿ). 


(8) 73. 78, {(12,1, (0,-1,0), (2,0,2) ಯಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಸಸವಮಸ್ಟಿ M ಆಗಿದೆ. 


(b) v= ೫ |(-1, 1 1), (1,1, -.1) } ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಪಸಮಸ್ಟಿ M ಆಗಿದೆ. 


(c) VERS, {(6,-1,2,1}(1,7,-3,-2), (1, 1,0, 0) 
(೫,3, -೨2, -1) } ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ 1/ ಆಗಿದೆ. 


(6) V=R, { (0, 1, - 1, 2), (3, 1, 2, 17), (1,3,0, vi ಫೃ 
(-5,3,-26, 1] ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉನಸಮಸ್ಟಿ ಸ/ಎಗಿದೆ. 


(6) 1-2 ಆಗಿರುವುದಕೊಂದಿಗೆ, 7ಯು ಅಭ್ಯಾಸ ಸ(0)ಯ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಯಾಗಿಡಿ ಮತ್ತು 1 /-1, #41, 3/4241 } ಯಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ M ಆಗಿದೆ. 


1೪2. :M ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರುವಂತೆ, ಅಭ್ಯಾಸ 11 (a}y-(d)ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಉಪಸಮಸ್ಟಿ M ಗಳಿಗೆ ಒಂದೊಂದು ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ತಿ. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಾತೃಕೆಗೆ ಸ್ಥಾನವನ್ನು ಶೂನ್ಯತೆಯನ್ನು, ಅಡ್ಡ: 
ಸಾಲಿನ ಸೆಮಸ್ಟಿೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಮತ್ತು ಕ್ಯ ಸ ಸಮಸ್ಸಿ “ಗೆ ಒಂದು - 
ಆಧಾರವನ್ನು ಕುಡುಬಿಡಿಯಿರಿ, 


(a) [" ] (0) [2-1 0 11 
1 2 2 10 1 2 

. -? 0-2 0 

3-10 1609 


86 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 
(6). -2 -1 2-52-12 
1-1 0 2 10] 
ಕ್ಕ 1-1 7 8 1 2 


14. ಅಭ್ಯಾಸ 2ರ ಸಮತ್ಪ್ರಿಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


15. ಕೆಳಗಿರುವುವು ಅನಂತ ಆಯಾನುದ ಸದಿಶಸಮಸಷ್ಟಿ ಗಳಿಗೆ ಉದಾಹರಣೆಗಳು. 
ಗಣಿತದ ಅನೇಕ ಸಂಶೋಧನೆಗಳಲ್ಲಿ ಅವು ಪ್ರ ಮುಖೆವಾಗಿವೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ 
ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


1 2 
} 1 
1-7 0 1 
೧ 3 
0 4 


(8) ೫515 ಗಾಗಿ ವಿನರಿಸಲ್ಬಟ್ಟ ಎಲ್ಲ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವಾಸ್ತವಿಕ (ಅಥವಾ 
ಸಮ್ಮಿಶ್ರ) ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ / (1) ಉತ್ಪನ್ನಗಳ. ಗಡಿ, ಇಲ್ಲಿ {f+} 
(W=f(t)+ £(() ಯಿಂದ ವಿನರಸೆಲ್ಪಟ್ಟ 'ಉತ್ಸ ನ್ನವು f+e 

, ಆಗಿದೆ. {af} (ಗಿ af(t) ಯಿದೆ ನಿವರಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉತ್ಸನ 
af ಆಗಿದೆ. 


(ರ) ಎಲ್ಲ ಬಹುಸದಿಗಳ ಗಣ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರಗಳು 
ಅಭ್ಯಾಸ (0) ಯಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದಂತೆ ಇವೆ. ' [ಅಭ್ಯಾಸ 2( (4) ಯೆ 
ಸಮಷ್ಟಿಯು ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ, ನಾವ f ಬಹುಪದಿ 
ಯನ್ನು ॥&೭1೬8ಗಾಗಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವೆಂದು 


ಪರಿಗಣಿಸಿದರೆ, ಆಗ ಇದು ಭಾಗ (4) ಯ “ಸಮಷ್ಟಿ ಯ ಒಂದು. ಉಪ 
ಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿಜೆ. 3 


16. ಸದಿಶಸನುಸ್ಟ್ರಿ ಗಾಯ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳು ಮತ್ತು ಸ ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ 
ಸೇರಿದ ಎಲ್ಲಿ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು "೫ ಗಿ ॥ ಆಗಿರಲಿ. ಹಗೆ ಅಥವಾ ಗೆ 
ಅಥವಾ ಎರಡಕ್ಕೂ ಸೇರಿದ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಗ ಗ್ರಹವು MUN ಆಗಿರಲಿ; 


(8) ;'ಯೆ ಒಂದು ಉಪಸವಮಸ್ಟಿ ಯು" “MN N ಆಗಿದೆ ಎಂದು. ತೋರಿಸಿರಿ. 


(b) ನ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯು MUN enಿಲ್ಲದೆ ಇರುವಂತೆ ಔನ ಎರಡು 
ಉಪಸಮಷ್ಟಿ ಸಳ M ಮತ್ತು N ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ." 


(ಛಿ) M4N ಆಗಿರುವಂತೆ M ಮತ್ತು ಸಿಗಳು 7ನ ಎರಡು ಉಪ 
ಸಮಸ್ಪಿಗಳಾಗಿರಲಿ: M ಮತ್ತು Nie ಸಮತಲಗಳೆಂಡು ಇಟು 
ಕೊಳ್ಳಿ "ರಿ MN N ಒಂದು ರೇಖೆ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
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17. (8) (9?)ನ್ನ ಸಾಧಿಸಿರಿ (ರಿ) (28)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. (0) (25)ನ್ನು 


18. 


೫0. 


ಸಾಧಿಸಿರಿ. | (d) (37)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. (e). ಆ೬)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


Aಯೆ 2x2 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಷಯ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನ ಮತ್ತು ನೀಟ 
ಸಾಲಿನ ಸಾ ನ ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಆಗಿನೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


° A ಮತ್ತು Bಗಳು ಒಂದೇ ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿ (ಯನ್ನೊ. ಳೆಗೊಂಡ 2 x9 


ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ಮಾತೃ 'ಕೆಗಳಾಗಿದ್ದೆ ರ್ರ ಆಗ4-8 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ (ನೋಡಿರಿ: ಅಭ್ಯಾಸ 12 'ಭಾಗ_ 1). 


ಬೈಜಿಕ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ತತ್ವ ಳನ್ನು ಸೂತ್ರೀಕರಿಸಬಹುದು, 
ಇದರಿಂದ ನಮಗೆ ಈ ಶತ ಶ್ವಗಳನ್ನು ಒಂದು ವರಕುಶ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯೊಳಗೆ, 
ಅನೇಕ ಸಲ ಸಫಲ ಮೌಣಾಮಗಳೊಂದಿಗೆ ಸಂಸ್ಕರಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಅವಕಾಶ 
ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಓದುಗನಿಗೆ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಮಾಡಲು ಕೊಡು 


- ಪುದಕೊಂದಿಗೆ, ಇಲ್ಲಿ ನಾವೂ ಕೆಲವೊಂದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. (ಅನೇಕ ಸಲ 


ಒಂದು ಚಿತ ತ್ರವು ಸಹಾಯಕವಾಗುವುದು). 


(a) 


NX ಮತ್ತು Yಗಳು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದ ಕೆ ಆಗ ೫X ಮತ್ತು 
೫ಗಳ ನಡುವಿರುವ ರೇಖೆಯು (ಖಂಡವು) 0.0%! ಆಗಿರು 


ವಲ್ಲಿ ೩೫+ (1-0) ) ರೂಪದ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 


(b) 


(c) 


(6) ಎ 


೫ ೫ ಮತ್ತು 2 ಗಳು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ », » 
ಮತ್ತು 2 ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಕೋನವು (az >0, b=, 
೧2 0 ಮತ್ತು ೧. ರಿ: ೯-1 ಆಗಿರುವಾಗ) (aX + bY + (22 
ರೂಪದ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 


ನಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು. y ಮತ್ತು ಗೂ ॥ ಮತ್ತು ೫ ' 
' ನಡುವಿನ. 'ಕೀಜಿಯು ೫ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ M ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು 


ಸಂಗ್ರಹವನ್ನು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣನೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 


gam 0, ಶಿ20 ಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು 18 ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಮತ್ತು 


ಗಳಿಗೆ 24... bY ಯು ಸಿ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಭ ಯಲ್ಲಿ ಅಡಕವಾಗಿರುವ 


Mins ಒಂದು ಸಂಕ್ಷ ಗ್ರಹವನ್ನು ಸಿಂಧು. (ಧನಾತ್ಮಕ) ಶೇಕು ಎಂದು 


ಕರೆಯುತ್ತಾ, ಪ್ರೆ: 


೪1, 


ಇ 


(6) 
(1) 
(9) 
(h) 
(1) 
(k) 
(1) 


(೧7) 
(೧) 


(೦) 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗೆಡೆತ. 
8% ನಲ್ಲಿರುವ (1, 2) ಮತ್ತು (8, 1) ಗಳ ನಡುವಿನ ರೇಖಾ ಖಂಡದ 
ಒಂದ್ನು ಆಲೇಖನವನ್ನು ಕೇಖಿಸಿರಿ (ಎಳೆಯಿರಿ), 
1? (1, 6% (ತೆ, -1) ಮತ್ತು (0,2) ಗಳಿಂದ 
'ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಕೋನದ ಆ ಲೇಖನವನ್ನು ರೇಖಿಸಿರಿ (ಎಳೆಯಿರಿ). 


x+y 23%. ಆಗಿರುವಂತೆ (೫ y» 2) ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು R 
ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


೫೨೫22 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (೧). 2) ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ಔಣ 


ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಕೋನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

|X| 21 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (೫x, y) ಗಳೆ ಸಂಗ್ರಹವು ,ಔ* ನಲ್ಲಿರುವ 
ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣ ಆಗಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

೫20, ೫೭% ಮತ್ತು xp 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (೫ y)TY 
ಸಂಗ್ರಹವು ಔ* ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವಾಗಿಹಿ ಎಂದೂ ಆದರೆ 
ಒಂದು ಶಂಕುವಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ ತೋರಿಸಿರಿ. 

ಶಂಕು ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ತ್ರಿಭುಜ ಒಂದು ಪೀನಮಧ ಕ್ರಿಗಣಿನಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದೆ 
ತೋರಿಸಿರಿ. 

M ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ೫, ) ಮತ್ತು 2 ಗಳ. 
M ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೫, » ಮತ್ತು: ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಕೋನವು 
M ನಲ್ಲಿದೆ ಎಂದು ಪೋರಿಸಿರಿ. 0 


ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರ, . 


(8) 
(b) 


(0): 


ಒಂದು ಶಶಿ ಮಾತೃಕೆಯ ಸ್ಥಾನವನ್ನು. ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 

8" ನಲ್ಲಿರುವ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಥಿರವಲಂಬನೆಯನ್ನು ಪರೀಕ್ಷಿಸುವುದು. 
¥, ೫ ಮತ್ತು 7ಗಳು ಔಕ ನಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ, Y ಪುಶ್ರು 7ಗಳ ಒಂದು 
ರೀಖಾತ್ಮಕ : ಸಂಯೋಜನೆಯು ೩ ಆಗಿರೆಯೋ ಇಲ್ಲನೋ ಎಂಬುದನ್ನು 
ಪರೀಕಿಸುವುದು. | 
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ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 

ನನೆನೊಹೆ ರೂಪವು. ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ಏಕ್ಕೆ ಕವಾಗಿ 
ಸುವುದಿಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡಲು 
ಧ್ವವಾಗುವ ಮುನ್ನ ಮೇಲಿನ ಹೇಳಿಕೆಗೆ ಒಂದು ಸ ಪ್ಟ್ರೀಕರಣ ಅವಶ್ಯವಿದೆ. ಅದೆಂದಕೆ 
ರೀತಿಯಿಂದೆ ಸಂಕುಚಿತಗೊಲ್ಲಸಿ ಒಂದು ಸೋಶಾನವ್ಯೂಹ 
R ಸ ಮ್ತು, A ಯನ್ನು ಇನ್ನೊ ಂದು ರೀತಿಯಿಂದ ಸಂಕುಚಿತಗೊಳಿಸಿ 
ಯು ಸೋಪಾನವ್ನೂಹೆ ಮಾತೃಕೆ “RY ಅನ್ನೂ ದೊರಕಿಸಿದಿ ಆಗೆ R&R 


ುಂದು ಶೆ ಬರಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. R ಮತ್ತು 4ಗಳು (ಹಾಗೆಯೇ ಔಣ" ಮತ್ತು 4 
ಇಟ ನಿನದೇ ಅದೆ ಸಾಲಿನ 
ಲ >) ಒದಿ ಅಡ್ಡಾ ನಸ ಮುಷ್ಟಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ ಎಂದು ತಿಳಿ ದಿದ ಸೇವೆ; (ಪೂರ್ವ 


ರಕ್ಷ ೫) ಇದರಿಂದಾಗಿ ಈಸ ಮಸ್ಯೆಯು ಅಭ್ಯಾಸ 20ರ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗಿದೆ. 
ಸ್ರಮೇಯ ಕ್ಕೆ ಮುನ್ನ ಕೊಟಿ ದಂತೆ 7 ಮತ್ತು ಗ' ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಒಂದು 
ಜಾಗೆರೂಕ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಿರಿ 7ನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲೂ ನಿ'ನ 
ಅಡ್ಡೆ ಸಾಲುಗಳ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜ ನಿಯಾಗಿರಲೇಚೀಕೆಂಬ ನಿರ್ಬಂಧನು 
೫ನ ಪೃತಿಯೊಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲು ಓ" ನ ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಾನಿರಬೇಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು 
ಡೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 3x3 ಸಾಧನೆಯನ್ನು ರೇಖಿಸುವುದು ಸಹಾಯಕ 


ಭಾಗ 4 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು 


ಶೀಖಾಶಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಮೂಲ ಸರಿಕಲ್ಪನೆಯಾದ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 

ಯನ ಮಾಡಲಿದ್ದೆ ವೆ. ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಉಳಿದ ಬಹು 
ಭಾಗವು, ವಿಶೇಷವಾಗಿ 3 ಮತ್ತು 4ನೇ ಯಗಳು ಅಂಥ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ವಿಧಿಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿವೆ. ಕೆಲವು ಉದಾ ಹರಸಿಗಳೊಂಡಿಗೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. 
ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂ ಪನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ, 


ಲ್ಲ 
ತ 


(1) ೨--):- 6. 
2) ಶಿ. 


ಇಲ್ಲಿಯವರೆಗೂ, 4 ಮತ್ತು ಥಿಗಳಿಗೆ ವಾಸ್ತನಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಹೊಡ 
ಲಾಗುತ್ತಿತ್ತು ಮತ್ತು (1)ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿತ್ತು. ಈ ಭಾಗ 
ದಲ್ಲಿ (1)ರ ಮತ್ತೊಂದು ಮುಖವನ್ನು ನೋಡೋಣ. (೫ ೫) ವಾಸ್ತ ಸೈವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಜೋಡಿಗೂ, (4, ಗ) ಹೊಸ ಜೋಡಿಯೊಂದನ್ನು (1) 


121 * 
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ವಿವರಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ (೫, )) (0, 1) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ(0: b)=(1, -1)- 
ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳಬೇಕೆಂದರೆ (೪, ೫) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಜೋಡಿಗೂ, (1)ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಗಣಿಸಲಾಗುವ (0) ಠಿ) ಜೋಡಿಯನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುವ ಒಂದು ಸೂತ್ರ 
`ವಿಧಿ (1) ಅಂಥ (೫, )) ಜೋಡಿಗಳಿಗೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ಮತ್ತು (0 ಥಿ) ಜೋಡಿ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಫಲಿಸಿದೆ. ಒಂದು ಸೂತ್ರನಿಧಿ ಅಥವಾ ಗಣಯೋಜನೆಯನ್ನು ೫ ಗಗನ 
ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆ (ಚಿತ್ರಣ ಉತ್ಪನ್ನ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ನಾವು 0 )) 
ಜೋಡಿಯು (1) ರಿಂದ (4 ಶಿ) ಜೋಡಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಲಾಗಿದೆ (ಚಿತ್ರಿಸಲಾಗಿದೆ) 
ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ (0, 1) ಎನ್ನುವುದು (1) ರ ಮೂಲಕ (1, -1) ಕ್ರೈ 
ಪರಿವರ್ತಿಸಲಾಗಿದೆ. ಹಾಗೆಯೇ (3, 2) ಎನ್ನುವುದು (1) ರ ಮೂಲಕ (8, 1) ಕ್ಸ 
ಚಿತ್ರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


(1) ರಂತೆಯೇ ಇರುವ ಗಣನಾಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಅಧ ಕ್ರಿಯನ ಮಾಡುವುದರಿಂದ 
(1) ರ ಸೂತ್ರ ವಿಧಿಗಳಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸಲು ಒಂದು 
ಬಿಡಿ ಅಕ್ಷರವನ್ನು ಬಳಸುವುದು ಅನುಕೂಲಕರ. ನಾವು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ 7 ಅಕ್ಷರ 
ವನ್ನು ಬಳಸುತ್ತೇವೆ. (ಅಥವಾ ವರ್ಣಮಾಲೆಯಲ್ಲಿ 7 ಗಿಂತ ಪೂರ್ವದಲ್ಲಿ ಬರುವ 


2, R 
ಪರಿವರ್ತನೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು ಆಸಕ್ತ ರಾಗಿದ್ದೆ ವೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಬಲಪಡಿಸಲು ಕೆಳಗಿನ 
ರೂಪ ನಃ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. 


(2) T(x y)=(2x+y ಸ) 

ಸಮಾಕರಣ (2) ನಮಗೆ (x. ೫) ಜೋಡಿಯು 7 ಯಿಂದ (2x+ ) xy) 
ಜೋಡಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆಯೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಈ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 7 (0, 1) 
(1, -1) ಮತ್ತು 7 (8, 2) ಎ (8, 1) ಎಂದು ಪಡೆಯಬಹುದು. 


(3) S(x p= (5, y) ಈ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ. 


(3) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಸೂತ್ರವಿಧಿಯು (2) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಸೂತ್ರವಿಧಿ 
ಯಿಂದ ಒಂದು ಸಾರಭೂತ ರೀಎಯಲ್ಲಿ ವ್ಯತ್ಯಾಸ ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ $ನ್ನು 
ವಿವರಿಸುವ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಅರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ. ಆದರೆ, 7 ಯನ್ನು ವಿವರಿಸುವವು 
ಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ. 13 ಒಂದು ಸದಿಶಸಮಸ್ಟಿ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 
ಇವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಫಿಬೂಪಿಸಬಹುದು. ಏಕೆಂದರೆ 7 ಯು ನಮ್ಮ ಬೈಜಕ ರಚನೆ 
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ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸುತ್ತದೆ, $ ಹಾಗಿಲ್ಲ. ಸದಿಶ (3, 2) + 4(0,1)= (30,2c + d) 
ಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ. ಇಲ್ಲಿ ಕೆಳೆಗಿರುವುದನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ, 


(4) T(302c+d)=(2(3c)+ (2c +d) (30) 2c+d)) 


=(8c+d c-d) 
(5) 53೧ 2c +d) = ( (3c) (2c +d) = (3, 43+ 
4cd+ 02) 
ಹೀಗೆ 
(6) T( 3c 20c+d)=c(8,1)+ dA, -1)=¢T(3; 2.47 
(3, 1) 


(7) 53೧ 25 0) =O, 4) ೬ (40403) (0,1) 
=(25(3,2)+ (4cd + d°)5(0, 1). 


ಹೇಳಿಕೆ (6) ನಮಗೆ 7'ಯು ( (3, 2), (0, 1 }ರ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಸಂಯೋಜನೆಯನ್ನು ಅದೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ ( 7(3,2)) 7(0, 1, ]ಗೆ 
ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತದೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಹೇಳಿಕೆ (7) ನಮಗೆ $ ಈ ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನು 
ಹೊಂದಿಲ್ಲವೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಉಳಿಸಿಕೊಳ್ಳುವ ಗುಣವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ 
ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ ; 
ನ್ಮುಳಿದ ಎಲ್ಲ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಅರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ ಎನಿಸಿಕೊಳ್ಳತ್ತವೆ. ಈ ಪುಸ್ತಕ 
ಲ್ಲಿ ಪ್ರಸ್ತುತ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಿಗೆ ಸೀಮಿತಗೊಳಿಸೋಣ. 

ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಒಂದು ಕುತೂಹಲಕರ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು 
V, ಬಾಣಗಳೆ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿಯ ಮೇಲೆ ವಿವರಿಸಬಹುದು. ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು 
ಅಶೂನ್ಯ ಸದಿಶವು ೪ ಆಗಿರಲಿ. 
)'ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೊಂದು 
ಸದಿಶವು ೪ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ನಾವು 
P(r) ಯನ್ನು ೫ಗೆ ವ್ಯಾನಿಯಾದ 
(ಯ ಪ್ರಲಂಬನಕೀಖೆ ಎಂದು 
ವಿವರಿಸುತ್ತೀವೆ. ಇದರ ವಿವರಣೆ (ರ್ಯಾ 
ಶೆಳೆಗಿನಂತೆ ಇದೆ. 9 ವಕೆಗೆ ಇರುವ 
ರೇಖೆಗೆ ೪ ಯ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುನಿ ಚಿತ್ರ-2 


7 


€L 


[ SE, 
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೬ 
| 
ಡೆ 
ಳ್‌ 
ತ 
೦ 
ು 


ನಿಂದ ಒಂದು ಲಂಬನನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ. ಈ ಶೇಖೆಯೊಡನೆ ಅದ 
ಎಂದು ಹೆಸರಿಸಿರಿ. (ಚಿತ್ರ-1 ನೋಡಿರಿ) ಆಗ 


(5) (17) ೧೦. 


ಈ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳನ್ನೂ ಉಳನಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ 

ಏಕೆಂದರೆ 

(9) ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೪, ಮತ್ತು 17 ಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳು 4 ಮತ್ತು ಗಿಗಳಗೆ Pav + Dy) = aP (೪) + DP(y) 


(1) ನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಸ್ಥಾಪಿಸುವುದು ಸ್ವಲ್ಪ ಕಪ್ಪ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು (0) 
ಸ್ರ 


ಟಿ 
ಸಿದ್ಧಿಸುವಂತಹ ಸುಲಭವಾದ ಎರಡು ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಸ್ಥಾನಿಸೋಣ. ಅವು ಹೀಗಿವೆ. 


(10) Pav) - 00(1) ಇದು )" ಯಕ್ಷಿರುವ ಎಲ್ಲ 1 ಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು 
ಎಲ್ಲ 4 ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ; 
(11) (15-೫3) - Pv)+ Py) ಇದು )' ಯಲ್ಲಿರುವ ೪, ಮತ್ತು 
೫, ಗಳಿಗೆ. 
ಸ ಸರಳೆ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ 


(10) ಮತ್ತು (11) ಸಮಾಕರಣಗಳು ಈಗ 
ಪರಿಶೀಲನೆಗಳಿಂದ ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತವೆ. ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಓದುಗನಿಗೆ ಬಿಟ್ಟಿದೆ. ಚಿತ್ರ 2 
ಮತ್ತು 3 ಸ ಹಾಯಕಮೌಗುವುವು. 

(0) ನ್ನ್ನ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಸಲು ನಾವು (1) ಮತ್ತು (11) ನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಬಳಸ 
ಬಹುದು. (11)ರ ಉಸಯೋಗದಿಂದ Pav, + hy; ) ಇ 00೪) -- 0(ಗಿ೪.)- 
(10) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಲು Pav) ಪಜ 0೧10೫) ಮತ್ತು ಸ ೫6%) - ರಿಗ್ಮಿ) 
ಇವೆರಡೂ ಸಂಯುಕ್ತವಾಗಿ ಸೇರಿ (0) ಸಮಾಕರಣನನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. 


me 





ಚಿತ್ರ-2 ಚಿತ್ರ-ಡಿ 
ನಾವು ಭಾಗ 6ರಲ್ಲಿ ನೋಡುವಂತೆ, ಪರಿವರ್ತನೆಗೆ 2) ಕೃ, ಸದೃಶವಾದ 
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ಒಂದು ಬೈಜಿಕ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. ನಾವು ಈಗ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿ 
ವರ್ತನೆಯ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೀವೆ. 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ. ೪ ಮತ್ತು W ಗಳು ಸದಿಶ ಸಮ ಷ್ಟ್ರಿಗಳ ಭಾಗಿರಲಿ. )"ಯಿಂದ ೪ ಗೆ 
ಒಂದು 7 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು, /// ಗೆ ಸೇರಿರುವ 7] ನಿಂದ 
ಸಂಕ ತಿಸಲ್ಬಡ ಡುವ, ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸದಿಶವನ್ಸು p ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸದಿಶ yi ನಿರ್ದೇಶಿಸುವ ಒಂದು ಸೂತ್ರವಿಧಿಯಾಗಿದೆ. ಇಪ್ಲೇ ಅಲ್ಲವೆ, 

ಮತ್ತು 3'ಗಳು ಭ ಯಲ್ಲಿದೆ ಮತ್ತು 0 ಮತ್ತು ಥಿ ಗಳ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 


ಇಬ 
ಗಳಾಗಿದರೆ, ಆಗ 


28 


( ೫) 7 (ax+by)=aTX+ 17)' 


ಬೀಕೆಗಳು : ಪರಿವರ್ತನೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯು ವಿವೂಸುಡದ 4 ಸೂತ್ರನಿಧಿ' 
ಎಂಬ ಪದದ ಉಪಯೋಗವನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಇದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ ವಿನರಿಸಲ್ಪದ 
ಈ ನದವನು ತೆಗೆದುಹಾಕುವುದಕ್ಕಾಗಿ ಸಾಕಷ 

ದ 


ಸೂತ್ರವಿಧ ಎಂದು ಹೇಳುವುದರ ಅರ್ಥ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. ಎಂದು 


po) 
2೬ 
ಥು 
ನ 
6 ಪ 
p 
ಕ 
ತ 
ಖೆ ಕ 
ಇ 
2 
2 
o 
Fy 
oO 
೭ 
೭ 
6 


ಹ್‌ 
> C 


ಖಿ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಲ) ರ “ಒಂದು ಆರೇ ಹೀನ ನಾಲ್ಕು ಆಯಾಮದ ಚಿ 
ಒಳಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ; ಇದು ಮನದಟ್ಟು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಲು ಕಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 
ನಾವು ಭಾಗ 0 ರಲ್ಲಿ ನೋಡುವಂತೆ, ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ಶನೆಯು 
ಯಾವಾಗಲೂ (2)ಕ್ಕೆ ಸವ್ಯ ಶವಾದ ಒಂದು ಸೂತ ತ್ರವಿಧಿಯ ುನ 
ಹೇಗಾದರೂ ಗಣನೆಯಲ್ಲಿ ವಿನಾ (12) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಸೂತ್ತನಿಧಿಸಳಂತೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ಆಲೋಚಿಸುವುದು ಸುವಿಭತರವಾಗಿದೆ. 
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(12) ರ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೀಗೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು, 
(8) T(aX)-aTX ಇದು ್ಭ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೆ 
ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ೧ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ. 


(3) (ರಿ) 71. 1-)713.7)1 ಇದು ಭಯೆಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
೫ ಮತ್ತು 1'ಗಳಿಗೆ 


ಇದೇ ಸಂಗತಿಯನ್ನೇ (10) ಮತ್ತು (11) ರಿಂದ (೪) ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸುವಾಗ 
ಣಪಯೋಗಿಸಲಾಯಿತು. (12) ಮತ್ತು (18) ರ ಸಮಾನಾರ್ಥಕತೆಯ ಸಾಧ 
ಸುನ್ನು ಒಂದು ಅಭ್ಯಾಸದಂತೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ (10) ಮತ್ತು (11) ರಿಂದ 
3) ನ್ನು ನಿಷ್ಟತ್ತಿಸುವುದರ ನಕಲು ಆಗುತ್ತದೆ. (28) ಕ್ಕಿಂತ (13) ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ 
ಇಗಿರುವುದರಿಂದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ (12) ನ್ನೇ ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಇದಲ್ಲದೆ ಯಾವುಜೀ ಅಪಾರ್ಥವೂ ಸರಿಣಮಿಸದಿರುವಾಗ ಪ್ರಕ್ಷೇಪ ಚಿನ್ಹೆಗಳನ್ನು 
ಕೈಬಿಡುವ ಸಂಪ್ರದಾಯವನ್ನು ಅಂಗೀಕರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು 7 ಒಂದು 
ಪರಿವರ್ತನೆ ಮತ್ತು ೫ ಒಂದು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರು 
ವಾಗಲೆಲ್ಲ, 71%?) ಎಂದು ಬರೆಯುವುದಕ್ಕಿಂತ, TX ಎಂದೇ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಆನೇಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೂ, ಅಂದರೆ (12)ನ್ನು 
ಪಾಲಿಸದಿದ್ದರೂ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಿಗೆ ಸದೃಶವಾದ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರು 
ತ್ತವೆ. ಕೆಳಗೆ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ, 


( 4) 5೫) ಇರ ಸ )-ತಿ) 

ಹೀಗ್ಗೊ' ನಿಂದ ಗೆ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆಯು ೪ ಆಗಿದೆ. 6 ಅನ್ನು ವಿವರಿಸುವ 
ಸಮಿಾಕರಣಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕಮಾಗಿದ್ದರೂ, [12] ರ ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನು $$ ಹೊಂದಿಲ್ಲ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, $(2(3, )4 (0, 1)) £25(8, 2)4 6(0, 1). ಹೇಗಾದರೂ 
5 ಅಷ್ಟು S(x, 2) ಎ (ಜೆ p)+(1 -2) ಎಂದು ಪುನಃ ಬರೆದರೆ ಆಗ $ 
ಎರಡು ಸರಿವರ್ತನೆಗಳೆ "ಮೊತ್ತ'ವಾಗಿದೆ. ಮೊದಲನೆಯದು (x, ))ಅನ್ನು (2x, ))ಗೆ 
ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ. ಎರಡನೆಯದು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಕವನ್ನೂ (1, -2) ಸದಿಶಕ್ಕೆ 
ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ $ ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಸರಿವರ್ತನೆಗೆ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ 
ಯಾಗಿದೆ, ಒಂಡು. ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಗೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ, ೪” ಯೆ ಒಂದು 
ಸಂಬಂಧಿತ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ಗ )`ಯ ಕೆಳಗಿನ ರೂಪದ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. 
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(15) 527%. 11, 


ಇಲ್ಲಿ 7ಯು || ಗೆ ) ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. ಮತ್ತು 
]/* ವು. ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಕೆಲವು ಫಲಿತಾಂಶ . 
ಗಳನ್ನು ಸಂಬಂಧಿತ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. 


ಗುಣಧರ್ಮ (12) ಎರಡಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಸದಿರಗಳಿಗೆ ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸು 
ತ್ತದೆ. 


ಗ7'ಯು Wನಸೆ ಭಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 

(10) ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ೫1, ೫,...೫* ಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು 
(10). ಯಾವುದೇ ೧, ಡು:-:, 0, ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ Ta X'+a 

Xa) ೯ 07% +aTX + +TAX" 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಿಗೆ (16)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಬೇಕಾದರೆ, 7 
(AX 0೫%) + ANT (aX +X )+UN 3) -7 
(aX '+0X")+aTX =a TX +aTX° + 4TX ಎಂಬುದನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 


7ಯು //'ಗೆ ಭ್ಭ ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಔರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದ ರೆ, ಆಗ 
ನಾವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ೪ ಯನ್ನು 7 ಯ ಪ್ರಭಾನ ಕ್ಷೇತ್ರ- ಅಥವಾ 7ಯು 
ಅದರ ಮೇಲೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡುವ ಸಮಸಿ, ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಯಲ್ಲಿರುವ ೫'ಗೆ 
TX ರೂಪದ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಗ್ರಹವನ್ನು 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಅಥವಾ 
ಪ್ರತಿಬಿಂಬ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇದು ಸಮಾಕರಣ 7¥ - ]'ಯು p ಯಸ್ಯ 
ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಪರಿಹಾರ ೫ ಅನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 3 ಗಳ 
ಗಣವಾಗಿದೆ. 71 ಎರ ಆಗಿದ್ದ ಕೈ ಆಗ ನಾನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ Tಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ನಮ್ಮ ಉದಾಹರಣೆಗಳು ಈ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಸೃಷ್ಟೀಕರಿಸುತ್ತವೆ. ೫5 ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶ (೧, ಗಿ)ಯು, 


ಎಬಿ 


a+b 2h 


ಎ ೯. 


ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ (2x+ )» x-y) ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದರಿಂದ, (೨) ರಿಂದ 
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ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ಔ* ಅನ್ನು ತನ್ನ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರ ವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 
೫೪ ಅನ್ನು ತನ್ನ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಾಗಿಯೂ ಹೊಂದಿದ. ಅಂದರೆ, (ಗಾಗ) ಯಾವುದೇ 
ಜೋಡಿಗೆ (1) ಸಮಾಕರಣಗಳು ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. (8) ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ;' ಯೆನ್ನ್ನು ಕನ್ನ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರವಾಗಿ ಹೊಂದಿದೆ. ಅದರ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು }, ಮೂಲಕ ಹಾಡುಹೋಗುನ ರೇಖೆಯೆ ಮೇಲಿರುವ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದು 


ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಎಲ್ಲ ಬಾಣಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 
ಸ) ರ ಮತ್ತು (8)ರ ಪರಿವರ್ಶನೆಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿವೆ. 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಲ್ಲದ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 


(17) TX, )»2) ಎ (28+ )-ಪಿ ಯ + 2-2) 


(17) ರ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರವು ಸ” ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, ಅದರ ಮಾ ಶಿ ಯು 028 ಅಗಿದೆ: 


A 
ದು. ಸಾಷಾನ್ಯವಾಗಿ ಈ ಸರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು 0 ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀ 
ಯ ಶೂನ್ಯ ಪರಿವರ್ತನೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ವಿಧಿ 
ಡಲ 


ಹ್‌ 

ಡೆ 

(ನ 

€L 

₹2೬ 

ಹ್‌ 

ಹತಾ 

ಸ 

BS ಲ್ಸ 


[181 ೪ ಯಿರುವ ಎಕ್ಲಿ ಸಗಳಿಗೆ 0-0 
ಸಾಮಾನ್ಯನ ನಾಗಿ af ಯಕ್ಲಿರ ವ (ಹಾ ಯೇ 3” ಯೆಲ್ಲಿರುವ] ಶೂನ್ಯ ಸದಿರವನ್ನು 


ಸೇಕೇತಿಸಿದಂತೆ ಆದೇ ನಿನ್ನಯ ನ್ನೂ ಈ ಪರಿವರ್ಶನೆಗೂ' ಉಪಯೋಗಿಸುವುದು 


ಬ 
ಕದಮೆ ತೊಡರೆನದಾಗಿವ. [15] ರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಈ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ( ೫)ನ್ನು 


py ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸರಳೆ ರೇ ಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗೆ ಕೆಳಗಿನ ನಿಯಮವು 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ನೀಡುತ್ತದೆ, 
( 1) NX=N, ಇದು |] ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಾ ಗಳಿಗೆ 
ವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸೆದಿಕನನ್ನು ಸ್ಥಿರಸಡಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
ಯಂ ಸ್ಟ ಕಾರಣಗಳಾಗಿ, py ಯ ಮೇಲಿನ ಸಾಮ್ಯಪರಿಕ ಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಸಾಗುತ್ತದೆ. ಸಹವಾಗಿ (10) ರಿಂದ ಏವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪರಂಕರ್ಮಿಯು (13)ನ್ನು 
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ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ೪ ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯನ್ನು ಅರ್ಥ ಮಾಡಿಕೊಂಡ ಮೇಲೆ, ನಾವು 7 
ಯನ್ನು ಬಿಡಿ ಚಿನ್ನೆ 1 ನಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಕಾಪಿಸುತ್ತೇವೆ. 

(2) ಪರಿನರ್ತೆನೆಯು [1] ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯೊಡನೆ ಒಂದು ನಿಕಟ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇದನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸೋಣ. ನಿಂದ ಢಗೆ 
7 ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. 31. (1, 0, ..., 0), 
ಸಿ22 (0,1,0,...,0)..., Xn =(0,0,...,0, 1) ಆಗಿರಲಿ.ಆಗ ಗೆ 
1೫1, ಸತ, ..., ೫} ಯು ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. /ಎ1, ೨, .../ಗೆ. R 
ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು 7 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಬರೆಯಬಹುದು, 
(20) TX'= (Ap Ai 2೫೪. Ani) 

4, ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. ಅದನ್ನು 7 ಯ 
. ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ; ಅಂದರೆ 4 ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆ, ಇಲ್ಲಿ 

Au dA 
(21) A= dn An: 6 An 

An Am: ಸ Ann 
12, ೫ಗೆ Aಯೆ ನೇ ನೀಟಸಾಲು 7X 'ಯ ನಿರ್ಜೀಶಕಗಳಿಂದ 
ಆಗಿದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆ (೨)ರಲ್ಲಿ, 7 (1, 0) (2,1) ಮತ್ತು T(0,1) -.(1, -1) 
ಇರುವುದರಿಂದ 7 ಯೊ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ : 


ಜಿ. 4 
ಗ 
ಇದು (1) ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ (17)ರಲ್ಲಿ T (1,0,0) =(2,1), 7(0,1,0).- 
(1, 1) ಮತ್ತು 7 (0, ೦, 1) - (-1,-1)ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 
ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ : ’ 
2 1 -) 
12 


13] 


ತ 


98 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


R ನಿಂದ ್ಣ”ಗೆ ಯಾವುದೇ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು (2) ಅಥವಾ (17) ರಂತಹ ಒಂದು 
ರೂಪದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ತಿಳಿಯಲು (20) ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ರಟಿತ 

ಇದ ಸೀಗೆ ಆಧಾರವು 1 33, (3, ..., Xn} ಆಗಿರಲಿ N= (xp xp 
ಸು) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ [(16) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ] Nc xX 1+ x, 
23, ಎ... (ಸಿಗಿ ಮತ್ತ್ತು... TX=xTXN + xTX +o 


TX" ಹೀಗೆ 7% (ಕೈರೋ AEA, Ay, 
Ana) tee x(n; A > Amn ಇದನ್ನೇ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ 


T(x, Xo ಯ್ಯ) ವ (AX ANT AX 
Aix + AN He + AX 
Amit Amit Anny 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


(35) 





ಟೀಕೆಗಳು: (21) ನ್ನು ಅಥವಾ (22) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಢಗ 
ನಿಂದ ಗಗೆ ರೇಖಾತ್ಮ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಸಿದ್ಧಾಂತವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಅಥವಾ 
ಮಾತೃಕೆಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಸ್ಕೃರಿಸಬಹುದು. ಇತಿಹಾಸ ರೀತ್ಯವಾಗಿ, ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಅಧ್ಯಯನವು ಹುಟ್ಟಿದ ರೀತಿಯೇ ಇದಾಗಿದೆ. ಗಣನಾತ್ಮಕವಾಗಿ, (21) 
ಅಥವಾ (23), (12)ಕೈಂತ ಬಹಳ ಹೆಚ್ಚು ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ. ಅಧಿಕ ಅಂಕನವು 
ಇರುವುದರಿಂದ ಬಹಳ ಸಲ ಪರಿಣಾಮಗಳ ಸರಳತೆಯನ್ನು ನುಸಳಿಸುವುದರಿಂದ, (21) 
ಮತ್ತು (22) ರ ಉಪಯೋಗವು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಬಹಳ ತೊಡಕಿನದಾಗಿದೆ. ಇದಲ್ಲದೆ, 
ಅನೇಕ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುತ್ತವೆ. ಅನೇಕ 
ಸಲ ಅಂತಹ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು (21) ರ ಅಥವಾ (2೫) ರ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸು 
ವುದು ಸಮಯದ ಅಪವ್ಯಯವಸ್ಟೆ. ಈ ಕಾರಣಗಳಿಗಾಗಿ (12) ರ ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನೇ 
ಬಲಪಡಿಸಿ, (21) ಮತ್ತು (22)ನ್ನು ಸಹಾಯಕ ಗಣನಾತ್ಮಕ ಸಾಧನಗಳೆಂದೂ 
ಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. ' 


ಇನ್ನೊಂದು ಪ್ರಶ್ನೆಯು ಇಲ್ಲಿ ಹುಟ್ಟುತ್ತದೆ. 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು, ಯ 
ಅಡ್ಡಸಾಲು (20) ಆಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯಂತೆ ಏಕೆ ವಿವರಿಸಬಾರದು? ನಾವು ಇದನ್ನು 
ಏಕೆ ಮಾಡಲಾರೆವೆಂಬುದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಕಟ್ಟಿನ ಕಾರಣವೂ ಇಲ್ಲ ಮತ್ತು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಬೀಜಗಣಿತದ ಅನೇಕ ಪಠ್ಯಗಳು ಹಾಗೆ ಮಾಡುತ್ತವೆ. (21) ರ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಇದು ಮುಂದಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸರಳಗೊಳಿಸು 
ತ್ತದೆ. 
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7' ಯು (22) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದರೆ, 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು ಹೇಗೆ 
ಲೆಕ್ಕ ಹಾಕಬಹುದು ? ಔ”ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು (7, ೫ ***, ೫) ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ ಕೇವಲ 7 (2೧ ೫೨೨೫) (Yop ೨) ಯು, ಔಂನಲ್ಲಿ 
(Xx ೫) ***, 2೧) ಎಂಬ. ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ; (೫,೫2೨ ---, 
ಗಾ)ಯೌ 7ಯ ವ್ಯಾಪಿ ಯಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. (22)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಪುನಃ 
ನಿರೂಪಿಸಿದಲ್ಲಿ, ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಹೊಂದುವೆವು. 


ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯೂಹವು ಕನಿಷ್ಟ ಒಂದೇ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ 


0 ಚಟ ಲ ಲ FAX 
2A FAX A 
(23) 
೨೫೬ = Amit AmXa + ve Anna 
(Yo ¥> °°» Yn) ಯು 7ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿದೆ; 


(23) ನ್ನು ಸಂಸ್ಕರಿಸುವ ತಂತ್ರಗಳನ್ನು ಭಾಗ 2, (18) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


ನಾವು, ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಕೆಲವು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯದು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 


ಪ್ರನೇಯ 7. ಯಿಂದ 1ಗೆ ಆದ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 
T ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೆಳಗಿರುವುದು ನಿಜವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


`(8) 700 
(ಏ) ಯ ಒಂದು ಉ ಪಸಮಸ್ಪಿ ಯು' ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೫ನ ಪ್ರತಿ 
ಬಿಂಬವು, ಅಂದರೆ, ೪ ನಲ್ಲಿರುವ y ಕೊಂದಿಗೆ ಎಲ್ಲ 7೪ಗಳ ಗಣವು, ೫ನ 
ಒಂದು ಉಸ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ : 70) ಎ7(0.0/)ಎ0,7 (0)) 01% ಎಂದಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ 
0 ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ. ' 0೪ ಯು ೪ ಯೆ ಮತ್ತು 0|ವು ಚನ ಸೊನ್ನೆ ಯಾಗಿದೆ. 
ಈಗ ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು U ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಗವು ೪ನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬ 
ವಾಗಿರಲಿ, ಆಗ 0 ಯು ೪ ನಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು 70--0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
0 ಯು ಗ್ರ ನಲ್ಲಿದೆ. 7 ಮತ್ತು 7₹ಗಳು, ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆಗ ನಾವು TX -Y" 
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ಮತ್ತು 7೫ Y: ಆಗಿರುವಂತೆ U ನಲ್ಲಿ ಸ: ಮತ್ತು X ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬಹುದು. 0 ಒಂದು ಉಪಸಮಸಿ ್ರಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ 2೫1. ೬] 13ಯು 
[| ನಲ್ಲಿದೆ... ಆದರೆ 7. ೫೦೬7] + TX =Y'+Y. 
ಹೀಗಾಗಿ Y 14 Y?ಗೆ ಪರಿವರ್ತಿತವಾಗಿರುವ, ೫4% ೫" ಎಂಬ ಒಂದು ಸದಿಶ 
ವನ್ನು 0 ನಲ್ಲಿ ನಾವು ಕಂಡು ಹಿಡಿದಿರುವುದರಿಂದ, 4+ ]*ಯು ರ ನಲ್ಲಿದೆ. 
0, ನಲ್ಲಿ Y ಇರಲಿ ಮತ್ತು 71% Y ಆಗಿರುವಂತಿ ನಲ್ಲಿ X ಅನ್ನು ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡಿರಿ. ಆಗ ೧1ಎ (7%) ಎ 7(0 x) ಆಗುವುದರಿಂದ 0 Y ಕೂಡ ಗ 
ನಲ್ಲಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 1 ನ ಒಂದು ಉನಸಮಸ್ಟಿಯು ಲೃ ಆಗಿದೆ. ೦.೯.0. 


೫8 ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆಗಳನ್ನು Rನv ಗಸಸಮಸ್ಟಿ ಗಳಿಗೆ 
ಅಂದರೆ, (0, 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿಗೆ, (0, 0) ಮೂಲಕ ನ ರಾ "ಒಂದು 
ರೇಖೆಗೆ ಅಥವಾ ಸ್ವಯಂ ಔ* ಮೂಲಕ 7 ಪರಿವ ರ್ತಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಪ್ರಮೇಯ 7 ಹೇಳುತ್ತದೆ. 7 ಯು ಆಯಾಮನನ್ನು ಹೆಚ್ಚಿಸಲು ಆಗುವುದಿಲ್ಲ 
ವೆಂಬುದನ್ನು ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ ಕೀರ್ಮಾಸಲಾಗುವುದೇನೆಂದರೆ, 
7 ಯು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದು 
ವಿಗೆ ಆಥವಾ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಒಂದು ರೇಖೆಗೆ 


ಜಿ 


ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು. 


ಮೇಯ 7 ರ ವಿಶಿಷ ಷ್ಟ ಸ್ರಸಂಗವು ಒಂದು ಕೂತೂಹಲಕರವಾಗಿದೆ. 0 - |” 

ಆಗಿದ್ದರೆ, ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯು ನಿಶ್ಚಿ ತವಾಗಿ ೪ ಆಗಿದೆ. ಈ ಪ್ರಸಂಗ 

ದಲ್ಲಿ ಲನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವು 7ಯ ನ್ಯಾ ಪ್ರಿ ಯಾಗಿಜಿಯಾದ್ದ ರಿಂದ ನಾವು 7ಯ 
ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸು ತ್ತೇವೆ 


ಪ್ರಮೇಯ 7 ರಲ್ಲಿರುವ ಂತೆ 7, ೪, ೪ ಮತ್ತು ರ ಗಳು ಇವೆಯೆಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. [/ ನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವು ಲ ಆಗಿರಲಿ. (3, ೫3... ೫೬) ಯು 
U ವನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಲಿ. Y ಯು ಗ್ರನಲ್ಲಿರುವ ಮತ್ತು 7% -. Y ಆಗಿರುವಂತೆ 
ನಲ್ಲಿ ್ಸ ಇರಲಿ. (೫೫5. ೫೬ ಯು. (1 ನನ್ನು ಸಿರ್ಮಿಸುವುದ 
ರಿಂದ, X=cX! ಸಸರ ಎರ (ಒಯೆಗೆ ಆಗಿರುವಂತೆ (1 ('2» we Cy 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಆಗ Y= 7X--0, TX ' +0,TX" 
yk (721 ಅಂದಕಿ ITXL TNL. TX} ಯ ಒಂದು 
ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯು Y ಆಗಿದೆ. 7 ಯು ನಿರ್ಮಿತವಾಗುವ ಗಣಗಳನ್ನು, 
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ಸರ್ಮಿತವಾಗುವ ಗಣಗಳನ್ನಾಗಿ ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂದು ಇದರಿಂದ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ 
ಆಥವಾ ಇನ್ನಷ್ಟು ನಿಖರವಾಗಿ ಹೇಳುವುದಾದರೆ 


( 2೧, XX" } ಯು U ನನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿದರೆ ಆಗ 
(34) {TX TX’, TX*} ಯು Uನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಇದರ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿ ನಾವು ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. (25) Uನ 
ಆಯಾಮವು ಟನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬದ ಆಯಾಮಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿದೆ ಅಥವಾ ಅದಕ್ಕೆ ಂತೆ 
ದೊಡ್ಡ ದಾಗಿದೆ; ಅಂದರೆ 7 ಯು ಆಯಾಮನನ್ನು ಹೆಚ್ಚಿ ಸಿಕೊಳ್ಳು ವುದಿಲ್ಲ. ಇದನ್ನು 
ನೋಡಬೇಕಾದರೆ, ( X1, XX } ಯು 0 ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. 
ಆಗ (24) ರಿಂದ {TX 7%13...,7%/* | ಯು 1ನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬನನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ. ಭಾಗ 8 ರ [£8] ರಿಂದ ನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬದ ಆಯಾಮ [ಇಹ 
dim U ಎಂದು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


7ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯ ಆಯಾಮವು. ಒಂದು ಮಹತ್ವದ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ. 
೪ -R್‌ಮತ್ತುW-R" ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ, ಈ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ, 7ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯ ಸ್ಥಾನವೂ ಒಂದೇ ಆಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಲ್ಲಿಯವರೆಗೆ ಈ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 7ಯ ಸ್ಸ ನ ಎಂದು ಕರೆಯುವುದರಲ್ಲ ಏನೂ ತೊಂದರೆಯಿಲ್ಲ. ನಾವು 
ಇವನ್ನು ಸ್ಥಾನ (7) "ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಸ್ಥಾನ (7)ಯು 7 ಯ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿಯ ಆಯಾಮವಾಗಿದೆ. 
7 ಯೊಡನೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಇನ್ನೊಂದು ಪ್ರಮುಖ ಉಪಸವ ಮಸ್ಟ್ರಿಯು 
ಕಳಗಿನದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 


7%..0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಭ ಯಕ್ಷಿರುದ ೫ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ೪” ಯ 
ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. ಈ ಉಪಸ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು 7ಯೆ ಶೂನ್ಯ 

(20) ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದರ ಆಯಾಮವನ್ನು 7ಯ 
ಶೂನ್ಯತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಶೂನ್ಯತೆ (7) ಎಂದು 
ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


7 ಯೆ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯು M ಆಗಿರಲಿ, 70-0 ಅಗಿರುವುದರಿಂದೆ, ನಾವು 
ಯು ನಲ್ಲಿ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. ೫1 ಮತ್ತು ಗಳು ಬ ನಲಿ. 
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ಆಗ. TX ಎ TX ಎ 0. ಹೀಗೆ 0. 7%. 7312 - 7(೩1. ೫2) 
ಆಗುವುದರಿಂದ ೫1 ೫, ಸ ನಲ್ಲಿದೆ. 7%. 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


0-17೫ --7(0%) 


ಆಗುವುದರಿಂದ ನಲ್ಲ x ಇದ್ದರೆ aX ಕೂಡ ಹ ನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಇದು (26)ನ್ನು 


6 ಮಿ 
ಸ್ಥಾ ನಿಸುತ್ತ ದೆ. 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಉದಾಹರಣೆಗಳೊಡನೆ ಸ್ಪಷ್ಟ್ರೀಕರಿಸೋಣ. T ಯು 
(೨) ರಿಂದ ವಿನರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಷರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 7(5,2)-(8, 1). 
ಅಲ್ಲದೆ 7 (36 2೧ (8೧4 ೧: ಅಂದರೆ 7 ಯು { (3, 2) | ರಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು {T (3, 2) } ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪ 
pe ತ್‌ 3 ಹ 
ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ. 7" (2೧ ))) ಐ (೧, 0) ಸಮಾಕರಣವು (೫, )) - 
(0, 0) ಎಂದು ನಿರ್ಬಂಧಿಸುವುದರಿಂದ 7 ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯೆ ಕೇವಲ (0, 0) 
ಯಿಂದ ಮಾತ್ರ ಆಗಿದೆ. 7'ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು 172 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 7ಯ ಸ್ಥಾನವು 


೫ ಆಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ (೫) ರಲ್ಲಿ, ಗ ಸೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ, 0 ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸಮತಲನು 0 ಯಿಂದ 0 ಗೆ ಪರಿವರ್ತಿತವಾಗಿದೆ. 0 ಮೂಲಕ 
ಹಾದುಹೋಗಿರುವ ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ ಸಮತಲವು ಗ್ಗ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿರುವ 
(ಖೆಯನ್ನು ಅದರ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವಾಗಿ ಹೊಂದಿದೆ. ಗಯಿಂದ 0ಗೆ ಸರಿವರ್ತಿತವಾದೆ 
ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು ೫ ಗೆ ಲಂಬನಾಗಿರುವ 0 ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿರುವ 
ಸಮತಲದಲ್ಲಿಯೇ ಇರಬೇಕು. ಹೀಗೆ ಶೂನ್ಯತೆ (0) - 2. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ 0ಯ 


Ww 
ಶ್ರೇಣಿಯು 'ಟೃನೆ ಎಲ್ಲ ಅಪವರ್ತ್ರಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಸ್ಥಾನ P)=1 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ (1೬) ರಲ್ಲಿ, ನಾವು ಶೂನ್ಯತೆ (0) dim V ಮತ್ತು ಸ್ಥಾನ 

(0)0 .. ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. (10) ರಲ್ಲ ನಾವು ಶೂನ್ಯತೆ (7%) - 0 ಮತ್ತು 

ಸ್ಥಾನ್ತ (14) =dim V ಎಂದೂ (17) ರಲ್ಲಿ ನಾವು ಸ್ಮಾನ (7) =2 ಎಂದೂ 

ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಏಕೆಂದರೆ (4,ರ)ಯ ಯಾವುದೇ ಆಯ್ಕೆಗೆ ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳು 
ಒಂದು ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ, 

೧೫. )-2' 

b= x+y-2 
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ಈ ಪಂವರ್ತನೆಯ ಶೂನ್ಯ. 'ಸಮಸ್ಟಿ ಮತ್ತು ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ಮಾತೃ ಕೆಯ ಶೂನ್ಯ, 
ಸಮಷ್ಟಿಯು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ 


ಇದರ ಅಯಾಮ 1. 


ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, 7 ಯು ಸ” ನಿಂದ ಔಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7.ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯೂ, ಮಾತೃಕೆ (21) ರೆ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಸಷ್ಠಿಯೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. ಈ ಸಂಗತಿಯು (22) ರಿಂದ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಿದ್ಧಿಸು 
ತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 7 (x4 xp x) (0, ೧, ..., 0) ಎಂದು ಹೇಳುವುದೂ 
ಆಥವಾ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಹೇಳುವುದೂ ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ, 


AUX Ai2X2 ಡೋ ದೆ AX =) 
ANY AX Ra Amx,=0 


Ami + AmaXa + “ek ಗ್ಗ ಆ.೧0, 


ಆದ್ರ ರಿಂದ (x) ೫% ೨೨3 ೫) ಬನ್ನು] ವುದು 7 ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗುವುದು 
ಕೇನಲ ಅದು (2%) ಕೈ ಒಂದು ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


ಸ್ಥಾನ (7) ಮತ್ತು ಶೂನ್ನ ತೆ (7) ಗಳ ನಡುವಣ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಂಬಂಧವನು 
ಕೆಳಗಿನ ಸ್ರ ಮೇಯೆದಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗುತ್ತದೆ, 5 


ಪ್ರಮೇಯ 8. ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 7ಯು 
೪ ಯಿಂದ Wi ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿನರ್ತನೆಯಾಗಿದ್ದ ಕೈ ಆಗ ಸ್ಥಾನ 
(T)+ ಶೂನ್ಯತ (7) - dim V- 


ಸಾಧನೆ. (೫೫. ೫") ಯು 7ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಗೆ ಒಂದು 
ಅಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ಉಪಸಿದ್ಧಾಂತ ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ೪'ಯ ಒಂದು ಧಾ 
{XN Ny ಆಗಿರುವಂತೆ (೫೪1, ೫೬2, ..., ಸ) ಸದಿಶಗಳನ್ನು 
ನಾವು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು, (ನಾವು | --0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು, ಇಲ್ಲ 
ಗೆ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ನಿರಾಯಾಸವಾಗಿ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ) ಆಗ (24) 
ರಿಂದ:7 ಯೆ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು (7%, TX, .... 7%] ಯು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ. 
ಹೇಗಾದರೂ, 7 ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯಲ್ಲಿ 13/1, ೫5... 2೫] ಯು ಒಳ 
ಗೊಂಡಿದೆ. ಹೀರೆ TX'=T ತ... 71 * 0. ಇದರಿಂದ T ಯೆ 
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ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು (TX*'!, TX"... TX} ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೀರಾ 
ಸಲಾಗುತ್ತದೆ. (7% *', TX"... TX} ಒಂದು ನಿರಲವಂಬಿತ ಗಣ 
ವೆಂದೂ ಮತ್ತು ಈ ಕಾರಣದಿಂದ 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. TX" CTX 2... (7.1 ಎ0 ಆಗಿರು 
ವೆಂತೆ( (ಲ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 0- Te XE 
೧2ರ tN) ಆಂದರೆ ಸದಿರ NINE CN 
ಡಸ ಗಡವು 7 ಯ ಶೂನ್ನ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಸೇರಿದೆ. ಇದು (೪, (2, ..., 
XK) ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿ ಸಲ್ಪ ಬದ, ಹೀಗೆ Cs Cys ಅಗ್ಲಿ ಸಂ ೧ಖ್ಯಗಳನ್ನು XN 
GX +N ಆಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. "ಇವನ್ನು 
ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ 0 XN ON NX 

NE +N CN ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. {X', X, 


Ny ಯ ಿರವಲಂಬನೆಯಿಂದೆ - (| CCC Cui 
pe ು ಡಿ 1 ಎ ಡಿ 

ದಂ ನಲ್ಲೆ (0) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. Cu pA Ck “TA 

TX 0 ಈಗಿದ ಸರೆ ಆಗಲ ಗ್ಗ 0 ಆಗುತ್ತವೆ ಎಂದು 


ಭದ | 
ರಿಸಿದೇವೆ. 7ಯೆ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಗೆ ATX TX... TX") ಒಂದು 
ಅಧಾರವಾನಿದೆಯೆಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸು ತ್ಲೇವೆ. ಆದ ರಿಂದ ರೂನ್ಯಕಿ (7) ೬ಓ. dim 

ಅ ಟಿ 


) 
pV ॥ ಮತ್ತು ಸ್ಥಾ ದ (7)- ಗು ಇದೇ ನಮ್ಮ ಇಚ್ಛಿತ ಫಲಿತಾಂಶವಾಗಿದೆ 


ಟೀಕೆಗಳು : ಇದು ಓದುಗನು ಹೆಚ್ಚು ಜಾಗರೂಕಶೆಯಂದ ಅಭ್ಯಸಿಸ 
ಗಿ 
ಬೇಕಾದಂತಹ ಒಂದು ಮೂಲಭೂತ ಪ್ರಮೇಯನಾಗಿದೆ. 7 ಯೆ ಶೂನ್ಮಸಮೆಸಿಗೆ 
| [J] ಟೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಪೆಮಾಡಿದೆವೆಂದೂ, )'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿ ವಿಸ್ಮರಿಸಿದೆ 
ಅಮ ದ್‌ ಪಕ ರಳ ಕಾರಂತ ಜ್‌ ಜಗ 2೩1 ಲ ತ್ಮ ಜೆ pe) 
ವೆಂಸೂ ಮತ್ತು ಅಧಿಕ ಸದಿರಗಳ ಪ್ರತಿಬಿಂಬಗಳು 7 ಯೆ ವ್ಯಾನ್ತಿಗೆ. ಒಂದು ಆಧಾರ 
ದ್‌ ದೆ ಮಸಿ ಮ n ERS 
ವನ್ನು ರೂಪಿಸಿದವೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿದೆವೆಂಬುದನ್ನ್ಯೂ ಗಮನಿಸಿರಿ ಶೂನ್ಯಸೆಮಸಿ 
} | ೨ಬ 
ಎ ದ್ನ ೨ ಹ ಗಾ 
ಯಸ್ಯ (ಸ ಸಶಿ. ಯು ಒಳಗೊಳ್ಳ ಲ ಟ್ಟತ್ತು --೦ಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು 


XN ಹ ಯನ್ನ ನಿರ್ಮಿಸಿತು ಬಂಬ ಬುದನ್ಮ್ಯೂ {N,N 
ಸಯ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿತು ಎಂಬುದ ನ್ನೂ ಕೊನೆಯದಾಗಿ 
| ಜ್‌ ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿತ್ತು ಎಂಬುದನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸಿದೆವು, 
ಈ ಆಧಾರಗಳ ಜಾಗರೂ ಕ ಆಯ್ದೆಯ ತಂತ್ರವು ಮುಂಡೆ ಫಲಿಶ ಸಂಶಗಳನ್ನು ಸಡೆಯಲು 


ಉಪಯೋಗಿಸಲ್ಪಹುಪ್ಪದು. ಅಲದ ಕೆಲವು ಅಭಾ ಲ ಸಿಗಳಳ್ಳೂ ಉಸಯುಕ್ತವಾಗಿರುವುದು. 
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7 - Rn ಮತ್ತು WR ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು. 4 ಯು 7ಯ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಸ್ಥಾನ (7) -ಸ್ಕಾನ (4) ಎಂದು ತೋರಿಸಲು 6 ಮತ್ತು 8ನೇ 
ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು "ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಇದು ಶೂನ್ಯತೆ (7) ಎ ಶೂನ್ಯತೆ (4) 
ದಾ ೫-ಸ್ಮಾನ (A) --ಸ್ಟಾನ (7) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತ ಜಿ. 4 ಮತ್ತು 
7ಗಳ ಹೆಚ್ಚಿನ ಜಾಗರೂಕ ಪರೀಕ್ಷೆಯು ಇದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನದನ್ನು ಹೊರಗೆಡಹುತ್ತದೆ. 
X1=(1,0,...,0),..., ೫3ಎ(0, 1,0, ..., 0,..., ¥n=(0, 0, 
..೨0,1,) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ 4 ಯ ನೀಟಸಾಲುಗಳು 7%, TX’,...,TN? ಸದಿಶ 
ಗಳಾಗಿವೆ. (೫3, [2,..., ೫"}ಯು 7” ಅನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುವುದರಿಂದ (24) ರಿಂದ 
T ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು 17271, TX’, ..., TX} ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆಂದು 
ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಆದರೆ ಸ ಯ ನೀಟಸಾಲುಗಳ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳ ಗಣವು, 
4 ಯ ನೀಟಸಾಲಿನ ಅವಕಾಶವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 


(28) ಸಾ ಸ್ಥಾನ (A) = 4 ಯೆ ನೀಟಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟಿ ಯ ಆಯಾಮ. 4ಯ 

ಅಡ್ಡೆ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಯ ಯ ಆಯಾಮವನ್ನು ಅನೇಕ ಸ್ಟ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾ ಸ್ಥಾನ 
ಎಂದು ಮತ್ತು ಯ ನೀಟಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಯ್ರಿಯ ಆಯಾವ ವನ್ನು ಅನೇಕ ಸಲ 
ನೀಟಿಸಾಲಿನ ಸ ಸ್ಥಾನ ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇವೆರಡೂ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಸಮವೆಂದು 
(28) ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


7 "ಯಿಂದ? ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ 7 ಯಸಾ ಸ್ಥಾನವನ್ನು 
ಗಣನೆ ಮಾಡುವುದಕ್ಕೆ ಹೇಳಿಕೆ (28) ಒಂದು ಅನುಕೂಲ ಸಾಧನನನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ಡೆ. 
ಕೇವಲ 7ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯನ್ಸು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು. ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 
ಸಂಕುಚನೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಅದರ ಅಡ ಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನವನ್ನು ಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಆದರೆ ನಾವು 7ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಇಚ್ಛಸ 
ಬಹುದು. ನಾವು ಇದನ್ನು ಹೇಗೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ? ನಾವು 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ರೂಪಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಒಂದು ಫೀಟಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆ ಮಾಡಿದ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ 
ರೂಪವನ್ನು ಸಡೆಯುವವರೆನಿಗೂ ನೀಟಿಸಾಲನ್ನು ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದು. (ನೀಟಸಾಲಿನ 
ಸಂಕುಚನೆಯ ಮತ್ತು ನೀಟಸಾಲು ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪ ಇವುಗಳ 
ವಾ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ನಸಂಕುಚನೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿದವುಸಳಿೆ ಸದ್ಯ ಶವಾಗಿನೆ.) 
ಇನ್ನೊಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 7 ಯ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವನ್ನು ಹೇಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುತ್ತೇವೆ? ಇದನ್ನು ಈ ಮೊದಲು ಪ್ರ ಪ್ರಮೇಯ 0ರ' 

ಸುಧಸಿಯ್ಲಿ ವ ಮಾಡಿದ್ದಿ ನೆ. 7ಯೆ ಮಾತ ಕೆಯನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತೆ ಷೆ. ಈ ಮಾತೃಕೆ 
14 


ಸಿ 
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ಯನ್ನು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು ಭಾಗ 8ರ (88) 


ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 1 21, [*.... Xr ಅನ್ನು ಗಣಿಸುತ್ತೀವೆ. 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ರಚಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ 8 ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಂಕುಚನೆಯಾದ ಮೇಲೆ ಉಳಿಯುವ ಚರಾಂಕಗಳು 8 ಭ್ಶ['...., 
೫. ಗಳಾಗಿರಲಿ. (ಪ್ರಮೇಯ 6 ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ನೋಡಿ.) ತನ್ನ ಸೃ ನೇ ಘಟಕವು 
1 ಆಗಿರುವ ಮತ್ತು ಉಳಿದ ಘಟಕಗಳು 0 ಆಗಿರುವ ಸದಿಶ 2,1೬1, 2, ..., 
3 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ . 

(೩1 NN 7, 23... 7] ಯು Rೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


(9) 


ಇದನ್ನು ತೋರಿಸುವುದು ಸುಲಭ. ಪ್ರಮೇಯ ಇರ ಸಾಧನೆಯ ಪ್ರಕಾರ 
!72:1,72,....77೯,, |] ಯು 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 
ಈ ನಿಧಾನದ ಅನುಕೂಲವೇನೆಂದರೆ 7 ಯ ಮಾತೃಕ ನನ್ನ್ನ ಅಡ್ಡಸಾ ೨ನ ಸಂಕುಚನೆ 
ಮಾಡುವುದರಿಂದ ನಾನಾ ಬೋಧಪ್ರದ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಜೊರಕಿಸಬಹುದು. ಈ 
ಮಾತೃಕೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟಿಗ್ಗೆ 7 ಯ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಮತ್ತು 7ಯ 
ಪ್ರಿಗೆ ಇವುಗಳಿಗೆ ಒಂದೊಂದು ಆಧಾರವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಪ 02 
ಭದ 


(1 


ರು ಒಂದು ಆಧಾರದ 


ದ್ರ 

ಮೇಲೈ ಅದು ಬೀರುವ ಪ್ರಭಾವದಿಂದಲೇ ಸಂಪೂರ್ಣನಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಇದು ಆಗ್ಚರ್ಯಕರವಾಗಿರಬಾರದು. ಫರಿತಾಂಶ (22) 
1 ನಿಂದ ಔ" ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ಒಂದು ಆಧಾರದ ಮೇಲೆ ಅದು 
ಬೀರುವ ಪ್ರಭಾವದಿಂದಲೇ ಎಂದರೆ (21) ರಿಂದ್ಧ ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡು 
ತಜಿ ಎಂಬುದನ್ನ ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ನಮ್ಮ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸ್ಥಾಹಿಸುವುದ 

ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಸಮಾನತೆಯ ಒಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದ ಅಮ್ಯುಕತೆ ಇದೆ, 
ಎರಡು ರೇಖಾಕ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಅವು ಒಂದೇ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರವನ್ನು ಮತ್ತು ಒಂದೇ 
ಪ್ರಭಾವವನ್ನ್ನ ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಅವನ್ನು ಸಮಾನ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಕೇವಲ 7 
ಮತ್ತು € ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ೪ ಎನ್ನೋಣ, ಪ್ರಭಾವ್ಮಕ್ಷೇತ್ರವಾಗಿ 
ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು |” ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಾ NVA 7%... 9% ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
7.6 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಒಂದು ಪ್ರಮೇಯದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಪ್ರನೊಸಯ 9. ಸ ಒಂದು ಆಧಾರವು {¥1, X?,..., ಸ(]ಆಗಿರಲಿ W 
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ನಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಯಾವುಜೀ ಗಣವು (7. Y5..., Yh} ಅಗಿರಲಿ. 
ಆಗ TX'= Y'i=1,2,...n ಆಗಿರುವಂತೆ ನಿಖರವಾಗಿ p'ಯಿಂದ ಗೆ 
ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ ಇದೆ. 


ಸಾಧನೆ: 7ಗೆ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ನೀಡಲಾಗುತ್ತದೆ. ೪ ಯಲ್ಲಿ x 
ಇದ್ದರೆ, ಆಗ X=c XN" +N +. +08" Vೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 
1X1, X5೫) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೫ ಗೆ ಈ ಪದೋಕ್ರಿಯು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 

ಭಾಗ ರಲ್ಲಿ (24) ರ ಮೇಲಿನ ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ನೋಡಿ] TN ಅನ್ನು ೧,೫! 
AY te" ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಗ ನಾವು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶ ಸಗ 1 ನಲಿರುವ ಒಂದು ಏಕ್ಸೆಕ ಸದಿಶ 7೫ ಅನ್ನು 
ನಿರ್ದೇಶಿಸುವುದರಿಂದ, 7 ಯು ೪ಯಿಂದ Wಗೆ ಆದ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. 
T7ಯು (12)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆಂಬುದು ಸುಲಭ. (ಎ0. Xn40. 
N+... ಎ. 0. ಸ 141401. ON ಆಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ 1 ಆ | ಆಗಗೆ TX'= Y' ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದು 7ಯ ಅಸ್ತಿತ್ವವನ್ನು 
ತೋರಿಸುತ್ತವೆ 

ಈಗ ಛಿ! ಎ. 71, ;-. 1, ೨,...,/ ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಯಿಂದ Wಗೆ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು $ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ, ೫-0, Xx 
CA++ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ TY-c ೫ ೧೩೫3... ಲ.” 
SNCS 5% ಎ 5೧೩ ೧... 
೫7) = SX. ಆದ್ದರಿಂದ €.-7. ೧.8.೧. 





os 


ತೀ 


ಟೀಕೆಗಳು : ಪ್ರಮೇಯ 9ರ ಸಾಧನೆಯ ಮಹತ್ವದ ಅಂಶವು ಆಧಾರ 
(XN |, ನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ೫ ಅನ್ನು ವಿಕೈಕವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದೆಂಬ 
ಸಂಗತಿಯಲ್ಲಿಯೇ ಇದೆ. ಈ ಪ್ರಮೇಯವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಈ ಸಂಗತಿಯ ಪುನರ್‌ 
ನಿರೂಪಣೆ ಮಾತ್ರ ಆಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಭಾಗ 6 ರಲ್ಲಿ ಇನ್ನಷ್ಟು ಪರಿಶೋಧಿಸಲಾಗುವುದು. 

ಒಂದು ಆಧಾರದ ಮೇಲೆ 7'ಯ ಪ್ರಭಾವವನ್ನು ಕೊಟ್ಟರೆ ಸಾಕೆಂದು 
ಪ್ರಮೇಯ 9 ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಈ ಕಾರಣದಿಂದ ೪'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 11, 
XN} ಆಗಿರುವಾಗ್ಯ 7%! ೫1, ;-. 1 ೨,...77 ಈ ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳಿಂದ 7 ಯು ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರ 71ಎ 1], 
j=], 2,..n ಆಗಿರುವಂತೆ, ]' ಯಿಂದ Wಗೆ7ಯು ಆ ಏಕೈಕ ರೇಖೀಯ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಇತರ ಸದಿಶಗಳ ಮೇಲೆ 7ಯು 
ವಿವರಿಸ್ಬಟ್ಟದೆ ಎಂಬುದೇ ಇದರ ಅರ್ಥ. 
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ಹೀಗೆ (3) ರ ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ಕೆಳಗಿನ ಎರಡು ಸಮೀಕರಣ 
7೪90ದ ವ್ಯಾ ಸಿದೆ. 
7/(1,0) (3,1). TOV =(1 =) 


ನಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು { (1, 2), (0, 1) ; ಕೂಡ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
7ಯು 7(3, 2) ಎ (8, 1) ಮತ್ತು 7(0, 1) = (1, -1) ಇಂದಲೂ 
ರಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟದೆ. (17) ರ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು. ಕೆಳೆಗಿನ ಮೂರು 
ರಮಾಕರಣಗಳಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. 


T(1,0,0) ಎ (2, 1), 7(0, 1, 0) = (1,1) ಮತ್ತು. 7 
0,0, 1)=(-1, -1). ನಾವು (8) ರ ಕಡೆ ನೋಡೋಣ. 11. ೪,,ಯು 
ರರಸ ನ್ಸರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವಂತೆ 1', ಮತ್ತು 1 ಗಳು ಆಯ್ತೆ 
ಯಾಗಲಿ, ಆಗ pಯು ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಂದ ವಃ pp ಖ್ಯಿಸಲ್ಪ ಡುತ್ತದೆ, 


PVI=V,, PY I= (PV) = 0. 


ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಕ್ರ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ನಾನಾ ದಾರಿಗಳನ್ನು ಈಗ 
ಕೊಂದಿದ್ದೆ ವೆ. ವಿವರಿಸ ಸಬೇಕಾದ ಸಮಸ್ಠಿಗಳು ಕಾರ್ಟೀಸಿಯನ್‌ ಸಮಸ್ಪಿ ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 
21) ಅಥವಾ (22)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಪ್ರಮೇಯ 0 ನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸ 
ಹುದು ಮತ್ತು ಒಂದು ಆಧಾರದ ಮೇಲೆ ಪ್ರಭಾವವನ್ನು ನಿಯಮಿಸಒಹುದು. ಅನೇಕ 
jo ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ವಿವರಣೆಗಳನ್ನು ಸಹ ಕೊಡಬಹುದು. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವನ್ನು 


ಳಗೆ ನೋಡೋಣ. 





ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿನ ಕೊನೆಯ ಕಾರ್ಯವೆಂದರೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಮೇಲೆ 
[ರವೇರಿಸಬಹುದಾದ ಕೆಲವು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಪರಿಚಯ ಮಾಡಿಸುವು' 
ಣಗಿಡೆ ನಾವು ನೋಡುವಂತೆ ಸರಿಯಾದ ಕಟ್ಟುಪಾಡಿನಲ್ಲಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಳನ್ನು "ಕೂಡಬಹುದು', "ಗುಣಿಸಬಹುದು', "ಅದಿಶ ಗುಣಿಸಬಹುದು' ಮತ್ತು 

ಲವು ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ "ಭಾಗಿಸಲೂ' ಬಹುದು. ಈ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ಅತ್ಯಂತ ಪ್ರಮಖ 
ಇದುದು. ಗುಣಾಕಾರ. ಉಳಿದವು ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿವ ವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ನಿರ್ವಹಿಸಲು 
ಚ್ಚು ಪ್ರಾಥಮಿಕವೂ ಮತ್ತು ಸ್ವಲ್ಪ ವಧಿನಿದಿತ' (ನಿಯಮಿತ) ಸಾಧನಗಳೂ ಆಗಿವೆ.. 


7” ಯಿಂದ ಗೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು 5 ಮತ್ತು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಒಂದು 
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ಸದಿಶ ಗೆ 5 ಅನ್ನು ಮತ್ತು 7 ಯನ್ನೂ ಸಹ ಒಂದು.ಸದಿಶ ]/ ಗೆ ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರಿ. 
ಆಗ $ ೫ ಮತ್ತು 7X ಎರಡೂ ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಪಡೆಯ್ತಿ ವೆ. 
ಇವೆರಡೂ ಸದಿಶಗಳನ್ನೂ ಕೂಡಿಸಿರಿ: SX + 7X ಇದೂ ಕೂಡ W ನಲ್ಲಿರುವ 
ಒಂದು ಸದಿಶ ೫, $ ಮತ್ತು 7 ಗಳಿಂದ ಎಕ್ಸ ಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ 
೪ ಯಿಂದ Wಗೆ, ಅಂದರೆ ಸನ್ನು SX+ ‘TX ನೊ ಕಳುಹಿಸುವ ಒಂದು 
ಹೊಸ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ ವೆ. ಈ ಸೂತ ತ್ರವಿಧಿಯನ್ನು S4T ಚಿನ್ಹೆ 
ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು 'ಇದನ್ನು 5 ಮತ್ತು 7'ಗಳ ಮೊತ್ತ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆಗ $4 7 ಯ ಸೂತ್ರವಿಧಿಯು ಇಂತಿವೆ: ' 


(50) (S+ TIX = SX+ TX. ಇದು ]' ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೆ. 
5+ 7 ಪರಿವರ್ತನೆಯು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ, ಏಕೆಂದರೆ, 
(S+ THAX+ bY) ಎ S(aX --ಿ1)-. 7(0%--11) 
= aSX+bSY+aTX+bTY) 
ASX + TX)+OSY+TY) 
AS+TIA+LES+T)Y. 


|| 


|| 


ಇದೇ (ಸದೃಶ) ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಒಂದು ಅದಿಶ 
ಗುಣಕವನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. "ಯಿಂದ ೪Wಗೆ 7ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತ ನೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 0 ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. ೪ ಯಲ್ಲಿ 
X ಇರಲಿ ಆಗ] ನಲ್ಲಿ TX ಇದೆ. ಹಾಗೆಯೇ (7X ಇದೆ. 07.1% ಸದಿಶವು 
XT ಮತ್ತು, a ಗಳಿಂದ ಎಕ್ಸ ಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲಿ ಸಿದೆ. ನಾವು ಈ ಹೊಸ ಸೂತ್ರ 
ವಿಧಿಯನ್ನು ‘aT’ ಚೆನ್ನೆಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೆ "ವೆ. ಮತ್ತು ಇದನ್ನು 4 ಯಿಂದ 
T ಯೆ ಅದಿಶೆಗುಣಕ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ನಿಯಮಿತವಾಗಿ 07 ಯು 
ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರವಿಧಿಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ T ಯೆಂದ ॥/ಗೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿ 
ವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. 
(31) (aT)X =aTX ಇದು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೆ 

aT ಯ ಕೇಖಾತ್ಮಕತೆಯು ಸಾಧಿಸಲು ಸುಲಭವಾಗಿದೆ. 


ಒಂದು. ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. 7 ಯು (2) ರಿಂದ 
ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ Rಗೈ R:ನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಣ, 
ಮುಂದೆ ಇರುವುದರಿಂದ ವಾ ಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟ್ರ ಗೆಔಣನ ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು € 
ಆಗಿರಲಿ. 
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(32) S(xy) = (3x+2y, “Ox +y). 

ಆಗ $4 7 ಯು ಕೆಳೆಗಿರುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
(33) (S+ Ty) = (Ox +3y, -Dx) 

ಮತ್ತು 45 ಮತ್ತು 07 ಗಳು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


(aS x3) K (3ax + 20): —bax + ay) 
(aT( xy) = (Zax+ ay ax -6))- 


5ನ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ 
82 
| 6 1} 
7 ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ, 
2 ॥ 
14% 
೪.7 ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ, 
"ನ 3 
| ಎಗಿ ol 


5 ಮತ್ತು 7ಗಳ ಮಾತೃಕೆಗಳಿಂದ, ಒಂದು ರೀತಿಯ ಸೆಂಕಲನೆಯಿಂದ ಇದನು, 
ಹ ಣಿ a 


ಪಡೆದಿದೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳು ಕೆಳಗಿರುವಂತಿವೆ, 


(34) 


A= (4) ಮತ್ತು, ೫: (8) ಗಳು ॥ «1 ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 


ಆಗ 4 ಓಯು ೫/೭1? ಮಾತೃಕೆ (4, ಶೈ) ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಡ 
ತ್ರದೆ; ಆಂದರೆ 
A+B, A+ By: Aint Bo 
AEB AB Ant Bn] 


Ani Bu Amt B, 2 Ama Ben 
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ಅಲ್ಲವೆ 0.4 ಯು Mx ಮಾತೃಕೆ (6.4) ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ ; 
ಅಂದರೆ, 

aA, aA, ... ad 

4A aA ... ad 
(36) aA=)| : 
೧ಗ್ಲೈ, AA Ann 


ಇವು 8 ಮತ್ತು 7ಗಳು ಢಗೆ ಸಾನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 4 ಯು € ನ ಮತ್ತು ಗಔಯು 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ 4. Bಯು 9. 7ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತಹ ಮತ್ತು 04 ಯು 
9ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತಹ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 


ಇಳ (2 ೮೧೩0-೪31೧ 8, ಇ sin 8-+y ೮೦86) 





ಈಗ ರೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಒಂದು ಗುಣಾಕಾರವನ್ನ್ನು ಚರ್ಚಿಸೋಣ. 
ಉದಾಹರಣೆಗ್ಗೆ (0, 0) ಸುತ್ತ | ಕೋನದಷ್ಟು ಒಂದು 7' ಆವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು Y ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ R*ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿಫಲನವು 6 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೆಳಗಿನಂತೆ 
೫ಗೆ R?ನ ಎರಡು ಹೊಸ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. 4 ಕೋನದಷ್ಟು 
ತಿರುಗಿಸಿ. T ಯನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ, ಅನಂತರ 6 ಅನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ, -ಅಕ್ಷ 
ದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಫಲಿಸಿ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ತಿರುಗುಮುರುಗು ಕ್ರಮದಲ್ಲಿಯೂ ನಿರ್ವಹಿಸ 
ಬಹುದು. ಈ ಹೊಸ *ಸಂಘಟತ' ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಹೇಗೆ ಕಾಣುತ್ತವೆಂದು 
ನೋಡೋಣ. (ಚಿತ್ರ-4 ನೋಡಿ) 


(37) T(x y) = (x cos8-y sin 8, x sin8 + y cos 8) 


(38) S(x }) =(-x Y) 
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ವೊದಲು 7 ಯೊಡನೆ ಅನಂತರ 9 ನೊಡನೆ. ಪರಿಶರ್ಮಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 
ಜೋಡಿಯು 7 ಯಿಂದ (x ೦೦501-೫51೧06: ೩51೧6 + y ೦೦6 6) 
ದೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸಲ್ಪಟ್ಟದೆ. ಈ ಬಿಂದುವು ಅನಂತರ $ ನಿಂದ (-x ೦೦9 6 + 
y sin, Xx W 6 » ೦೦56) ರೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. (೫, ») ಯನ್ನು 
(೨ ೦೦56 ೬) 5106. ೫510೧67) ೮05 8) ದೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸುವ 
ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಇದನ್ನು 7 ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿದರೆ, 


(39) Px, y) ಇ (೭೦೦5೩0 + ೫51೧0. 3: 5106 + y 
cos 8) ಆಗುತ್ತದೆ. 

ಈಗ € ನೊಡನೆ ಅನಂತರ 7 ಯೊಡನೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಸುತ್ತೇವೆ. (x, ») 
ಜೋಡಿಯು $ ನಿಂದ (ಇ )) ಯೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಈ ಬಿಂದುವು 7 
ಯಿಂದ (-x ೦೦5 8-ysin 0-51೧ 6+ y ೦s 0) ದೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. (x, y ಯನ್ನ್ನು (x cಂ$ 8-y sin 8,-x sin 8 + ycos 6) 
ದೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸುವ ಒಂದು 'ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಇದನ್ನು ೧ 
ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿದಲ್ಲ 
Q(x, v) - (೫೦೦66-251೧06. -.:5106 + ೫ 


(40) 
cos 8) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಗ ಮತ್ತು 6 ಚಿತ್ರಗಳು $, 7, 0 ಮತ್ತು 0 ಗಳ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
P ಮತ್ತು 0 ಗಳು 5 ಮತ್ತು 7ಗೆ ಯಾವುದೋ ಒಂದು 
ಇದನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸಲು ನಾವು "0 -- 67? ಮತ್ತು 


ತೋರಿಸುತ್ತವೆ. 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಶೊಂದಿವೆ. 





ಚಿತ್ರ-6 


ಚಿತ್ರ-5 
"೧-79 ಎಂದು 'ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 7.597 ಪದಠೋಕಿಯ್ಮು 7ಯು 7 
ಯಿಂದ ನಂತರ 9 ನಿಂದ ಪರಿಕರ್ಮಿಸುವುವರ ಫಲಿತಾಂಶವೆಂದು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ; 
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೧-75 ಪಡೋಕ್ತಿಯು $ ನಿಂದ ನಂತರ 7 ಯಿಂದ ಪರಿಕರ್ಮಿಸುವುದರ 
ಸಲಿತಾಂಶವು ೧ ಎಂದು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ ೧-೫ ಎಂದಾಗುತ್ತ ಜಿ 
'ಕವು ೫ನ ಒಂದು ಅನುಕೂಲಜ ಗುಣಕವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ). 


ಈ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಕೆಳಗಿನ ಪರಿಗಣನೆಗಳ ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗಗಳಾಗಿನೆ. ೪” ಯಿಂದ 
ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 7 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೫ ಯಿಂದ ೪ಗೆ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿವರ್ಕನೆಯು $ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ €$7ಯು 1 ಯಿಂದ ಬಗೆ 
ಕೀಖಾತ್ಮ, ಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
(41) (ST) X= 5 (71) ಇದು ್ಭ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ¥ ಗಳಿಗೆ 

(41) ಸೂತ್ರವಿಧಿಯನ್ನು ವ್ಯಾಖಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಇದು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು X ಗೆ ್ಭ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸ ಸದಿಶವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುವ ಸೂತ್ರ 
ನಿಧಿಯಾಗಿದೆ. ಮೊದಲು 7 ಯನ್ನು ೫ ಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ ೪ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು 7% 
ಸದಿಶವನ್ನು ಪಡೆದು 7X ಗೆ $ ಅನ್ವಯಿಸುವುದರಿಂದ 1 ನಲ್ಲಿಯ ಸದಿಶವನ್ನು ಪಡೆಯ 
ಲಾಗುವುದು. U ಹೆ ಭಯ ಪರಿವರ್ತನೆ $7 ಇದನ್ನು € ಮತ್ತು 7ಗಳ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. (10) ಮತ್ತು (40) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, 
೪-W-U=R ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿಯೂ ಕೂಡ ಅಪವರ್ಶನಗಳ ಕ್ರಮವು 
ಮುಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಗ್ರಗೆ ಭಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು $7 ಆಗಿದೆ. ಇದನ್ನು 
ತಿಳಿಯಲು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಗಣಿಸಿರಿ: (57) (aX+ bY) ಯು (41) ರಿಂದ $ 
(T (aX+ bY) )ಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ (12) ರಿಂದ 7' (aX+bY) 
=aTX+bTY. ಹೀಗೆ S(T(aX+hY) = S(aTX+bTY) 
ಪುನಃ (12) ರಿಂದ S( aTX+ TY) =aS(TX)+bS (TY) ಸೂತ್ರ 
ವಿಧಿ (41) ರಿಂದ aS (TX) +BS( TY y=a(ST)X+b (ST); 
ಇವನ್ನು ಸೇರಿಸುವುದರಿಂದ, 


(ST) (03-813) 057) %- ರ (ST) ೫: 

ಅಂದರೆ, $7 ಯು (12)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. 

(2) ರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7' ಮತ್ತು (32) ರಿಂದ ವಿನರಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿ 6 ಆಗಿರಲಿ. ಮುಂದಿನದರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡುವ ಔ* ಮೇಲಿನ 


57 ಮತ್ತು 75 ಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿವೆ. 
15) 
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ST (x. ೫) ಎ.5(7(2೧ ))) ಎ52. yp x-y) 
೬ (ತ y+ 2(x-yp-6(2x +) + 
(42) ಟು) 
=(8x+ )-11)--)), 


TS (x, )) ಎ 7(5( 2) ) - 73--3],-6%--):) 


(43) “(8 ಸತತ) 3 (೧6 yp (Sx+ 2y)- 
(-6x+ ¥)) 
ಮಗ) Hx + py) 


ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, $7 4 79 ಎಂಬ ಸಂಗತಿಗೆ ಇದು ಮತ್ತೊಂದು ಉದಾಹರಣೆ 
ಯಾಗಿದೆ. 

ಇತರ ಕಲವು ಸೂತ್ರವಿಧಿಗಳು ಸತ್ಯ ವಾಗಿವೆ. ೪, ನಿಂದ 1೪,ಗೆ 7ಯು ಒಂದು 
ರೇಖೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದ್ದ ಶೆ ಮತ್ತು, pV, ೪,ನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ ಕ ಪರಿ 
ವರ್ತನೆಯು € ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಮತ್ತು. 7ಗೆ ಗ ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 


R ಆಗಿದ್ದೆರೆ ಆಗ 

(44) (RST = RST) 

ನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು $ ಮತ್ತು 7 ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
» ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ್ಣ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ, 


1 
pss 
Bx 
ತ 


(40) R(S+T)= RS+ 07. 

T7ಯು ೪, ನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಗೆ 
y,ನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 6 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ೧ ಯು ಒಂದು 
ವಾಸ್ತ ವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದ ರಿಆಗ 


(46) a( ST) =(aS)T = S(aT 


ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರದ ಸಹನರ್ತನೆಯ ನಿಯಮ ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಲ್ಪಡುವ (44)ನ್ನು ಸ್ಮಾಪಿಸೋಣ. ಯನ್ನು ೪,ಗೆ $ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದರಿಂದ 
ಮತ್ತು ೪, ಯನ್ನು ೪,ಗೆ ್ಣR ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದರಿಂದ ಯನ್ನು ೪,ಗೆ RS ಪರಿವರ್ತಿ 
ಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು (R$)7ಯು 7ಗೆ ೪, ಅನ್ನು ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ. 47ಯು ೪, 
ಅನ್ನು ಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದರಿಂದ (87) ಯು ೪ನ್ನು 1'ಗೆ ಪಂವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ. 
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(RS)TMಯ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರ ಮತ್ತು A(87)ಯ ಪ್ರಭಾವ ಕ್ಷೇತ್ರ ಒಂದೇ 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ೪ನಲ್ಲಿ ಸ ಇರಲಿ. ಆಗ((RS)T)X - (RS) 
(TX)=R(S(TX)) = R((ST)X) = (R(ST)) X; ಅಂದಕೆ, 
R(ST) = (RS)T (ಇದು ಪ್ರಕ್ಷೇಪ ಚಿನ್ನೈೆಗಳನ್ನು ಇರಿಸುವಲ್ಲಿಯ ಒಂದು 
ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾತ್ರ) (45) ಮತ್ತು (40)ನೇ ಹೇಳಿಕೆಗಳು ಇನ್ನೂ ಸುಲಭತರವಾಗಿವೆ. 
ಆವುಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 


ಗುಣಲಬ್ಧದ ಅತ್ಯಂತ ಪ್ರಮುಖ ಪ್ರಸಂಗವು (41)ರಲ್ಲಿ T=W-U 
ಪ್ರಸಂಗವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ $ ಮತ್ತು 7ಗಳು ೪p ಯೆ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ $7 ಮತ್ತು 75 ಗಳು ಯಾವಾಗಲೂ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುತ್ತವೆ. 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ $74 79 ಮತ್ತು ಇತರ ವಿಲಕ್ಷಣ ಸಂಗತಿಗಳೂ ಸಂಭವಿಸಬಹುದು. 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗುವುದು. 


7 ಯು, ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ 
TT, (TT) T, (TT) ಇತ್ಯಾದಿಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸಬಹುದು. ಇವೆಲ್ಲವೂ 
೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು. ನಾವು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಈ ಅಂಕ 
ಕರಣಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 732 77, 78ಎ(77) 7, ಇತ್ಯಾದಿ. 
(77) 7 = 7 (77) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಈ ಅಂಕನದಿಂದ ಯಾವುದೇ 
ಸಂದಿಗೃತೆಯೂ ಪರಿಣಮಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


ಇವುಗಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳು ಇಂತಿವೆ : 


715 (0 )) 77 (23, ಜಣ) ಎ (3 (3 ಆ1))* 
(3) (ಸ). ಟಿ ೫೫ )7)-ಟುನು)) = (8೫3422) ಇದು 
(2) ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿಂತೆ 7 ಯು ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


7 ಯು (87) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ 7:1 28 ಕೋನದಷ್ಟು 


(48) ಆವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. 73834 ಕೋನದಷ್ಟು ಆವರ್ಶನೆಯಾಗಿದೆ, 
ಇತ್ಯಾದಿ. 
(49) (38) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ $$ ಇದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ $ - 172. 


(48) ಮತ್ತು (49) ನೇ ಹೇಳಿಕೆಗಳು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ಸ್ಫುಟಿವಾಗಿವೆ 
ಮತ್ತು (3%) ಮತ್ತು (38) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ್ಫಾಪಿಸ 
ಬಹುದು, 


116 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಸಂಕಲನವು ಮಾತೃಕೆ ಸಂಕಲನಕ್ಕೆ [ (28) 
ನೋಡಿರಿ] ದಾರಿ ಮಾಡುವಂತೆಯೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವು ಮಾತೃಕೆ 
ಗುಣಾಕಾರಕ್ಕೆ ದಾರಿ ಮಾಡುತ್ತದೆ. ಕೇವಲ 22 ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಇಲ್ಲಿ 
ಚರ್ಚಿಸಿ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಭಾಗ 0 ಕ್ರೈ ಬಿಡುತ್ತೇವೆ. 


5 ಮತ್ತು 7ಗಳು ೫2 ನ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿರಲಿ. 
Ai 42] ಇದು 
4-[ 4] 
5ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, ಮತ್ತು 


B-[g ಸಕ್ಸ ಇರು, 


ರಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಆಗ 


(20) Sx HE (AXE 4.2: AX + Ay) 
(೧1) T(x. y)=(Bix+ By Bx+ By) 
ಮತ್ತು 


(STM ¥) = S(T xy) =S(Bix+ By: ಗ: By 
| (4,8,2 - 2). AA Bx+ By) 
(೧2) =x ( 4ೈ(8,,%-8/))- AA Bux + ಶ))) 
೩ (48/3 ಕೈ) (ABi+ AB) 
((4,,8,- AB 1 (4,,8,,-- 4,8.) 


1] 


$7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ, 


ಚಟ ಟ್‌ ಜಗ್ಗ 


(53) 4,38,348, 4,8,3 AB 


ಇದನ್ನು 4 ಮತ್ತು Br ಗುಣಲಬ್ಧ ನೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಮತ್ತು 48 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತಾರೆ. (ಇಲ್ಲಿ ಮತ್ತೆ 4 ಮತ್ತು ಔಗಳ ಕ್ರಮವು ಮುಖ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ) 48 ಯ ;ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಮತ್ತು J ನೇ ನೀಟಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿ 
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ಯನ್ನು, 4ಯ 1ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು ಔಯ ನೇ ನೀಟಸಾಲಿನ 
ವಾದಿ ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿ ಕೊಡುವುದರಿಂದ ಇವನ್ನು ಪಡೆದಿದೆ. ಕೆಳಗಿನ 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು ಇದನ್ನು ವಿಶದೀಕರಿಸುತ್ತವೆ. 


(34) [5 sy | 
-[ 

[SS 
[1 2} 

(56) [೦05 -sin 6] - [5056 ಜಗ -2 0056 ಈಗೆ 

-| 

[o 


sin 8 cos# cos 8 9176 -sin?0 + cos’# 


cos 24 sin 26 
sin 28 ೦೦5236] 


mY 


ಇವು ಕ್ರಮವಾಗಿ ( 35), (4೨), (48) ಮತ್ತು (49)ರ ಮಾತೃಕೆ ಸದೃಶ 
ಗಳಾಗಿವೆ. ಓದುಗನು 2x2 ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳನ್ನು ಶೀಘ್ರವಾಗಿ ಗಣಿಸಲು 
ಶಕ ಕೃನಾಗಿರಬೇಕಾದುದು ಮುಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಬೀಕೆಗಳು : (30) ಮತ್ತು (31) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು 
ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರಗಳಿಂದ ಉಂಟಾದ ೪ ಯಿಂದ Wಗೆ ಇರುವ ಎಲ್ಲ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ ; ಅಂದರೆ 
ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರಗಳು ಭಾಗ3ರ (10) ನೇ ನಿಯಮವನ್ನು 
ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ (35) ಮತ್ತು (56) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಸಂಕಲನ 
ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳೊಡನೆ / «7 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ಒಂದು ಸದಿಶ 
ಸಮಷ್ಟಿ ಯನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತದೆ. ೪-೪ ಅಥವಾ ಗ = ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 
ಈ ಸಮ ಗಳು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ರುವ ಒಂದು ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತ 3. ಆಂಥ 
ಸದಿಶಗಳೂ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳೂ ಬೀಜಗಣಿತಗಳಿಗೆ ಉದಾಹರಣೆಗಳಾಗಿನೆ. 
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ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಮುಂದುವರಿದ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಬಹು ಭಾಗವು ಈ 
ಬೀಜಗಣಿತಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದೆ. ಸಂದರ್ಭಾನುಸಾರ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಟೀಕೆಗಳಿಗೆ 
ಹೊರತಾಗಿ, ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಈ ಸಮಸ್ಟಿಗಳನ್ನು ಸಂಸ್ಕರಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 

೫% ಇದು 0” ಆಗುವ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 7 
ಯನ್ನು ನಕ್ಳೆಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತದೆಂಬುದನ್ನು ನಾವು ತೋರಿಸಿಲ್ಲವೆಂದು ಗಮನಿಸಿರಿ. 
ಇದು ಪ್ರಮೇಯ 8 ರಿಂದ ಮತ್ತು (೨0) ಮತ್ತು (೨1) ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 
7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯು 
ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗೆ ದಾರಿ ಮಾಡುತ್ತದೆಂದೂ ತೋರಿಸಿಲ್ಲ. 
ಇದು ಸುಲಭ, ಏಕೆಂದರೆ 4 ಯು ಒಂದು ೫೫ x ಗಡ ಮಾತ ತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದ ಶೆ ಆಗ 4ಯು 
ತನ್ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತಹ, ೫” ನಿಂದ ಗಿಇಗೆ ಒಂದು ಕೇಖಾತ್ಮ. ಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಯನ್ನು (22) ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
1. ಕೆಳಗಿರುವುದರಲ್ಲಿ 13 ಯಿಂದ ಗೆ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುವುವು ಯಾವುವು ? 
(8) T(MpT)=(X-YpA-Z) 
(b) T(x pz) = (Ixhyp- 2) 
(c) 7೧೫, 2) = (x+ly+z) 
(d) T(x, y,2) = (0,2) 
(6) T(x ೫. 2) ೫. 2) 
(ಗಿ 7ಬ 2): (ತದ ಲ, 2 -ವಾ ಸಪ. 2) 
(6) T(x, p2)-(3x- 2p x ತ - 22) 


) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೆ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೊಪಿಸಿರುವುದರಿಂದ 


(2 ಕ 

ಕೆಳಗಿರುವ ನ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 

(8) (0, 0, 0) ವನ್ನು ನಿಶ್ಚಲವಾಗಿ ಬಿಟ್ಟು, (0, 0, 0) ಮತ್ತು 

(1, 0, 0) ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸುತ್ತ, 7/3 


ಕೋನದ ದಷ್ಟು, ಒಂದು ಅವರ್ಶನೆ. 


4. 
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(0) (೨, 0, 3), (1, 0, 2) ಮತ್ತು (0, 0, 0) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪ್ರತಿಫಲನ. 
(c) (W) ಸಮತಲಕ್ಕೆ ವ್ಯಾವಿಯಾದ ಒಂದು ಸ್ರಲಂಬನ. 
(6) ಮಾನಕದ ಒಂದು ಬದಲಾವಣೆ; ಅಂದರೆ 4>0, b>೧ 


ಮತ್ತು (ವಿ0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ (x ೫. 2) ಯು (ax byez) ಗೆ 
ಬದಲಾಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವುದರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಔ* ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ: 


(8) T(x .2) ೯ (ಬ)? 2-2೩) 
(0) T(x pz) (1,270) 

(0) 7(ಾ222) ಇ ಟು -ಜ 32) 
(6) T(x VT) (Yy,-x-T) 


4. 


r. 


«). 


(8) ಅಭ್ಯಾಸ ೮ರ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(b) ಅಭ್ಯಾಸ ನಿರ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 7?” ನಿಂದ Rಣಗೆ ಒಂದು 
ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಮಾತೃಕೆಗೂ n ಮತ್ತು ಗ ಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ ಮತ್ತು (22) ರಲ್ಲಿರು 
ವಂತೆ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ, 


8 1 2 (0) [8 1021 
0 1 1 1.0611 
1 1 1 0-1 1 1 1 


2 1 1] (d) = 
1 


ಶಾ 
— 
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0 


10. 


11. 
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೫ ಯು ಆ ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ ಅವಕಾಶವಾಗಿರಲಿ ಭಿನ್ನ ಕಲನವು 
೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ ಈ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸ್ಥಾನವನ್ನು ಮತ್ತು ಶೂನ್ಯತೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 3 ರ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಶೂನ್ಯ ಆಕಾಶವನ್ನೂ 
ಮತ್ತು ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯನ್ನೂ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ವಿವರಿಸಿರಿ, 

ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ಶನೆಗಳೆ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಸ್ಥಾನವನ್ನೂ ಮತ್ತು ಶೂನ್ಯತೆಯೆನ್ನೂ ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ: 


-1 0] (0) ೧3 1 1] () ೧೫ 21 
1 3 ಜಿ 1 0 ಎ] 0 
0 1-2 0 ಗಿ 1 
2 41 0 
ಅಭ್ಯಾಸ 8ರ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೂ 


ಒಂದು ಆಧಾರನನ್ನೂ ಮತ್ತು ಶೂನ್ಯ ಆಕಾರಕ್ಕೆ ಒಂದು ಅಧಾರವನ್ನೂ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಕೆಳಗಿರುವುದರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲೂ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 12 ಮೇಲಿನ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಯಾಗಿರಲಿ. (೨32 )ರಲ್ಲರುವಂತೆ 7 ಯನ್ನು 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿ ಮತ್ತು 7 (1, 0)ಯನ್ನು ಗಣಿಸಿರಿ: 
(8) 78, 1)2(1, 2), 7 (-1,0).:.(1, 1) 
(0) 7 (1, 1) (೨, 1), 7 (1, 1) (0, ಸ) 
din V > dim W ಆಗಿರಲಿ. ೪ ಯಿಂದ Wಗ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯು 7 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಹ ಯಿಂದ )'ಗೆ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ $' ಆಗಿರಲಿ. 


(8) 7X:-0 ಆಗಿರುವಂತೆ y ಯಲ್ಲಿ ೫೬೦ ಸದಿಶ ಒಂದು ಇದೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(0) SY=X ಇರಲು ನಲ್ಲಿ Y ಪರಿಹಾರ ಹೊಂದಿಲ್ಲದಿರುವಂತೆ 


;' ಯಲ್ಲಿ Xx ಸದಿಶ ಇಜಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


50232) (ರು 0 2) ನಿಂದ ವ್ಯಾ 
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ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಯು $ ಆಗಿರಲಿ. ಅಭ್ಯಾಸ ರ 
ಪಂಕರ್ಮಿಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ $7, 79 9.- 7' ಮತ್ತು 3652- 
278 ಗಳನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. 


17. ಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊ ಶ ಗುಣಲಬ ನವನ್ನು ಗಣಿಸಿ. 


೬೪11111011] 
1॥ 1) “1 I 
11111011027 2015 


14. ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ೫8 ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 
(a) T40T 407° = 
(0) TL0SE0STELOTS=0 
(೦0) 7೬0 ಯಾವುದೇ ಜಾಗೆ 
(6) 5-75-37 
(6) 5*ಎ73 ಮತ್ತು S¥£T 
(1) (5-2/)*. 0 ಆದರೂ೯9/ 
(9) 573 736, ಆದರೂ $77575 
(೧) 7=17ಮತ್ತು 71 


2 


2 
0 





[4] 





15. (8) (10) ಮತ್ತು (11)ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿ. 

(0) (37)ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿ. 

(೧) Pಮತ್ತುಲ "ಳು (30) ಮತ್ತು (40) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟ ಂತೆ 
ಇದ್ದರೆ, ಕೇವಲ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ" nA 
8=nn ಆಗಿದ್ದ ಕೆ ಮಾತ್ರ Pp 9 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

16] 
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(6) ಕ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಾಮ್ಯಕಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ 
72 ಮತ್ತು 7 ಗಳನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸು 
ವುದರಿಂದ (48) ನ್ನು ಸ್ಥಾವಿಸಿರಿ. 

ಜೆಳಗಿನ ಸಮಷ್ಪಿಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 

ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು 7/ (ಗ ಎ ( "(ಓ) du ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತದೆಂದು 

ತೋರಿಸಿರಿ. ೪ 

(8) 0೬1ಗಾಗಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ. 

(0) ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ. 


(8) ಬಹುಪದಿಗಳೆ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ಭಿನ್ನ ಕಲನವು ವಿವರಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(b) ಅಭ್ಯಾಸ 16 (a4) ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ಭಿನ್ನಕಲನವು ನಿನರಿಸುವುದಿಲ್ಲ 
ವೆಂದು ತೋರಿಸಿ (ವಿಶ್ಲೇಷಣೆಯ ಅನೇಕ ಅತ್ಯಂತ ಗಹನ 

ಎ ಸಮಸ್ಯೆಗಳು ಈ ಸಂಗತಿಯಿಂದಲೇ ಉಂಟಾಗುತ್ತವೆ.) 


(8) (15), ಇದು. (12) ಕ್ಕೂ ಸಮಾನಾರ್ಥವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 

(೧) aT ಯು (31) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಾಗ, aT ಯು 
ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) (45) ಮತ್ತು (46) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


78 ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಇರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿನ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನು ಸ್ಕಾಪಿಸಿರಿ, 

(8) 740 ಮತ್ತು 7-6 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ TX =X? 

' ಮತ್ತು 733 ಎ0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಣೆ {X1, X%}] ಎಂಬ 
ಒದು ಆಧಾರವಿದೆ. 


20. 


೪21. 


೨2. 


23. 
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(0) 7:9, 71 ಮತ್ತು 72. 7 ಅಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ TX'= 
X' ಮತ್ತು 738.0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಗೆ (೫, 33] 
ಎಂಬ ಒಂದು ಆಧಾರವಿದೆ. | 


(0) ಸ್ಮಾನ(7) - 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 7%1=0 ಮತ್ತು 7339 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಗೆ (ಸ, ೫} ಎಂಬ ಒಂದು ಆಧಾರವಿದೆ. 


(8) 7ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯೂ 7ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯೂ ಒಂದೇ 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4M ೪ ಯು ಸಮಸಂಖ್ಯೆಯದಾಗಿದೆ ಎಂದು' 
ತೋರಿಸಿರಿ. (೪ ಯು ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ' 
T7ಯ ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿದೆ.) ನ, 


(0) 1 ಯಿಂದ 1'ಗೆ 7'ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೫ ಯಿಂದ ೪ ಗೆ $ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ 4/11 ೪ > 0171 W ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳೊ ಣಾ. ಸ್ಥಾನ (57) < dim V ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


೪p ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 5 ಮತ್ತು 7 ಆಗಿರಲಿ. 


(8) ಸ್ಥಾನ (87) < (5) ನ ಸ್ಥಾನ ಮತ್ತು ಸ್ಥಾನ (7)ಯ 


ಕನಿಷ್ಠತೆ, 
(0) dim V=ಸ್ನಾನ (6) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ್ಥಾನ (67) - 
ಸ್ಥಾನ (7) 


(೦) ಸ್ಥಾನ (7)- dಣ ೪ ಆಗಿರುವಾಗ ಸ್ಥಾನ (57) ಏನು? 


(29)ನನ್ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿ [ಸೂಚನೆ : ? ಸಣ್ಣದಾಗಿರುವಾಗ (29) ರ ಒಂದು 
ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡಿ] 


11ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) 7X ಮತ್ತು 7Y ಗಳ ನಡುವಿನ ರೇಖೆಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿರುವಂತೆ 
X ಮತ್ತು Y ಗಳ ನಡುನಿನ ರೇಖೆಯನ್ನು 7 ಯು ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತ 
ದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
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(b) 7% TY; 77ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಕೋನಕ್ಕೆ ವ್ಯಾಪಿ 
ಯಾಗಿರುವಂತೆ ೫, ೫ ಮತ್ತು 2 ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು 7 ಯು ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) 7ಯು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣಗಳನ್ನು ವೀನಮಧ $7ಣಿಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 
ಯಾಗಿರುವಂತೆ ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ಅಂದರೆ ಸಿ 
ಪೀನಮಧ್ಯವಾಗಿದ್ದ ಕ್ರಿ ಆಗ ಹನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವು ಪೀನಮಧ $ 
ವಾಗಿದೆ. 

(6) 7 ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಶಂಕುಗಳನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕ ಶಂಕುಗಳಿಗೆ ಚಿತ್ರಿಸು 
ತ್ತದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ. 


7 ಯು ]7'ಯ ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) ೫ ಮತ್ತು Yಗಳ ನಡುವಣ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿಬಿಂಬನೇನು? 


4 


(೪ 


Fs) 
ಳು 
(0) ೫, 3 ಮತ್ತು 2ಗಳಿಂವ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಕೋನದ ಪ್ರತಿ 
ಬಿಂಬವೇನು? 
T7 ಯು ನೀನಮಧ್ಯಗಣಗಳನ್ನು ಹೀನಮಧ ಕಿರಣಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 


(೦) 
ಯಾಗಿರುವಂತೆ ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) 7 ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಶಂಕುಗಳನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕ ಶಂಕುಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 
ಯಾಗುವಂತೆ ಚಿತ್ರಿಸದಿ ಇರಬಹುದೆಂಬುದಕ್ಕೆ ೫5 ನಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಿರಿ. 


RH (2, XN ೫1 ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ, F(X! 1, 
183/8130 ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟ ನಿಂದ ಔಗೆ ಒಂದು 
ಕೇಪೀಯ ಪರಿನರ್ತನೆಯು. / ಆಗಿರಲಿ, ಹಾಗೆಯೇ ೫x3, 
XL FN = fX =f X=fN 0h, 
ಮತ್ತು fs ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡಲಿ. (ಇವನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 9 ಕೊಡುತ್ತದೆ.) 
R ನಿಂದ ಔRಗೆ / ಎನ್ನುವುದು ಯಾವುದೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿವರ್ತನೆ 
ಯಾಗಿ. (XUAN, 
ಏಂದು ತೋರಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ 9ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
(೩) (22)ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 7ಯು ೫೫ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, 7 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ 
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ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು 
ಬರೆಯಿರಿ. 

(d) 7ಯು 08 ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರು 
ವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 7₹ ನಲ್ಲಿ NX ಇರುವಾಗ, TX ಅನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ಈ 
ಗಳಾಗಿವೆ ಮತ್ತು 7% ಮತ್ತು 6% ಗಳನ್ನು ಗಣಿಸು 
ವುದಕ್ಕಾಗಿ ನಮಗೆ ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. (ST)X ಮತ್ತು ($47) Nಗಳಗ 


ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಲು ಈ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು 


$ ಮತ್ತು 7ಗಳು ಔ' ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ನಿ 


(0) 


ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ, 


ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 
]' ಯಿಂದ W ಗೆ ಆದೆ ಎಲ್ಲಾ ರೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳೆ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿಯು 
L(V, W) ಆಗಿರಲಿ. [(೧7)ರ ಮೇಲಿನ ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ನೋಡಿ] ೪” ಮತ್ತು 
|| ಗಳು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ (11 L (1 ಗೆ?) - 011 


dim W’ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

ಸೂಚನೆ: ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು (೫', ೫೫... | ಆಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು Wಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು (೫, YY ಆಗಿರಲಿ. EF (21) ಎ 
17. ಮತ್ತು ki ಆಗಿದ್ದರೆ 1; (KX x) =0 ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖಿಸಲ್ಪಡುವ ಪರಿವರ್ತಕೆ 
ಗಳಾದ 01 ಗಳನ್ನು ರಚಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ... LV, WS 
ಒಂದು ಆಧಾರ (Ev Er ಯ ಜಾ Ee ರಜ me 
Ew ue En 1 Ea a} ಆಗಿಪಿಯೆಂದು ಶೋರಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ ನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
ಭಾಗ 5 ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 

ವಿಶೇಷ ವಿಧಗಳ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿವರ್ತನೆಗಳ ಗುಣಗಳೆ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು 

ಪುಸ್ತಕದ ಹೆಚ್ಚಿನ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಡೆಸಲು ಆಸಕ್ತರಾಗಿರುತ್ತೇವೆ. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 

ಇನಿ 

9ಎ. 


u 
ಶೂನ್ಯತೆ ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತಹ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡುತ್ತೀ 
ಅಂತಹ ಸರಿವರ್ತನೆಗಳ ಒಂದು ವಿಲಕ್ಷಣತೆಯನ್ನು ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರದ ಪದ 
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ಗಳಲ್ಲಿ ದೊರಕಿಸುತ್ತೀವೆ. ಶೂನ್ಯತೆ ಸೊನ್ನೆಯ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಥಿಕರವಾಗಿ *ಭಾಗಿಸ' 
ಬಹುದಾದಂತೆಹೆವುಗಳಾಗಿವೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ನೋಡಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಸುತ್ತ 4 
ಕೋನದಷ್ಟು T ಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಆದ ಒಂದು ಆನರ್ತನೆ R* ಇರಲಿ. ಆಗ 


(1) T(x, y)#(0, 0) ಇದು (x y)೫(0, 0) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
ಅಂದಕೆ ಶೂನ್ಯತೆ (T) <0. 


ಹೀಗೆ ಸ್ಥಾನ (7) =2 ಆಗುವುದರಿಂದ ( 7(1,0), 7(0, 1) | ಯು R” 
ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ನೇರವಾಗಿಯೂ ತಾಳೆ 
ನೋಡಬಹುದು. 


(2) 7(1, 0) = (cosh, 5170). 7(0, 1)-(-sin8, cos 6) 


[ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿ, ೧ ಆ 0 ೮ 1/2 ಎಂದು (2) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ.] 





ಚಿತ್ರ-1 


ಲನ ಉದ್ದೇಶಗಳಿಗೆ ರಯ ಅತ್ಯಂತ ಮುಖ್ಯಗುಣವೆಂದರೆ ಅದರ ಪ್ರಭಾವ 
ವನ್ನು "ರದ್ದು' ಮಾಡಬಹುದು ಎಂಬುದಾಗಿದೆ. (0,0) ರ ಸುತ್ತ -6 ಕೋನದಷ್ಟು 
7, ಓಂದು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದ ಆವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ ; ಅಂದರೆ 4 ಕೋನದಷ್ಟು 7, 
ಒಂದು ಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದ ಆವರ್ಶನೆಯಾಗಿದೆ. ಆಗ 


(3) TT=77T,=1Kಯು ೫% ಮೇಲಿನ ಸಾಮ್ಯಕ 


1), (2) (3) ಹೇಳಿಕೆಗಳು ಎಲ್ಲವೂ ಮುಖ ಪೃತಿಯೊಂದೂ ಒಂದೇ ಪರಿ 
(1). (2) (©) ಸ್‌ ಚ ಅ 
ಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಜೀಕೆ ವಿಧದಲ್ಲಿ ಹೇಳುತ್ತವೆ. ಎಂಬುದನ್ನು 19) ತಿಳಿಯಲಿದ್ದೇನೆ. 
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7 ಯ ಇತರ ಕೆಲವು ಗುಣಗಳನ್ನು ನೋಡೋಣ. ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದ ಗುಣಧರ್ಮವು 
ಜ್ಯಾಮಿತೀಯೆವಾಗಿ ಸು ಿಟವಾಗಿದೆ, 


7 ಯ ಆಯಾಮವನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿ] ಸಿಕ ಳ್ಳುತ್ತದೆ; ಅಂದರೆ 'ನಿ2 ನ ಒಂದು 
(4) ಉಪ ಮಸ್ಟಿ ಯೆ M ಡಿಗಿದ್ದರೆ. ಮತ್ತು "ಯ ಕೆಳಗೆ ಜನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬವು 
N ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ. dim M=dim ಗಿ 


ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಗಳು ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿರುವಂತೆ ಚಿತ್ರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ 
ಯೆಂದು (4) ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


೫2 ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಇತರ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು $ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
75:=0 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಇ. ಎಡಗಡೆಯಲ್ಲಿ 7, ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿರಿ. 
ಇದರಿಂದ 0೭ 7,0 = 779 (TTS 7145-56. 


(೧) 750 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ € -0 


(4), (ರ) ಮತ್ತು (6) ಕೂಡ (1), (2) ಮತ್ತು (3) ನಿರೂಪಿಸಿದಂತಹ 
ಗುಣವನ್ನೇ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ನಾವು ಮುಂದೆ ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. (3) ನ್ನು 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುವ ಗುಣವೆಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಅತ್ಯಂತ 
ಸುಲಭವಾದ ಗುಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದಲೂ ಮತ್ತು ಅದು ನಮಗೆ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಗುಣಾಕಾರ 
ದೊಳಕ್ಕೆ ಹೆಚ್ಚಿನ ಅಂತರ್ದೃಷ್ಟಿ ಯನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದಲೂ ಹೀಗೆ ಮಾಡಲಾಗುತ್ತದೆ. 


7'ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 7 
ಯನ್ನು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ . ಅಥವಾ ಏಕೈಕವಲ್ಲದ್ದು ಎಂದು ಹೇಳಬೇಕಾದರೆ ಭಯ 
ಮೇಲೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ: 2 ಪರಿಕರ್ಮಿ 7] ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಇರಬೇಕು, 


(?) TT. ೮ರ TT ~= 1. 3”. ಯ ಮೇಲಿನ ಸಾಮ್ಯಕ 


ಎಕ್ಳೆಕವಾಗಿ (7) ರಿಂದಲೇ 7, ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 7,717 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 7,೬17, ೬. (77)7,- =TATT)=T1=7, ಇದು 
ಕೇನಲ ಪ್ರಕ್ಷೇಪ ಚಿನ್ಹೆಗಳನ್ನು ಇರಿಸುವಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಭ್ಯಾಸ. ನಾವು 7, ಅನ್ನು 
7ಯ ವ್ಯಸ್ತ ವಿಲೋಮ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ ಮತ್ತು 7, ಅನ್ನು 7: ಎಂಬುದರಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀವೆ (7-ವ ಸ ವಿಲೋನ` ಎನಂಮ್ಮ ದತ್ತಿ ತ್ತೇವೆ.) 7 ನಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿದ್ದಕಿ ಈಗೆ 7= "ಕೂಡ; (9)ನ್ನಿ ಪ ಪಾಲಿಸುವುಡ್ರದ್ದ ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂಬುದಸ್ಸ್ನು ಗೆಮಸಿಸಿರಿ. 
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ಭಯು ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದಾಗ, ವಿರೋಮಸಾಧ ಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ವಿವಿಧ ರೀತಿಗಳಿವೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವುದು (2) ನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯ ೦ನ್ನು 
ವಿಪರೀತ ಉಸಯೋಗಿಸುತ್ತದೆ. 


ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 11, X',..., ಸ] ಆಗಿರಲಿ. 7 ಯು 
(5) ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಗೆ 


{TX TX... TX") ಒಂದು ಏಕೈಕ ಆಧಾರವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ 7ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 


7 ನಿರೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಮತ್ತು 7  ವ್ಯಸ್ತವು 
77 ಆಗಿರಲಿ. ೧,7. 0,7ಸ(*.....ಟ[,712(%.. ಟಿ. ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ, 7” ಅನ್ವಯಿಸಿ, ಆಗ 0- Ta TX ' +0 TX + + 
737) =a(TET)X' +aA{TT)X+--+a( TTX =a, 
Xa X + +a tha ==: =a 0 ಆಗುವುದರಿಂದ 
172373, TX’, .... TX°} ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಈ ಕಾರಣದಿಂದ 
೫7ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಎಂದೂ ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀವೆ (dim V=n 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ). 


ವಿರೋಮವಾಗಿ ೪ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು (731, 713 .... TX} 
ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಪ್ರಮೇಯ 9ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ (ಆ ಪ್ರಮೇಯದ 
ಹೇಳಿಕೆಯಲ್ಲಿರುವ (8X1, 313, ..., X2} ಅನ್ನು (TX, TX... Xn}, 
ನಿಂದ ಮತ್ತು 1೫1, 77, ..., ೫*] ಅನ್ನು{¥', ಸ ..., ೫} ಯಿಂದ 
ಪ್ರಸ್ಥಾಪಿಸಿ) TTX ಎ೩, 1ಎ 1,8, ..., n ಆಗಿರುವಂತೆ ಭಯ ಮೇಲಿನ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7, ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 9 ರಿಂದ ;ಎ1, 3, ..., 
nx: ನೊಳಕ್ಕೆ X' ಅನ್ನು ಕಳುಹಿಸುವ 7ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದೇ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
'ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 1 ಮಾತ್ರ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 7] 7ಎ 1; ಅಲ್ಲದೆ /ಎ 1, 2,..., /ಗೆ 
X' ಅನ್ನು 7X' ನೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸುವ ಒಂದೇ ಒಂದು ಭಯ ಮೇಲಿನ ` 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯೂ 7 ಯೇ ಆಗಿಜಿ. ಆದಕೆ (77 XTX = TTATY = 
TX. ಇದು ;ಎ 1) ೫, ..., ಗೆ ಹೀಗೆ 577,271 72ಎ1/` ಇದು: (8)ನ್ನು 
ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. ¥ 


ಮೂಲಭೂತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 129 


ಪ್ರಮೇಯ (8) ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿ (8) ರಿಂದ ಹೀಗೆ ತೀರ್ಮಾನಿಸ 
ಲಾಗುತ್ತದೆ : 
%೫ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ. 7'ಯು. ಭಯ 
(೪) ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. . ಆಗ ಕೇವಲ 
ಸ್ಥಾನ (7) 017 17, ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಅಥವಾ ಸಮನಾರ್ಥವಾಗಿ 
ಕೇವಲ ಶೂನ್ಯತೆ (7) - 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7'ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ 
(8) ಮತ್ತು (0) ಹೇಳಿಕೆಗಳು (1) ಮತ್ತು (2) ಈ ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುತ್ತವೆ. ಹೇಳಿಕೆ (4) ಕೂಡ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣ ಮಾಡಬಹುದು. ವಾಸ್ತವ 
ವಾಗಿ (8) ರ ಸಾಧನೆಯೂ ಕೂಡ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತನ್ನೇ ಹೇಳುತ್ತದೆ 


೪p ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ, 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 

ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. (](!,](2,...2( ೯) ಯು 
(10)  ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ (7% !, 7%,... 7/೯] ಎನ್ನುವುದು 

ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7' ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 

(10) ನ್ನು (0) ರಿಂದ. ನೇರವಾಗಿಯೂ ನಿಪ್ಪತ್ತಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. 
ಹೇಗೆಂದರೆ ಶೂನ್ಯತೆ (7) = 0 ಮತ್ತ 0/7೫. ೧೫೫ *......- 
aTX *..0 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ. T(aX'+aXN+.+ 
೧೫8) ಎ0. ಹೀಗೆ ೧3! ೧(2...... ೧0 ಆಗುವುದರಿಂದ 
13 ',1(3,...ಸ*] ಯು ಫಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ || 0) ಇ...ಡ್ನಮ0; 
ಅಂದರೆ 17/1, 7% 5.-.TX*}] ಯು ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿದೆ. ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ, ಶೂನ್ಯತೆ (37) ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 710 ಆಗಿರುವಂತೆ 
X೬೧ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ {¥} ಒಂದು ನಿರನಲಂಬಿ ಗಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
{TX} ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿದುವುದಿಲ್ಲ. ಹೀಗಾಗಿ (10) ಮತ್ತು (9) ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 

(5) ಮತ್ತು (8) ರ ಬಗ್ಗೆ ಏನು? (ಗ) ಮತ್ತು (6)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಕೇವಲ 
(3)ನ್ನ್ನ ಮಾತ್ರ ಉಪಯೋಗಿಸಿದಿವು. (7)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ ಅದೀ ಸಾಧನೆ 
ಗಳು ಕಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ, 

7ಯು, ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
(11) ಯಾಗಿರಲಿ. 7% -0 ಅಥವಾ $7೦ ಆಗಿರುವಂತೆ ಯ ಮೇಲಿನ 

ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು $ ಆಗಿರಲಿ.' ಎರಡೂ ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ 


$0. 
[17 
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(11) ಹೇಳಿಕೆಯು ಒಂದು ನಿಲೋಮವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಅದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ 
ಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. (ಅಭ್ಯಾಸ 9 ನೋಡಿ) 
ಭಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದಾಗ (7)ನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ದುರ್ಬಲ 
ಗೊಳಿಸಬಹುದು, 
7,7 = 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪಂಕರ್ಮಿ 7] 
(12) ಇದ್ದರೆ ಆಗ 7ಯು ನಿಲೋನು ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 7, - 7"! 
ಹೇಳಿಕೆ ( ೨) ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ತಾಳೆ ನೋಡಲು (7)ಕ್ಟಿಂತ ಸುಲಭವಾಗಿದೆ. 
7/7. 1 ಆಗಿದ್ದರೆ TX <0 ಆಗಿರುವಂತೆ ]'ಯಲ್ಲಿ ೪ ಇರಲಿ. 7, ಅನ್ನು 
ಅನ್ವಯಿಸಿ. ಆಗೆ 0=T7(TX )=(T7T)X=-1 X= X=-0. ಹೀಗೆ 
ಶೂನ್ಯತೆ (7) = 0 ಆಗುವುದರಿಂದ (9) ನಮಗೆ 7 ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಯೆಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 7] ೬ 77! ಎನ್ನುವುದು (7) ನಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ಎಲೋಮದ ಏಕೈಕತೆಯ ಸಾಧನೆಯಿಂದ ಸಿದ್ದಿ ಸುತ್ತದೆ. ಏ 
ಈಗ ಭಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ ಕ್ಟ ಒಂದು 
ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿವ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ತಿಳಿಯಲು ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. 7 ಯು (1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ. ೫ ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ $ ಒಂದು 
ಪ್ರತಿಫಲನ ಆಗಿರಲಿ. Pp ಯು ಮಾನದಂಡದ ಒಂದು ಬದಲಾವಣೆಯಾಗಿರಲಿ ; 
ಅಂದರೆ 


(13) S(x,y) (xy) 
(14) P(x y)=(ax by) a>0 b>0 
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ಆಗ 797 ಯು ಒಂದು ಆವರ್ಶನೆಯಿಂದ ಅಗಿದೆ. ಇದು ಮಾನದಂಡದ ಒಂದು 
ಬದಲಾವಣೆಯಿಂದ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಪ್ರತಿಫಲನೆಯಿಂದ ಆಗಿದೆ. (ಚಿತ್ರ 8 
ನೋಡಿ. ಇಲ್ಲಿ 7 ಯು //4 ದಷ್ಟು ಒಂದು ಅವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ೧-4, 
b=3) PST ಯ ಪ್ರಭಾವ "ಇಲ್ಲದಂತೆ' ಮಾಡಲು, ಮಾನದಂಡವನ್ನು ಮತ್ತೆ 
ಹಿಂದಕ್ಕೆ ಬದಲಾಯಿಸಬಹುದು. ಅನಂತರ ಪ್ರತಿಫಲಿಸಿ, ಅನಂಶರ ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 
ಆವರ್ತಿಸಲು (ಚಿತ್ರ 8 ನೋಡಿ) ಇಂತಾಗುತ್ತದೆ. 


11 
15 (y= 0 

(1°) P(x y) Cx > | 

( 16) 5] = 5 

(17) 7, ೧/4 ದಷ್ಟು ಒಂದು ಪ್ರದಕ್ಷಿಣಕ್ರಮದ ಅವರ್ತನೆಯಾಗಿಡೆ: 

(18) (2457773೬ 77157071 


ಹೇಳಿಕೆ (18), ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗವಾಗಿದೆ. 


7 ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ, 6 ಮತ್ತು 7ಗಳು 7 ಯ 
ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 6 ಸತ್ತು 7'ಗಳು 

(೩0) ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಮತ್ತು (6777 27-!ಎ€$-! 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, $7 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 


8 ಮತ್ತು 7' ಗಳು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿವೆ ನಿಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಣ, ಆಗ 


(TESST) - 77571972 7-'17 7-71: 
(12) ರಿಂದ $7 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (57771೬ 7-14-1 
ಎಂದು. ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇನೆ. ಈಗ $7 ಯು ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. 0 -(51)-* ಆಗಿರಲಿ ಆಗ / - (97) -(೧೨7 (12) 
ರಿಂದ 7 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 09 - 7! ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸು 
ತ್ತೇವೆ. 78ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು 5 -(57)7-1 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ $ ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀವೆ. ಇದು 
(19) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. [ (19) ರಲ್ಲಿ 7ಯು ಸಾಂತ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ 
ವಾಗಿದೆ, ಎಂಬ ಗ್ರಹಿಕೆಯು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಲ್ಪಡುವಂತೆ ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದೆ.] 
ಹೇಳಿಕೆ (19) ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ಎರಡು ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗಿಂಶ. ಹೆಚ್ಚಿನವುಗಳ: ಒಂದು ಗುಣ 
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ಲಬ್ಭಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತದೆಯಾದ್ದರಿಂದ, (18), (19) ರ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗ 
ವಾಗಿದೆ. 

ಮುಂದಿನ ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ 
7 'ನ್ನು ಹೇಗೆ ಗಣಿಸುವುದೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 2 ೨ 
ಪ್ರಸಂಗವೊಂದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 

7'ಯು ೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 


A= [ಕ ಸ ಯು 


7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ ಸ್ಥಾನ (7)-2 [ (9) ರಿಂದ] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 7 ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ 7ಯು ಕೇವಲ 
ಸ್ಮಾನ (4) ಎ2 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ಕೇವಲ 
ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದ ರಿ ಮಾತ್ರ, ಅಂದರೆ ಕೇವಲ 
ad-be 4:0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಸ್ಥಾನ (.4) ಎ2 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


(20) ಯಊಆಡ0-ಶಿಂಘ0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ 7-8 ಇದರ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ. 


ad 


20ರ ಕೊನೆಯ ಹೇಳಿಕೆಯಿಂದ 7”! ಗಣಿಸುವ ಶೀಘ್ರ ವಿಧಾನವೊಂದು 
ಜೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಆದು ಈ ಸಾಮ್ಯಕದಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ, 


(11) ಇ. alle ao 3 
atl -c alle 07101 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಮುಂಜೆ ಅನ್ವಯದ ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ `ಇಲ್ಲಿ ಸಂಗ್ರಹಿಸ 
ಶ್ರವೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 10. ೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮುತ್ತು 
7 ಯು ್ಭ ಯೆ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆ 
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ಕೆಳಗಿರುವುವು ಸಮಾನಾರ್ಥಕಗಳಾಗಿವೆ, | 
(7) TT,=T,7T = 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ರೇಖೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ 7, ಇದೆ. 


(12) TT 1೮ಗಿರುವುಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ನಿ 
7; ಇದೆ. 


(1) ಸ್ಥಾನ (7) - 411 ೪ ಅಥವಾ ಶೂನ್ಯತೆ (7) -0. 


(8) 18, ಸ... ಇ |] VN ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ 
{TX TN.-. TX} ಯು ್ಭ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


(10) (2(',3/3,...)("| ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ (7%, 
TK 'TX°...TX*} ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. 


ಟೀಕೆಗಳು : "ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯೆ' ಪದವು ಪರ್ಯಾಯ ಪದಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. 7'ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ ಕೇಪೀಯ 
ಪಂಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ನಾವು ಕೆಲವು ಸಲ 7ಯು ವಿಧಿಬದ್ಧವಾಗಿದೆ ಅಥವಾ 
ಯು ಒಂದು ಸ ಕ್ಟ ಗುಣಾರೋಪಣ ₹ ಅನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ನಮ್ಮ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸು 
ತ್ತೇನೆ. 1 ಯಿಂದ ಗೆ 7 ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಶೂನ್ಯತೆ (7) 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 7ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯು ಎಲ್ಲಾ ೪ ಆಗಿದ್ದರೆ 
T ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಅಥವಾ 7 ಯೆ // ಗೆ ವ್ಯಾನಿಯಾದ v ಯ 
ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಎನ್ನು; ತ್ತೇವೆ. ೪ ಮತ್ತು ಗಳು ಸಾಂತ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾ 
ಮೀಯವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಆಗೆ 040/1 V-dim W ಆಗಿರಬೇಕಾದುದು ಅವಶ್ಯಕ. 
ಪ್ರ ಮೇಯ 10, ಈಪ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಪ್ರನೇಯ 11. 64/11 - 04/11 ಆಗಿರುವಂತೆ ]' ಮತ್ತು 11 ಗಳು 
ಸಾಂತ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸದಿಶ ಸಮತ್ಪಿಗಳಾಗಿರಲಿ, ೪” ಯಿಂದ ಗೆ 
ಆದ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ. ಸ ಇರಲಿ, ಆಗ ಕೆಳಗಿರುವುವು 


ಸಮಾನಾರ್ಥಕನಾಗಿವೆ, 
(22) ೫/ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ೪ ಯ ಒಂದು ಪ್ರತಿಭಿಂಬನ 7'ಆಗಿದೆ. 
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(23) 7; 7=1, ಮತ್ತು 77,-1,. ಆಗಿರುವಂತೆ ೫ ಯಿಂದ 
೫ಗೆ ಒಂದು ಕೇಖೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆ 7, ಇದೆ. 


(24) 7,7=1, ಆಗಿರುವಂತೆ W ಯಿಂದ Vಸೆ ಒಂದು ಕೀಖೀಯ 
ಪರಿವರ್ತನೆ 7, ಇದೆ. 


(20) 131, X5೫} ಯು ಭಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವಾಗ 
ರೆಲ್ಲ {TX TX5-.-TX”} ಯು Wಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವಾಗಿದೆ. " 


(27) (೫1. ೫1,...ಸಿ] ಯು 17 ಯಲ್ಲಿ ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿರುವಾಗ 


ಲೆಲ್ಲ (TX, TX5..TX*} ಯು ೫/ ಯಲ್ಲಿ ನಿರವಲಂಬಿ 
ಯಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 11ರ ಸಾಧನೆಯು ಪ್ರಮೇಯ 10ರ ಸಾಧನೆಗೆ ಅತ್ಯಂತ ಸಾಮ್ಯ 
ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅದನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ಬಿಡಲಾಗುವುದು. (23) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಲ ಬ್ಬಟ್ಟ 7 
ಪರಿವರ್ತನೆಯು 7 7-1, ಎಂಪಿ `ಿರ್ಬಂಧವಿಂದ ಎಕ್ಸ ಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪ ಡುತ್ತದೆ 
ಮತ್ತು 7'ಯ *ವಿಲೋಮ' ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪ ಡುಶ್ತ ಲ ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿರುವ 
W ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ 7, ಆಗಿದೆ. 


ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಉಳಿದ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಮೇಲಿಂದ ಮೇಲೆ ಪ್ರಮೇಯ 10ನ್ನು 
ಮುಂದಿನ ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಿರ್ದೇಶಗಳ ಚರ್ಚೆಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಮೇಯ 11 ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. 7 ಮತ್ತು 7, ಗಳೆರಡನ್ನೂ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸುವುದ 
ರಿಂದ (3) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿ. 


2. ೫ ಮೇಲಿನ ಈ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ವಿರೋಮ ಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿರುವುದು ಯಾವುದು ? ಪಂಕರ್ಮಿಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ 
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(8) TPT) ಇ (;*)೫ 2೭೫೨ Dz) 
(0) 72೧)? 2) ೯ 3 )-ಶಾಜರಘ)* 2, ೫-೨-2) 
(0) 70೧೫ 2) ಎ (2/೫4) ವಶ 2 4೬೫32) 


ಪ. 78 ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿರು 
ವುದು ಯಾವುದು ? ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, 7-' 
ಅನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ವಿವರಿಸಿ. | 
(8) x ಮತ್ತು y ಅಕ್ಷಗಳ' ಸಮತಲಕ್ಕೆ ವ್ಯಾ ಪಿಯಾಗಿ T ಯು 

ಉತ್‌ ಕ್ಷೇಪಿಸುವುದು. 

(0) (3,1,2 ಚ (೨, 1, 0) ಮತ್ತು (0, 0, 0) ಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ T ಯು ಪ್ರತಿಫಲಿಸುವುದು. 

(c) (0,0, 0 "ಮಿತ್ತು (1, 1, 1) ಅಂದರೆ ಇದರಿಂದ (0 0 0) 
ಸ್ಕಿ ರಪಡುತ್ತದೆ. ಇದರ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಯ 
ಸುತ್ತ ೫/2 ನಷ್ಟು ಒಂದು ಆವರ್ತನೆ 7 ಆಗಿದೆ. 

(ಪ) 7ಯು ೫-ಆಕ್ಷವನ್ನು y-ಅಕ್ಷದೊಳಕ್ಕೆ, J ಅಕ್ಷವನ್ನು z- 
ಅಕ್ಷದೊಳಕ್ಕೆ ಕಳುಹಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 2-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸ್ಥಿ ರಗೊಳಿಸು 
ತ್ತದೆ. 

ಕಿ ಭಯು 8 ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸೆಮೆಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ.  ])' ಯ 


ಮೇಲಿನ ಈ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ವಿಶೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿರು 
ವುದು ಯಾವುದು? 
(8) Ta+at+at+a)=tdidVa+attat + 
at) 
ತ 
(0) 710 3- ೧/15-03'--0(13) - 4 (a au + au" 
ತು 
+ aude 


"ಫಿ ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲಿ ಔ: ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪಂಕರ್ಮಿ , 
7ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯು A ಗಿದ್ದ 7 ಯು ವಿರೋಮ ಸಾಧ್ಯ 
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ವಾಗಿದೆಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 7 ಯು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ 7-' ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 


(9) 4-[! 9] (04-[1 | 11 6] 
(0) 4-[₹ [| af [3 
ok 11002 


(ಗ) A= We pe | ಇಲ್ಲಿ 4 ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ. 


(6) A= -[ 3 | ಇನಿ ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತ ವಿಕಸ ಸಂಖ್ಯೆ. 


1 axl 

6. 7೫ ಮೇಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 
ಆವರ್ತನೆಗಳೆ, ಪ್ರತಿಫಲನೆಗಳೆ ಮತ್ತು ಮಾನದಂಡದ ಬದಲಾವಣೆಗಳು ಒಂದು 
ಗುಣಲಬ ಸಿವೆಂದು ಯಾರಾದರೂ ನಿರೀಕ್ಷಿಸಬಹುದು. 


| ಸ 1] ಈ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ ರೇಖೀಯ ಸರಿಕರ್ಮಿಯು 


ಆವರ್ಶನೆಗಳ, ಪ್ರತಿಫಲನಗಳ ಮತ್ತು ಮಾನದಂಡದ ಬದಲಾವಣೆಗಳ ಒಂದು 
ಗುಣಲಬ್ಧದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಡಲಾರದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, [ಸೂಚನೆ . ಆವರ್ತನೆ 
ಗಳು, ಪ್ರತಿಫಲನಗಳು ಮತ್ತು ಮಾನದಂಡದ ಬದಲಾವಣೆಗಳು ರೇಖಿಗಳ 
ನಡುವಣ ಕೋನಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸುವುದಿಲ್ಲ.] 


7. ಭಯು ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮ ಷಿ ಯಾಗಿರಲಿ. ಗಿ ಮತ್ತು 7'ಗಳು J 
aq+a, tat + 10,17 ಆಗಿರುವನ್ಲಿ (Df (0) = 
(d/dt) (/(1)) ಮತ್ತು (7/) (ಗಿಎ Sy (4) du ನಿಂದ 
ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಲಿ. 

(8) 07ಎ 1ಎಂದು ತೋರಿಸಿ (0) 7/0;5/ ಎಂಡು ತೋರಿಸಿ. 
ಭಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾವಿೀಯವಾಗಿಲ್ಲದಾಗ (12) ಸಾಧಾರವಾಗಿ: 
' *ಇರದೆಂದು ಇದರಿಂದ ಶಿಳಿಯುತ್ತದೆ.. 


Hu. 


, 10. 
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(8) ೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ  ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೊ ಣ, ೪ ಮತ್ತು 7'ಗಳು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ವಿಲೋಮ ಸಾಧ ಕ 
ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿರಲಿ. ೪7 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ವಾಗಿದೆ. ಎಂದು 
ಮತ್ತು ($87) = 7೯1! $7 ಎಂದು ತೋರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
(TES (97) (97) TS) ಎ/ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(ರ) 1 ಯು ಬಹುಪದಿಗಳ್ನಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. $7 ಯು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿರುವಂತೆ ಆದರೆ ಸ್ವತಃ ಪರಿಕರ್ಮಿ $ ಮತ್ತು 7ಗಳು 
ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯಗಳಾಗಿಲ್ಲದೆ ಇರುವಂತಹ 6 ನುತ್ತು7' ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : ಅಭ್ಯಾಸ 7ರ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 
ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯಗಳಾಗಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿ; ಅನಂತರ ಆ ಅಭ್ಯಾಸದ 
ಭಾಗ (0) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ] 

೪” ಯು ಸಾಂತ ಆಯಾನಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7ಯು p ಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 


` ಯಾಗಿರಲಿ. $, 40, 550 ಮತ್ತೆ 7 - 75, = 0 ಆಗಿರುವಂತೆ 


೪ ಯ ಮೇಲೆ $ ಮತ್ತು $, ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಹೇಗೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕೆಂಬುದನ್ನು. ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 7 ಯ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಸ್ಪಿಯಲ್ಲಿ $,ನ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಒಳಗೊಂಡಿರುವಂತೆ $್ರ ಅನ್ನು 


ತನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸಿ ಯಲ್ಲಿ 7ಯ ವ್ಯಾಶ್ರಿಯು ಒಳಗೊಂಡಿರು 


ವಂತೆ 6 ಅನ್ನು ಡಿಯ್ಕೆಮಾಡಿರಿ. ಇದನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 6ರಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟ ರುವ ಆಧಾರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ ಅನಂತರ ನ, 
ಮತ್ತು 5, ಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ಪ್ರಮೇಯ 0.ನ್ಮು ಉಪಯೋಗಿಸು 
ವುದರಿಂದ ಮಾಡಬಹುದು.] 


೪ ಯಿಂದ Wನಿ ಒಂದು ರೇಖುತ್ಮಕ ಸರಿನರ್ತನೆಯು $ ಆಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು W ಯಿಂದ ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ಶನೆಯು T 
ಆಗಿರಲಿ. din W>dim V ಎಂದು ಇಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ. $೪7 ಯು 
W ಮೇಲಿನ ಒಂದು ' ಎಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಕರ್ಮಿ ಅಲ್ಲ ಎಂದು 


``. ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: ಶೂನ್ಯತೆ T40 ಎಂದು ತೋರಿಸುವುದರಿಂದ 


 ಶೂಕ್ಯತಿ (57) 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 2 
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12, 


11. 
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ಗಸ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ, ಆಗ ೫” ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿರುವಂತೆ ಔ* ನ ಪ್ರತಿ 
ಬಿಂಬನ ಇಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 
/ಸೂಚನೆ : 7'ಯು ಸ” ನಿಂದ ಗೆ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪಂನರ್ತನೆ 
ಯಾಗಿರಲಿ. ೫೨೫ ಆಗಿದ್ದರೆ ಶೂನ್ಯತೆ (7) ಯು ಸೊನ್ನೆಯಾಗ 
ಬಹುದೇ? ೫m ಆಗಿದ್ದರೆ ಸ್ಥಾನ (7) -m ಆಗಬಹುದೇ ?] 


R" ನಿಂದ ಗಣ ಗೆ ಇರುವ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಲ್ಲಿ 
Rm ವ್ಯಾಪಿಯಾದ R’ ನ ಪ್ರತಿಬಿಂಬನಗಳು ಯಾವುವು: ? 


(8) TRpDW=(X-pz+Wx-Y+T0w) 
(b) TMpDWE (2 2ರ ಜದ 712) 


(©) Txy,2) ಇ (ತು ಸಚಿವ Oxyd, 
(6) T(x y 


15, 


14. 


15. 


2x+y+2) 
YDW) ಇ (NNEYXEY+DNEYEZ+W) 


(8) R್‌ಗೆ ವ್ಯಾಸಿಯಾದ ಸ್ತರ ೬ 3ರ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿಯ 
ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(0) ಸ್ವರ <2 ರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸ ಸಮಸ್ಟಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ax by + 
೭2 ರೂಪದ ಪದೋಕ್ತಿಗಳ ಸಮಸ್ವಿ ಯ ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನನನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (ಈ ಸಮಷ್ಟಿ ಯ ಒಂದು ವ್ಯಾ ಖ್ಯಾನ್‌ ಭಾಗ 8ರ 
ಅಭ್ಯಾಸ 2(6) ಯನ್ನು ನೋಂ, ) 


dim V= dim W ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ಭಯ 
ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದಾದರೂ ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
V ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನೂ ಮತ್ತು ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನೂ . 
ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿ ಪ್ರಮೇಯ 9ನ್ನು ಮತ್ತು (26) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


೫ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ 77, - 1 ಆಗಿರು 
ವಂತೆ, 7, ಇನ್ನೊಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 7ಯು 
ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು 7-1 ಎ7, ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : (-9) ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ.] 
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ಭಾಗ 6. ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಾಕಾರ 


ಈ ಭಾಗವು ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಗಣನಾಶ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಕೇವಲ ಕೆಲವೇ ಹೊಸ 
ಸಲಿತಾಂಶಗಳೆನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತೇನೆ. ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಗಮನವಿಟ್ಟು 
ಕೋಡಿ ಗಣನೆಗೆ ಸೂತ್ರವಿಧಿಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಿಕೊಳ್ಳಲಾಗುವುದು. ಮೊದಲು ನಮ್ಮ 
ಮನವನ್ನು ಕಾಟ್ಟೀಸಿಯೆನ್‌ ಸಮಸ್ಪಿಗಳಿಗೆ ಮಿತಿಗೊಳಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಅನಂತರ 
ಕಾರ್ಟೀಸಿಯನ್‌ ಸಮಸಿ /ಗಳಲ್ಲದ ಸಮಸ್ಪಿಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಗೆ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆಮಾಡ 
ಸೀಕೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿಂದ ಅಂತಹ ಸಮಸ್ಸಿಗಳಲ್ಲಿ ಗಣನೆಗೆ 
ಧನಗಳನ್ನು ದೊರಕಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ 7” ನಿಂದ ಗ ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಒಂದು 
1 ೫ ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಯಿತು. ಅನಂತರ 
೧ವೆರಡೂ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಅನುಗುಣವಾಗುವಂತಹ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಮೊತ್ತ 
ನ್ನೂ ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೊತ್ತನನ್ನೂ ವಿವರಿಸಲಾಯಿತು ; ಅಂದರೆ 4 ಯು 
೪ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ಮತ್ತು ಔಯು 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರು 
ಕಾಗಲೆಲ್ಲ 44 Bಯು ನ47ಯ ಮಾತ್ಯಕೆಯಾಗಿದೆ. ಯು 7ಯ 
ಬಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ಮತ್ತು ೧ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರು 
ಕಾಗಲೆಲ್ಲ ೧4 ಯು 47 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುನಂತಹ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ (4 ಯನ್ನೂ 
ಕೂಡ ವಿಚಾರಿಸಲಾಯಿತು. 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 87ಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ, 4ೈಯು ನನ ಮಾತೃಕೆ 
ಹಾಗಿರುವಾಗ ಮತ್ತು ಔBಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ABಯು 
"TM ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ಎರಡು ಮಾತೃಕೆಗಳ ಒಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ AB 
ಸನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತೇವೆ. ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಲಬ್ಧ ವು ನಮಗೆ ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ಳ ಗಣನೆಗೆ ಒಂದು ಸಾಧನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ೫” ನಿಂದ ನಾಗೆ 7 ಯು ಒಂದು 
(ಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 8ಎ (81) ಯು 7 ಯ ಮಾಶೃಕೆ 
ಹಾಗಿರಲಿ. ೫ ಥಿಂದ 7೯ ಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 4 ಆಗಿರಲಿ 
ನತ್ತು 4ಎ (4ಗ) ಯು €ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 0ಈಯು Mx 
'ಗಿದೆ ಮತ್ತು 4 ಯು Ax ಆಗಿದೆ. ಇದಲ್ಲದೆ [ಭಾಗ 4ರ (22) ನ್ನು 
ಡಿ], 2... 


TX Xp He Xn) (Bix B+ ಕಡ ಶ್ಶಿ 
|) 4 3,3,3 ರರ BX 
0 Bui Brit oe + Bona 
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SVP Sa ANE AsYE ರ್‌ ಣೆ... 

(2) » ATA Ames 
Ait AeSat ಡ್‌ AiknYa) 


STಯು 7೫ ನಿಂದ ಔ೬ಗೆ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. ಲಿ... 
(Ci) ಯು ST ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗೆ (ಯು ೧x ಆಗಿದೆ. ಮತ್ತು 


(57.೫೨.೨೩) =(Cx+ Coxt + CX 
(3) ಲಸ CX + ಕಡ್‌ ಲೈಟ್‌ 
Cx ೬ Gxt + Cra) 


(1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದಲೂ (3)ನ್ಸು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 
ಇದರಿಂದ ST (Xx NX ಜ್ಜ) = S(T(Xy NXg, ೩.)) = S(B,, 
೩ರ ಕೈಸಾ ರ ಬಂ ಡಿ Baxi + Baxi t ee + BX *್‌ 
Baxi? ಶುರ + BraXa) ~ (Au( Buxi+ Bx, +--+ 
Bix) + AABN ಔರ ರ BuXn te An (ಶೈ) 
+BaXit + BmnXa) AMB Nt 8ಬ... 3. ೪,೩) 
AA 8,3,7 8.೧14 + BX): + Am BX t Brox: 
+ ಭ್ಯ ಖು), A (Bu Xt ಗ e+ BaXxa)* Ai 
(81273 08.3... *. ೫೩) ೯ + Am BmXit Bmx + 
10 + BrnXn) )=( (4,8, AB AB Xt (A 
Bi+AnBut “ರ್ನ ಟೊ) ಸರ್ಗ ರ್‌ (48,14, + 
ತ 4. ಶೊ) ಜೂ) (8/3 42,83,331 4.8.2215 (An 
B+ 4.822 --* + ಗೊ. ಔ.2)ಸಾರ್ಗ ರ್‌ (4.3, 4 
eed AmB mn)Xn “3 (4,8: 6 +AmBm Xi 
"4.223 ಸ. 4 ಹಚಚ (Ai Ba? Ae B2o 
++ AmBma)Xn) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ 
(4) CAB jit AaB t ¥ Aim Br» 

ji=l,2,.- ks j=l, 2): 

ಮಾತೃಕೆ (ಯನ್ನು 4 ಮತ್ತು 8 ಗಳ ಗುಣಿಲಬ್ಬ ಎಂದು ಕಠೆಯೆಲಾಗು 
ತಜಿ ಮತ್ತು C= AB ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. (ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರ 
ದಲ್ಲಿರುವಂತೆಯೇ ಇಲ್ಲಿಯೂ ಅಪವರ್ಶನಗಳ ಕ್ರಮವು ಮುಖ್ಯವಾಗಿದೆ). 48ಯ ನೇ 
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ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು ; ನೇ ನೀಟಸಾಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಯನ್ನು (4) ರ ಪ್ರಕಾರ 4ಯ 
1ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ದಾಖಲಾತಿಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳನ್ನು ಅನುಗುಣವಾದ ಔಯ 
೫ನೇ ನೀಟಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವನ ದಾಖಲಾತಿಗಳೊಡನೆ ಕೂಡುವುದರಿಂದ ಪಡೆದಿದೆ. (4) 
ಕೊಡಕೆ ಪರಿಚಿತರಾಗುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸರಳ ವಿಧಾನವೆಂದರೆ (4) ರಲ್ಲಿ ಜಾಗರೂಕತೆ 
ಯಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾಪಿಸಿ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು. ಮಾಡಿ ನೋಡುವುದು. (4)ರ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವನ್ನು ಓದುಗನು ಅದನ್ನು ಸ್ವಯಂ ಉಪಯೋಗಿಸುವಷ್ಟು ಸ ಪರಿಚಯ 


ಪಡೆಯಬೇಕು. 
20 9.24 1.14 0.3 2.041.140. 
|: 1 |ಎ.| 1.2. 0.1. 1.8 ಜಾ 
3 7 


2 10 
(ರಿ; |10 1 
೧13 0.2.4 1.1.3 3.3 0.041.143. 


5 1 
=| 5 11. 
10 4 
3 1 2 1 [ 2 
(6) | 0 1 | | 
0 1] -1 0 1 1 


ಮೊದಲನೇ ಮಾತೃಕೆಯ ನೀಟಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಎರಡನೇ ಮಾತೃಕೆಯ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಒಂದೇ ಆಗಿಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ ಇದರೆ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿಲ್ಲ, 


2 0 
- a 1 0 
(7) | | 1 0 
1-1 || ಐಂ 
0233. 1.13. 0.2 (00-. 1:0 +0.0 
[7 (I-11 10+ (-1)0 + 3-01 


2a+l 0 

ದಾ » ol 

R 1 211! “4 

(5) [o ಕ್ಷ i 
114920 11421 1242.1 
-[0.1 0.0 01401 02401 

1 53 4 

0 0 0," 
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10 ೧1೧2 1 1 0 
(ಟಿ) 10 10([|1 0 ] 1 
೧೦ 1[| 04 1 -1 4 


1.೧ 3.0.1..0ಿ.೧ 1.12. 0.0. 0.1 
0.13.1.1 0.೧ 01410401 
೧.1 . 0.13. 1.೦% 01400411 


1140.1 +0.(-1) 10+ 0-1 + 0.4 
01+1-140(-1) 0.04 1.1. 0.4 
0.13. 0.13 1.(1) 0.0. 0.1. 1.4 


3 1 1 0 


ಗಣನೆಯನ್ನು ಶೀಘ್ರ ಗೊಳಿಸುವ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ (4) ರಿಂದ ಕೆಲವು ತೀರ್ಮಾನಗಳನ್ನು 
ಕೈಗೊಳ್ಳಬಹುದು. (8) ಕಲ್ಲರುವಂತೆ 4 ಯ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸೊನ್ನೆಗಳಿಂದ 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಅನುಗುಣವಾದ 4 ಯ ಅತ್ಮಸಾಲೂ ಸೊನ್ಮೆಗಳಿಂದ ಆಗಿರುತ್ತದೆ 
(7) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 8 ಯ ಒಂದು ನೀಟಸಾಲು ಸೊನ್ನೆ ಗಳಿಂದ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅನುಗುಣ 
ವಾದ 48 ಯ ನೀಟಿಸಾಲೂ ಸೊ ಸೊನ್ನೆ ಗಳಿಂದ ಆಗಿರುತ್ತೆ ಡಿ. ಇದರ ಒಂದು ಸ್ವಯಂ 
ಸಿದ್ದ ಪರಿಣಾಮ ಇಂತಿದೆ : 


೫%ಯು kx ಸೊನ್ನೆ ಮಾತಕೆಯಾಗಿದ್ದರಿ ಅಥವಾ 4ಯ 
m ಸ್ರ A 

(10) mxn ಸೊನ್ನೆ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 08.4 ಯು kxn ಸೊನ್ನೆ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 


ಲ 
ತಿಯೊಂದು ಉಪಯೋಗವೂ ವಿಧ ಗಾತ್ರದ ಸೊನ್ನೆ ಮಾತೃ ಕೆಗಳನ್ನು 


ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಬಹುಬಿಂಬ ಸಂಗತಿಯು ಯಾವ ಅಪಾ ರ್ಥಕ್ಕೂ ಎಡೆಕೊಡಬಾರದ ಅಂತೂ 
04 ಅಥವಾ 080 ಎಂದು ಬರೆಯಬೇಕಾದರೆ. ಈ ಗುಣಲಬ್ಧ ಳು ಮ್ಯಾಬ್ಯಿ 
ಸಲ್ಲಖಿ ಬ್ರಹಿವೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ಶಿಳಿದಿರಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ ; ಅಂದರೆ (ಯ ನೀಟಸಾಲುಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯೂ ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದರೆ 04 ಯು 
ಅರ್ಥವು ೩ ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


| 0 0 
ಮಾತೃ ಫೆ 1 0 ಇದನ್ನು 
0 0 1 


ಸೊನ್ನೆ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 0 ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿದಕಿ ಆಗ 0,4 -. 80 ಎ0. 
ಪ್ಪ 
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Ww 


Bx3 ಸಾಮ್ಯಕ ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಕರ್ಣಕೇಖೆಯ ಮೇಶೆ 
ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಸಂಖ್ಯಾ ಒದು, ಕರ್ಣರೇಖೆಯನ್ನು ಬಿಟ್ಟ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಸೊನ್ನೆ 
ಗಳಾಗಿವೆ ಇವನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸೋಣ, 


4 ಯು ಜಗ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 ಯ ಕರ್ಣರೇಖೆಯು 4, 
(11) ದಾಖಲಾತಿಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. ಕರ್ಣರೇಖೆಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
m ಇವೇ ೫, ಯಾವುದು ಕೆರಿಜೋ ಅದಾಗಿದೆ. 


ಕರ್ಣಕೇಖೆಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳ ನನ್ನು ಒಂದಾಗಿಯೂ, ಕರ್ಣರೇಖೀಯ 

(12) ವದ ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು ಸೆ ನನಗ ಗಿಯೂ ಹೊಂದಿರುವ ೫೫x 
ಮಾತ್ಯ ಕೆಯು ಕ್ಲ ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸ ಡುತ್ತ ದೆ. ಇದು ಗ ಗ ಸಾಮೃಕ 
ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ಆಂಕಕರಣವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿದೆ. 1? ಆಗಿದ್ದರೆ bj =1 
ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು /4/ ಆಗಿದ್ದರೆ ಹ; -. 0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ನಾವು [= (೫//) ಎಂದು 
ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. "ರ ಚಿನ್ನೆಯು ಸಾಮಾನ್ಯವಾದುದು ಮತ್ತು ಕ್ರೊನೇಕರ ಡೆಲ್ಬ 
ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. La ಗಾತ್ರವು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದ್ದರೆ, n ಅನ್ನು ಬಿಟ್ಟುಬಿಡು 
ವುದರಿಂದ (0)ರ ಸಾಮಾನ; ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು ಹೊಂದುವೆವು. 


4 ಯು mn ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ [4 -.41-ಎ.4 ಹೆಚ್ಚಿನ ಸೂತ್ರ 


(13 ವಿಧಿಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಬಹುದು. ಈಗ ಇನ್ನಷ್ಟು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು 
ನೋಡೋಣ, 
೩00 ಕಿ 1 -1 0 
(14)|0 10||1 0 11 
003 0 1 1 1 
2 21 2.(-1) 20] (8 2 -2 0 
(1.1 10 1. 1.11] ಇ|.1 0 1 1] 
“L300 31 3.1 3.1 0 3 3 8 
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2 1 1 2 11 8೩ 8 2 
ಛಿ 01 41110 1 1|=|0 1 ಸ 
(1) \ lo 0 ಟೆ ಓಂ 0 2, 


0 0 1 


ಗೆ 4೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ೫x ಮಾತೃಕೆ ಯನ್ನು ಕರ್ಣ 
ರೇಖೀಯ ಮಾಶೃಕೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. (13) ಮತ್ತು (14) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ 
ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 


ಸೆಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖೀಯ » «1 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
೫ಯು nxk ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಈಠಈ೮ಯ / ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು Aij 

(17) i=1, 2,...n ನಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 48 ಯನ್ನು ದೊರಕಿಸ 
ಲಾಗುತ್ತದೆ. i> 41-00 ಆಗಿದ್ದರೆ nxn ಮಾತೃಕೆ A 
ಯನ್ನು ಊರ್ಧ್ವ ಶ್ರಿಕೋನೀಯ ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 


(16) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ 


A ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯ ೫೫೫ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿ 
(18) ದ್ದರೆ ಆಗ 48 ಯು ಒಂದು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರೀಕೋನೀಯ ೫ x ಮಾತೃಕೆ 
ಆಗಿದೆ. - 


ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ (10), (13), (17) ಮತ್ತು 
(18) ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಸಾಧನೆಗಳು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆಯ 
ಜಾಡನ್ನು ಹಿಡಿದಿಡಲು ಕೇವಲ ಸ್ವಲ್ಪ ಜಮಾ. ಖರ್ಚು ರೀತಿಯ ಲೆಕ್ಸವನ್ನು ಮಾತ್ರ 
ಒಳಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಓದುಗನು ವಿಶೇಷ ವಿಧಗಳ ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ ಅನೇಕ ಇತರ 
ಗುಣುಕಾರ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಲೂ ಮತ್ತು ಸಾಧಿಸಲೂ ಶಕ್ತನಾಗಿರಬೇಕು. 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಈ ರೀತಿಯ ಹೆಚ್ಚು ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುತ್ತವೆ. ಈ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಓದುಗನಿಗೆ ಮಾತೃಕ ಗುಣಾಕಾರದೊಡಸೆ ಪರಿಚಿತವಾಗಲು ಸಹಾಯ 
ಮಾಡುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಮೇಲೆ ತಾಳೆ ನೋಡುವುದಕ್ಕೂ ಉಸಯುಕ್ತ 


ವಾಗಿವೆ, 

. ಈಗ ೫” ನಿಂದ ಗಿಇಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಎಡ 
ಗುಣಾಕಾರದ ಮೂಲಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ಹೇಗೆ: ವಿನರಿಸಬಹುದೆಂದು 
ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ, 8?” ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು (೪, ೫) *-.೨2() ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 
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ಈ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಳಗಿನ '1 ೨೯೫ ನೀಟಿಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಯಂ* 


Xx 
Xx) 


Xn 


ಅಥವಾ 1 x ಗ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆ [೫,, 2೧...) ನಂತೆ ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 


7ಯು Rn 7”ನ.ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 4 ಯು 
7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಇದರಿಂದ ' 


2 My 
(19) 4) =|" |, 
Xo Ym 
ಹೀಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಮಾ ತ್ರ 7೫% ಸ ಯವ ನಟ Ps °° Yn) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಅಂದಕ್ಕೆ 7ಯ ಕಾರ್ಯವು 4 ಯಿಂದ ಎಡಗುಣಾಕಾರದಿಂದ ನಿರ್ವಹಿಸಲ್ಪ ಬಿಡೆ 
ಅದೂ ಅಲ್ಲದೆ 
pu pa ಕ್‌ 4 
(20) [xix Xn] 12 21 | [); ೫2 Sal 
A Ann Ama 


ಹೀಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರೆ, T(x ,x,--,x) ೯ (೫/2೨ `-2೫.)ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


(20) ರಲ್ಲಿನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಸಯ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ನೀಟ 


ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದಂಂದ ಪಡೆದಿದೆ. (4) ಮತ್ತು (1)ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ (11) ಮತ್ತು (20) ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ್ಥಾ ನಿಸಬಹುದು. 


ಇವನ್ನು ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ನಿರೂಪಿಸೋಣ. 7(1,0) -(1, 1, 0). 


ಮತ್ತು 7(0, 1) -(0, 1, 1) ನಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ‘R: ನಿಂದ ಣಿಗೆ ಆದ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಮಾತೃತೆ "ಯು ಹೀಗಿದೆ, 


1 0 K 
1 3 
911 


ಅಂಜಿಕೆ 70 ೫ನ Tx; 0). ೫(9, 1) = ೫೫1, 0). 710, N=. 


19) 


ರ ಖು 


146 ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ . 


(ಟಾ x+y) ಇದೂ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


[ | [> Fx} 


ಇದು (19) ಆಗಿದೆ ಅಥವಾ 
1. 1 0 
[x yo 1 ಪಃ x+y ೫ 
ದು (20) ಆಗಿದೆ. 


ಟೀಕೆಗಳು : ಕಾರ್ಟೀಸಿಯನ್‌ ಸಮಷ್ಟಿಗಳ ಮೇಲೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಗಣನಾತ್ಮಕ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನಾಗಿ 
ಸಂಕುಚಿಸಲು (19) ನ್ನಾಗಲೀ ಅಥವಾ (20) ನ್ಹಾಗಲೀ ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ (19) ನ್ನು ಎರಡು ಕಾರಣಗಳಿಗಾಗಿ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. ಪರಿ 
ವರ್ತನೆಯನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸುವ ಅಕ್ಷರವನ್ನು ಚರಾಂಕದ ಎಡಕ್ಕೆ ಬರೆಯುತ್ತ ಬಂದಿ 
ದ್ಹೇವೆ, ಅಂದರೆ ನಾವು ೫7 ಎಂದು ಬರೆಯುವುದಕ್ಕಿಂತ 7% ಎಂದೇ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮಾತೆ 4 ಯನ್ನು ಸಹ ಎಡಗಡೆಯೇ ಬರೆಯುವುದಕ್ಕಾಗಿ (10) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿ 
ಸುತ್ತೇನೆ. ಎರಡನೇ ಕಾರಣವು ಬಹುಮುಖ್ಯವಾದುದು. (20) ನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿದರೆ ಮತ್ತು 4 ಯು € ನ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದ್ದ ಕಿ ಮತ್ತು 8ಯು 7ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ [ (1) ಮತ್ತು "ಈ ರ ಅಂತಕರಣಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 


ಕೊಂಡು) ] | 
(57) (Xx ರ್ಯಾ) ವಾ (21 22-2) ಆಗುವುದು 
B, B,, ಎ ಶ್ಲ Au A ಎ Au 


B, B., He 312 22 °° 432 
Ba Bh ಕೇ Ban Ami Anz ಅತ Aim 
2] ಹೀಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ. 


(21) [ಬತಾ xo) 


=x [Zz 22 


ಅಂದರೆ (57) (Xx Xe Xa (2 ಪಿ -Z,) ಎಂದಾಗುತ್ತ ಜೆ. ಪುನಃ 
ಸುಣಲಬ್ಧವೇ ಬಂದಿತು. ಈ ಅಂಕನನು ಅನೇಕ ಲೇಖಕರು. ಉಪಯೋಗಿಸುವುದಕ್ಕೆ 


ಅನುಗುಣವಾಗಿದೆ. 
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ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿನರ್ತನೆಗಳ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು ಮಾತೃ ಕೆ ಗುಣಾಕಾರದ ಅಧ್ಯ ಯನೆ: 
ವನ್ನಾಗಿ ಹೇಳಿಕೆ (19) ವರ್ಗಾಯಿಸುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ ನಾವು ಸಮಾಕರೆಣಗಳೆ 
ವ್ಯೂಹಗಳ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕೆ ವರ್ಗಾಯಿ 
ಸಬಹುದು. ಕನ ಸಮಾಕರಣಗಳೆ ವ್ಯೂಹವು, 


Axi AX AX 
Aut At AY 
(29) ; 
ಗ್ದ, + An2X2 + Anos = Ym 
ಕೆಳಗಿನ ಬಿಡಿ ಸಮಾಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. 
(28) ANY 


ಇಲ್ಲಿ 4 ಯು (22) ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 


X ದ್‌ %ಂ 3 Y= ¥2 ೨ 
Xa ಎ Ya 


ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ ಭಾಗ1 ಮತ್ತು 2 ರ ವಿಧಾನಗಳು 4 ಮತ್ತು Yಗಳ ಅಡ್ಡೆ `` 
ಸಾಲುಗಳ ಮೇಲೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಸಿ ಸಮಾಕರಣ (28) ನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ವಿಧಾನಗಳೆಂದು 
ತಿಳಿಯಬಹುದು. (22) ಕಿಂತ (೨3) ರಲ್ಲಿ ಅಂಕನದಲ್ಲಿ. ಗಣನೀಯವಾದ ಉಳಿತಾಯ 
ವಾಗಿರುವುದು ಸ್ಪ ಷ್ಟ ವಿಜೆ. K 


ಮಾತೃ ಕೆ ಗುಣಾಕಾರದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ನಿಯಮಗಳೇನು? ಇವು ಭಾಗ 4 ರೆ 
(44) (45) ಮತ್ತು (46) ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಬ ಟ್ಟ ರುವ ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರದ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸೂತ ತ್ರವಿಧಿಗಳಿಂದ ನೇರವಾಗಿ ನಷ್ಟತಿಸುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ 4ಯು ಗಗ 
ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಕಹು nxk ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು €ಯು ಹೀ? ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ (AB) 
C~=A4(BC) Aಯು mx ಆಗಿದ್ದರೆ ಔಯು ೫x ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
4 ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ wna ( AB)~(aA) B=A 
(aB). 


ಈಗ ಎಲ್ಲ ಮಾತೃಕೆಗಳೂ nxn ಆಗಿರುವಂತಹ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಶಿಷ್ಟ 
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ಗೊಳಿಸೋಣ. ಈ ಪ್ರಃ ಸಂಗದಲ್ಲಿ AB ಮತ್ತು BA ಗಳೆರಡನ್ನೂ ವ್ಯಾಪಕ 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ 4 ೫ BA ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


1 PS) ೬೬ (111-1 | 


ಒಂದು ಮಾತೃ ಕೆಯ ಘಾತಕಗಳನ್ನು ರೂ ಹಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಹೀಗೆ ವ್ಯಾಖಿ ಖ್ಯ pS 
ಸಬಹುದು, 


(2)) A ಯು nxn ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ AAA. ಣೆ 4.44 ಇತ್ಯಾದಿ. 
ಸಾರ್ವ ತ್ರಿಕವಾಗಿ A" 1 = AA. 


ನಾವು 


(.4,4),4 = 444) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು 44344 4 ಎಂದು ಬರೆಯ 
ಬಹುದು ಮುತ್ತು ಯಾನ ಸಂದಿಗ್ದ ತೆಯೂ ಸುಣಮಿಸುವುದ್ದಿ. 


ಒಂದು 1? ಮಾತೃಕೆ 4ಯ್ಕು ದ್ಧಿ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಭಾಗ ನಿ ರಲ್ಲಿ ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಚರ್ಚಿಸಿದೆವು. : ಈಗ ನಾವು 7ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಭರವಸೆ ಕೊಡುವ 4 ಯ. ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 7”' ಇದರ 
ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಗಣಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನೂ ಕೊಡು ಶ್ರೇವೆ. 


ಒಂದು ಗ ೫ ಮಾತೃಕೆ 4 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಎಂದು ಹೇಳಲ್ಪಡುವುದು 
ಯು ಗಿ” ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾ ಧ್ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಯ 


ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. ಒಂದು ಎಶೋವಮಸಾಧ ಧ್ಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ 
771 ನ ಮಾತೃಕೆ 


ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ [ಭಾಗ ರಿರ (7)] ಇದೂ ಡಯು 
ಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ : 


(26) AB~ BA=1, 


ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ೫೫೬ ಮಾತೃಕೆ B ಇದೆ ಎಂದು ಹೇಳುವುದೂ ಬಂದೇ ಮತ್ತು 
ಭಾಗ ಗ ರಲ್ಷಿರುವಂತೆ' ಔಯು (56) ರಿಂದ: ಎಕೈಕವಾಗಿ 'ನಿರ್ಧರಸಲ್ಪಶ್ಪಿದೆ. ನಾವು 
Bಯನ್ನು 4ಯ "ವ್ಯಸ್ತ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತ Kd ಮತ್ತು ೫8. pa ಎಂದು "' 
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ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನು ವಿವರಿಸಲು. ಪರ್ಯಾಯ ..ವಿಧಾತಗೆಳು: 
ಇಂತಿವೆ : | `ಃ 


(8) ಸ್ಥಾನ (4) ಎ1 34664೬ 
(0) ನೀಟಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನ (4) -11 


te 


(0) ಶೊನ್ಯತೆ (4) -0 ಗ 111. 111. 
(6೮) BA 1, ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ೫x ಗ: ಮಾಕೃಕೆ 2ಜಿ. 
(27) (6) AB=1, ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು.೫ x೫ ಮಾಶ್ಯಕೆ B ದೆ. 
(1) ಸಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿವೆ. 
(9) 4% 0 ಎನ್ನುವುದು ಯಾವುದೀ 771 ಮಾತೃಕೆ XM 
೫-0 ಎನ್ನುವ ಅರ್ಥವನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. - 


ಹ 


(೧) ಒಂದು nxn ಮಾತೃಕೆ ೫7ಯು ಕ್ರೆಳಗಿರುವಂತೆ ಇದ್ನ 


xi] ತೆ 1 Hi Ny 


» ) 
A 1 = ತಃ ಇದು ಕೇವಲ 8 ೨2 ಹಟ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
ಸಿ Ye mlx 


ಪ್ರಮೇಯ 10 ರಲ್ಲಿ ಹೇಳಿಕೆಗಳು (2? ೧ €, ಗ) ಒಳಗೊಂಡಿವೆ. ಸ್ಥಾನ 
(4) = ನೀಟಸಾಲು ಸಾ ನ (A) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (27 a, b) ಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ 
(ಪ್ರಮೇಯ 8ರ ನೆ ಲಿನ ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ನೋಡಿ). ಭಾಗೆ (8) ಮುತ್ತ್ಯುಭಾಗ | (4) ಗಳು 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. (೨2) ಮತ್ತು (23) ತ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ 
ಭಾಗ (8) ಮತ್ತು ಭಾಗ (೧ ಗಳು ಒಂಜೀ ಆಗಿವೆ. ಭಾಗ (6) ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತ ಜಿ ಶೆ 


A ಮತ್ತು Bids nk m ಆಗಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ ಕೇವಲ 4 ಮತ್ತು 08 
(28): .ಗಳು ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯ ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ.. ಮಾತ್ರ 4%ಯು: ನಿಲೋಪಿ - 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 48 ಯಿ ನರೊನುಸಾಭ್ಯನಾಗಿದ್ದ ಕ ಆಗ (.48):* 


ಎ81 4-3, ೫.1 
ಇದು ಭಾಗ ರಿ ರ.(19) ರ, ಮಾತ್ರಕೆ ಸಥೃಶವಾಗಿದ. ' 
. ಈಗ (37/) ಮತ್ತು(20) ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ; 4-ಯು ' 
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ವಿರೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿರಲಿ ಮೆತ್ತು ಔ- ಸ! ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ್ರ. 


Xi ೫ 
413 |_|231 | ಆಗಿದ್ದರೆ 
ತ ಸ 
A ಅನ್ನು ಅನ, ಕ್ವೈಯಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ: 
೫; Xi 1. 
೫೨ ಎ (414) A> 


Xn Np ೫! 
ಹೀಗೆ (27/) ಯು (26) ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 4 ಮತ್ತು ಔಗಳು (27) ಅನ್ನು 
ಪಾಲಿಸಲಿ. ಈಗ 


೫, ೧ 
A) 0 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
x 0 
ಆಗ 
0 x 
B ೪ NX 
0 Xx 
ಹೀಗೆ 
೩. 0 
೨.೩ 0 
ಷ್ಠ 0 


ಯು (278) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು (27h) 
(26) ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


4ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿರುವಾಗ, ಮಾತೃಕೆ ಸಮಾಕರಣ 
(39) AX= ೫, ಯ | | 
Xನುತ್ತು 2ಗಳು ೫x1 ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಕೆಳೆಗೆರುನ ಒಂಡು ಏಕೈಕ 
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ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು (2) ಹೇಳಿಕೆಯಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
(30) X=A"Y. 


A ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ (29):ನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ್ವ ಸಮಸ್ಯೆ 
ಯನ್ನು ,471 ನ ಗಣನೆಯಾಗಿ ಸಂಕುಚಿಸಿದ್ದೇವೆ. 4.ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು (24) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದಾದ್ದ 
ರಿಂದ ನಮಗೆ 47!ನ ಗಣನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆಯೊಂದು .ಮಾತ್ರ ಉಳಿದಿದೆ. ಒಂದು 
ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ನೋಡೋಣ, 


ಆಗ ಸ್ಥಾನೆ (4) ಎ3 ಆಗುವುದರಿಂದ, ಸ ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ, ಈಗ 


Bi ೪೫, B, 
AB B,, B,,| ಆಗಿರರಿ 
1 ೫: ೫, 


ಆಗ 


ಶೈ 
ml 


0 B, 0 Bs 
((.47| 1 || ೫, |, 4|0 23 |» 
0 B,, 0 | B,, 1 ಶ್ಶಿ 
ಇದೂ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿರುವುದೂ ಒಂದೇ [ (274) ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.) 
Bu 1 ೫, ಕೆ 0 B,, 0 
(3) AB.|=|0]) AB,]|=|1| A ೫, |-|0 
ಶ್ಶಿ 0 ಶಿ 0 ರ್ಶ 1 


(88) ರ ಎಲ್ಲ ಮೂರೂ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಏಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ಕೆಳಗಿನಂತೆ 
ರೊಪಿಸುವುದೆರಿಂದೆ ಬಿಡಿಸಬಹುದು, 


‘72 10100 
(84 1-1 10 1 0 
{0 13001 
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ಈ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಸಂತುಚಿಸಿರಿ 


| $A ಯತಿ 
(86) AN) 85 
1 ೨ 3 


ಮತು ಕೇಗೌರುವುದು ಮೇಲೆ ಏಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ನೆರನೆ 
"ತೆ ಮ ದಾ 


ಹ 
ಲಾಗುವ ಸಾತ ಕೆ (14) ನ್ನು ರೂಪಿಸಿ 
KA 


ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶವು ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯದ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ. 
ಪ್ರನೇಯ 12. 4ಯು // «1 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ ,4 ಯನ್ನು 
ಕ ಗೆ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದಾದರೆ ಮಾತ್ರ A ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ $ವಾಗಿರು 
Wi ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ವಾಗಿದ್ದರೆ ಅಗ್ಗ 4 ಯನ್ನು ಗ್ಗೆ ಗೆ 'ಸಂಕುಚಿ ಕಿಸಿದಾಗ 
yi ಪ್ರಯೋಗಿಸಿರುವ 'ಫಂಕವ ರ್ಫುಗಳೆನೆ ನೇ, ಅದೀ ಕ್ರನುಡಲ್ಲಿಯೇ, [ಸಿ 


ಪ್ರಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ, 4-1 ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಸಾಧನೆ : ಕೇವಲ 4 ಯನ್ನು "ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದಾದರೆ ಮಾತ್ರ ಯು: 
ನಿಲೋಮಸಾ ಇಥ್ಯವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ ಎನು ವುದು ಪ್ರ ಮೇಯ 2 ಮತ್ತು (೨?೧ ಹ ಒಂದು 
ಪರಿಣಿಮ 471 ನ ಗಣನೆಯ (82) ರಂದ (36)ರ ನಕೆಗೆ , ಕೊಡಲಾಗಿರುವ 
ವಿಧಾನದ ನೇರ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೈಬಿಡಲಾಗು, 


ತ್ತದೆ. ೧.೫.೧. 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿಯ ಅಂತಿಮ ಪ್ರಕರಣಗಳು ಔ”ಗಿಂತ ಬೇರೆಯಾದ 'ಸದಿಶ 
ಸಮಸ್ಪಿಗಳ ಗಣನೆಯ ಸಮಸ್ಯೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದೆ. *ನಿರ್ಜೇಶಕಗಳನ್ನು ಆಯೆ ಮಾಡು: 
ವುದರದ' ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟ್ರೀಕಂಸೋಣ. 
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೪ ಯು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮ್ಮ್ಟಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (೫1, 23... ೩)ಯು 
p ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ೫ ಯಲ್ಲಿ ಇರಲಿ. ಆಗ (¥', ೩%... 
೫.7] ಯು ೫ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುವುದರಿಂದ ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು, 


(37) 2ಎ 1,114 ೫33... tx 
, ಬೀಜೋಕ್ತಿ (37) ಏಕೈಕಪಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 
೩. ೬೫/೩  . ೫.೩3... ೫.೩” ಇರಲು : ' 


SN0 = (PN + (XY) N+ (೫) ೩7. 
ಹೀಗೆ (1. ¥3,... ಸಿ'ಇ] ಯು ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ ೫) 
ಹುವಾ ನಾವು ಕ್ರಮನಡಿಸಿದೆ 1-tuple (x, ಜಸ) 
ಗಳನ್ನು (ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ) ಆಧಾರ (೫, ೫3... ೩73] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೫ರ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಮೊದಲು ಒಂದು ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶನನ್ನೂ ಮೊದಲಾ 
ನಿರೂಪಿಸಿ ನಂತರ 7” ನಲ್ಲಿನ ಗಣನೆಯನ್ನು ನಿರ್ವಹಿಸುವುದರಿಂದ. ೫ ಯಲ್ಲಿಯ ಎಲ್ಲ 
ಗಣನೆಗಳಕ್ನು ನಿರ್ವಹಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಮೊದಲು ೪ ಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಯ ಮಾತೃಕೆಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಕೊಡೋಣ. 


7ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 4 ಯು 
{XXX ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7X ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿಂದ ಆಗಿರು 
ವಂತಹ / ನೇ ನೀಟಸಾಲನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ Axn ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, A ಇದನ್ನು 
(ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ) ಆಧಾರ 131, ೫5,...,X”} ಇದಕ್ಕೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿರುವ T7ಯ 
ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇದರಿಂದ 


(38) ATX i=AX +¥AN +A jl 2s 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಏಕೈಕತೆಯು 4 ಯು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ನಾವು ಈಗ (19) ನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಿದ ಹಾಗೆಯೇ ಕೆಳೆಗಿರುವುದನ್ನೂ ಸಿಪಿ 
ಹುದು 


3 
4 1 ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 78- ೫ಇಲ್ಲಿ &ಯುTಳು 


ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (x Xo) ಮತ್ತು (೫:೫2 "21 
[20 


154 : ಕೇಖಾಕ್ಮಳ ಬೀಜಗಣಿತೆ:- 


ಗಳು :. ಕ್ರಮನಾಗಿ ಸ ಮತ್ತು ಗಳಿ ನರ್ದೇಕಕಗಳಾಗಿವೆ. ಇನ್ನೂ 
NX. ೨.೩7] ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿವೆ. 


5 ಮತ್ತು 7ಗಳು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕಮಿಸಗೊಗಿದ್ದ ಕಿ 
(40) ಮತ್ತು 4ಯು $ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮುತ್ತು ೫ಯು 7ಯ 

ಮಾತೃಕೆಯಾದ್ದಕ್ಕ, ಆಗ ಎಲ್ಲವೂ “ry, N.. Xd 

ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 48 ಯು. $7 ಯ ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 


ಹೇಳಿಕೆ ' (40)ನ್ನು (4) ರ ರೀತಿಯಲ್ಲಿಯೇ ಸ್ಥಾರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಪರಿ 

ಕಲ್ಪ 'ನೆಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ]' ಯ ಮೇಲಿನೆ "ಎಲ : ಗಣನಾತ್ಮಕ ಪ್ರ ಕ 

ಗಳೂ ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಮತ್ತು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಾಗಿ ಸಂಕುಚಿಸಲ್ಪಬ್ಟ ವೆ 
ಇದು ಹೇಗೆ ನಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಕ್‌ 


ಕ Rn ಗೆ ವ್ಯಾಸಿಯಾದ ೪ ಯ ಒಂದು ಪ್ರ ತಿಬಿಂಬನ Pp ಯನ್ನು ವ್ಯಾ ಖ್ಯಿಸಲ ಲು 
(37) ಕೇ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. ೫0 ಯನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ. 
ವ್ಯೌ.ಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು. 


(41) ‘'PX= (Xi ಖ್ಯ...) ಇದು ಸ ೫/೩ ' ೬ ಸಸಿ 
ಸರಾ ಡವ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. -ಕple (1 2೧7೨.೨೩.) 
ಯು (ಮತ್ತು (೫೬೫೧... ೨೨) ) 2 ನಿಂದ ಏಕ್ಕೈ ಕವಾಗಿ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುವುದರಿಂದ ಸೀಗೆ ೪ ಯ ಬೆಂದು ಸರವರ್ತನೆಯನ್ನು 
(41) ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತದೆ. XXX ENN +N 
ಮತ್ತು ]' ಎ೫೩. »,೩2... “+ ಆಗಿದ್ದರೆ. ಆಗ 
aX+ bY ~(ax,+ by, A 1 + (ax. by,)X" +: 
(ax,+ by)" ಆದ್ದ ರಿಂದ' 

(42) Pox by)=(axi+ ರ. ax,+ by vax + by) 

. =aPX+ bPY. 

ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ Pಯು ಕೇಖೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು. : (49) ಹೇಳುತ್ತದೆ. 

PX=0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಸ್ಯ ಇರವು ಸ ಸುವಂ "ಆಗುವುದರಿಂದ: ೩.0 

ಹೀಗೆ ಶೂನ್ಯತೆ (P= 0 ಆದ್ದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 11 ಉಂಡ ಯೆ Fk ಗ: ವ್ಯಾಪಿ 

ಯಾದ ]' ಯೆ ಒಂದು ಪ ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಆಗಿದೆ - 
} ಕೇಂದ್ರ ಫಲಿತಾಂಶವು ಪ್ರಮೇಯ 11 ರಿಂದ ಮೊರೆಯುತ್ತದೆ. ನೆ 
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13) {PY PYS,.; PY*} ಯೆ: R ನಲ್ಲಿ ನಿರನಲಂಜಿಯಾನಿ 
| ದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. ' 4 


{Y, 1 ೫೪] ಯು ೫ ಹಲ್ಲಿ ಿರವರಂಬಿಯಾಗಿರುವುದು! 


(43) ರ ಅಂಶವನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 11 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರಲಿಲ್ಲ. .1213,: 71% ಗ್‌ 
3» PY*} ಯ ನಿರವಲಂಬನೆಯು (7, 73,..., ೫೯ ಯ ನಿರವಲಂಬಘಿ 
ಸನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ ಎಂದು ಈಗ ಶೋರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಇದು 7 ಯು ರೇಖಾತ್ಮಕ: 
Ws ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಮಾತ್ರ ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳು ತ್ತದೆ. ಈಗ {PY 
“PY *} ಯು ನಿರವಲಂಬಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು aY'+a 333... ಸ 
N 0 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. pಿಯನ್ನು ಅನ್ವಯ “n0=aPY'+ 
2py3 +. ಗಿ ಆಗುವುದರಿಂದ ಡಮ ಜಡ 0 ಅದಕೆ 
Y’ Y5.-Y*} ಕೂಡ ನಿರವಲಂಬಿಯಾಂದ 


ನಿರವಲಂಬನೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ ಅವಲಂಬನೆಯ ಕುರಿತ ಎಲ್ಲ. 
ತ್ರೈಗಳನ್ನೂ. ಗ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ನಿರ್ಜೀಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿ] 
ಭ ಯನ್ನಿರುದ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ) ಅನಂತರ ೫* 
(ಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರಶೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸುವುದರಿಂದ, ) ಯಲ್ಲಿ ಖಚಿತ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಉತ್ತರಿಸ 
'ಹುಡೆಂದು ಹೇಳಿಕೆ | (43) ಹೇಳುತ್ತದೆ. 

ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ನೋಡೋಣ. ಸ್ತರ ೬೨ ಇರುನ ಬಹುಪದಿಗಳೆ 
ಮಸಷ್ಟಿ ೪ ಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ {1,1} ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 

f-+at+ಯರ ಆಗಿದ್ದರೆ 

ಗಗನ ನಿರ್ದೇಶನಗಳು (1, 1, ಗ) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ, (ಡ್ಯ. ಊ 02) ಗಳಾಗಿವೆ. ; 

ಗಣ {+t 1-8/--20, 3-144) ಯು 'ಭಯಲ್ಲಿ, 
ರವಲಂಬಿತವಾಗಿಜೆಯೇ? (1, 1 ಜಿ] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 1-- 1. 0 1-3೬ - 
-8/೩ ಮತ್ತು 33/2. 4/2 ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ. (1,1, 1}, 
1, -3, 2) ಮತ್ತು (3, -1, 4) ಇನೆ. ಈಗ 


ಸ್ಥಾನ |1, -3, 2. ಎತ್ತಿ" ಗ 
“ad 4.1 “iy 


i ಕ 


866 : ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ { (1, 1, 1}, (1, ಕ್ತಿ 3) (3, ಸ್ಮ 4) |] ಯು 

ಈವಲಂಬಿಶವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ (1. (4 ಗೆ. 1-3 

91, 8-/.. 4/2] ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ಕೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಬಟ್ಟಿರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ T 


3 
(44) | 7/ಎ4 (tf) 
| dt 
ಆಗ. 
(48)  T1-1,. '7/(ಎ೨ಿಗಿ 7/2 ಶೌ 
11, 1. ಗೆ) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ. ' 


1 0 0 
(45) [9 2 1]. 
1008 
ಆಗ ಹೇಳಿಕೆ (29) ಇದರಿಂದ: 


(47) 7f=0+ 201+ 3" ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದು? + 
+1 : ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ | 


{1, # 12] ಗೆ.ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ T ನ ಮಾತೃಕೆಯು 72.1 ಹೀಗಿದೆ[ (38) 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ] 


1 -0 0 1 0 0 

(48) - 0 2 0]= 0 2 ಡಿ 
00 8 00 3° 

ಹೀಗೆ " 

(48) 71(0ೃ 3 0/14 as” )=a+ 2'0/13-30/3. 


(40) ನ್ನ ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ 'ಸಮಾಕರಣ '(48) ಸುಲಭವಾಗಿದೆ, ಆದರೆ 
(44) ರಿಂದ ಅದಿ ತಕ್ಷಣ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಏಕೆಂದಕಿ, 


(50) rf “ಸ್ಸ: ಸೆ Fy ತಗಿ). ) 





ಮಹಿಅಭವಿಕೆ ವರಿಕಲ್ಪನೆಗೆಳು 

ನಾವು ಈಗ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸುವ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ಪೋರ, 

೫ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು. (X5೫), ಆಗಿರಲಿ.. 3 ಗೆ ಮತ್ತೊಂಡು 
ಆಧಾರವು (371, ೫3... Ye} ' ಆಗಿರಲಿ PED ಕ ಗ... 
xX" ಮತ್ತು ೫ 7೫,೫೫೫3... ೫೫3 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
(x0 ೫೫ ಎಜು) ಮತ್ತು (೫ 2ಬ ಚಾಪ) ಗಳ ನಡುವಣ ಸಂಖಂಧವೇದು ? 


P= (Py) ಯು ಕೆಳೆಗಿರುವುದರಿಂದ  ನ್ಯಾಷ್ಯಳ್ಳು ಲ್ಪಟ್ಟ ೫4೬ ಮಾತೃಕೆ 
ಆಗಿರಲಿ, 


(01) PRY PS 


ಇದರಿಂದ 
| x7 ಗಃ 
(62) P| |ಎ ಸಿ 
x] Ly 


ಇದನ್ನು XxX xXx ನಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
೩. ಯನ್ನು (೧1) ರಿಂದ ಪ್ರ ತಿಸ್ಸಾ ಓಸುವುದರಿಂದ ಸ್ಕಾ ಹಿಸಬಹುದು. ` " 


ಕೇವಲ Y= 0X 4+08%+-.-+0X" ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಎ01 
4. 0722. +07" ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, (27೯) ಯಿಂದ Pಯು. 
ವಿಲೋಮ ಸಾಧ ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. ಆಗ 


Xx Mi 
(63) ಸಾ|? 
| x J: 


P+ (0 ಆಗಿರಲ್ಲಿ ಆಗ (53) ಮತ್ತು 


OS TN + Qu, pe Bn 
Re ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ, . ನ 


158 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ ೨. 
{YY ey ಗೆ. ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಎಡಭಾಗವನ್ನು `` `ಹೊರಕಿಸಲು 
೫1 ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ (X', 13... ಸೆ. ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ವಾಗಿಯೂ' ಬಲಭಾಗವನ್ನು `ಜೊರಕಿಸಲು (52) ನ್ನು ಗಣಸವುರಿದ ಸಮಾಕರಣ 
(24) ಸ್ಥಾನಿಸಬಹುದು.. ನ 
(52) ಮತ್ತು (58) ಸೂತ್ರಗಳು (51) ಮತ್ತು (54) `ಕೊಡಗೂಡಿ 
*ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸು' ವುದಕ್ಕೆ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. 


711-23೧, 1-3... 


ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಗ ಆಗಿರಲಿ. ಸೂತ್ರಗಳು 
(51) ಪ್ರಮೇಯ (30) ರಿಂದ ನ ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ. “ 


(೨5) (೫1, ೫,...,7*] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಔಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಗ, 
ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಸೂತ್ರಗಳು (21) ಹೇಳುತ್ತವೆ. 
7'ಯು ಭಯೆ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
4ಯ (೫, ]ಗ,..., ಸ] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ 
Bಯೆು (Y', ]7*,....]7”]ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ 
4 ಮತ್ತು 8ಗಳ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವು ಇಂತಿದೆ : ` 


(26) ೫8-40 
(80) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು ನಾವು (೫), (12) ಮತ್ತು (03) ನ್ಮ ಉನ 
ಯೋ, ೫೨೨೧೩1. ಜಸ. NEY +. 
ಡಾ ಡು ಜ್ಯ Y” ಆಗಿರಲಿ 2-20 2038 ES 
273... .. 2,' 1” ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ. 
pS | z' | ಆ 
(57) ಕೇವಲ ೫ x 2: | ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7೫ - 2; 


|| 


ಸ PAR 


(28) ಜ್ಷೇವಲ 4 3 =|.32. ಆಗಿಷ್ಚಕೆ ಮಾತ್ರ 7೫ -2: ನಃ 


ಗು 


p 2 


ಮೂಲಭೂತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 159 


2 fx] 2 Fa}. 
x 1 | x 1 2 

(೨9) |? (ಸ ಐ 12 |=P| 
x Lx’ zl A 


ಡೆ 


(87) ಮತ್ತು (58) ಹೇಳಿಕೆಗಳು (89) ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತವೆ (88) ಮತ್ತು 


(52) ರಿಂದೆ ಹೇಳಿಕೆ (59) ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಇವುಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿದೆ ' . 


Xx 2 "|Z | x! ನ ಜ್‌ 
1 ` ಕ ಇ 
x 2) 2: | ು ಭಟ ~-1| X2 
B : |: =P, ; =P,A x2 =P,AP" ನ 
Xa z' | Z 4 ' Xn ' Xn’ 


ಇದರಿಂದ (00) ಸಫಲವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಬರ್ಮಾಣಸತ್ತೀೆ. 


ಟೀಕೆಗಳು: ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಒಂದು ನಿಲೋಮನನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 
ಇ (೫) ಯು ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ n xm ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದ್ದ ಕೆ ಮತ್ತು | 
3..,271] ಯು ಭೆ ಒಂದು ಆಧಾರನಾ; ದ್ದರೆ, ಆಗ ' (51) ನ್ದ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ೫ 'ಯನ್ನು 1 ಹಸಗ ವ್ಯಾಖೈ: ನ ೧, X+c, NX 
4X" = 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ್ಯ 0 (PtP + PC) ' 
pe (31, 13..., Yn ನ ನಿರವಲಂಬನೆಯಿಂದ ಮತ್ತು ನ್ನ ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯತೆಯಿಂದ ನಾವು. ವ = ಇರ ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ : 
{XX x) ಯು” 1'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿನೆ.' ಇದನ್ನು ನಮಗೆ 
(71, ¥2.y" ಕೊಟ್ಟಲ್ಲಿ ಆಧಾರಗಳು (%'!, ¥?...೫"] ಮತ್ತು, 
ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯ nxm ಮಾತೃ “ಕೆಗಳು P, ನಡುವೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲೂ ಒಂದೊಂದು 
ನಂವಾದಿತ್ವ ಇದೆಯೆಂದು ಕಂಡುಬರುತ್ತದೆ. ಸೂತ (1) ರಿಂದ (೫1, NN. 
ಸಾ) ಮತ್ತು P, ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವು ಕಳಯುತ್ತ ಜೈ. 





ಯು ಬಾಣಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ ಮತ್ತು {i ky: ಯು, ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬ 
ವಾಗಿರುವ ಉದ್ದ 1ನ ಹೊಂದಿಸುವ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದ್ದು » ಗೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋ! te. fly I+ k h= +k, 
ಮುತ್ತು k, =| xk "ಆಗಿರಲಿ ಆಗ : ಸ 101 3... 


(60) ti jis k |} ಯು )'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


ರೇಖಾಕ್ಮಿಳೆ ಬೀಜಗಣಿತ RN 


ಇದು ಕೆಳಗಿರುವ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ, 


1 13 3೩]... ''.-; 
ಸ್ಥಾನ |3 -8' 1[ಎತಿ ', 
1 28 ಇತ 


[ಇಲ್ಲಿ (43) ನ್ನೂ ಮತ್ತು (| } ಓ)ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ |, i k ಮತ್ತು ki 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (1,1,1), (1, -1, 1) ಮತ್ತು (1, 1, 1) inns 
ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡಿದ್ದೆ ೇವೆ.] 
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av ಎ13 | ಜೇ ಮತ್ತು ಭಿ +, ji + 2k, ಆಗಿರಲಿ 


೫1.೯1 1 1 ಜೈ 
(61) [5]: 1 7 
2 1 1 3 
ಇದು ಸೂತ್ರ (ರಿ) ಆಗಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಗ್ಯ”! ಅನ್ನು MR ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಗೆಣಿಸಲಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು 171, ೫,....3/*) ಇದನ್ನು {i, jk} Oo 


ಮತ್ತೆ |), ೫],...] 3] ಯು 1k "ನಿಂದ ' ಪ್ರತಿಸ್ಕಾಖಸಿೆ 
(ಪ್ರಮೇಯ 12 ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು) ಇದರಿಂದ 


ಎ. 1181111 
41 
ಹೀಗಾಗಿ 
44 
(63) 1 (|| + || 
2; } 0 32 


ಕೆಗಿರುವುದಂಂಡ ವ್ಯಾಚ್ಯಿಸ್ಬಟ್ಟ 3 ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪಕರ್ಮಿಯು 
T ಆಗಿರಲಿ, | 


whe 


(64) TN 14 *೩- ಸ 


ಮಾಲಭೂತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 184: 
ಆಗ 1; ಗ ಹಸೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ Tಯ ಮಾತೃ ಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ. 


| 1'90 
5) ಡೆ ಸ 1] 
} 0 ಸ್ಕಿ 

{i jk} ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಸಿಯಲ. 
6)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಇದು ಹೀಗಿದೆ, 


ಡು ್ಕ 71೧1 9 |] 1 1 
6) | ಫ | ೨] ||-1 1 1(|[1-1 3 
} 0 ೨ || ಕ| 9 ಕ್ವ||1 1-1]. 


7) Ti=t 7/ =f ಮತ್ತು Thi =k 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಟೀಕೆಗಳು : (67) ರ ಸರಳರೂಪವನ್ನು ಗಮನಿಸಿ, ಭಾಗ 8 ರಲ್ಲಿ, ಕೆಲವು 
ದ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಕರ್ಣರೇಖೀಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸುವ, ಒಂದು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ 
ನವನ್ನು ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಚಿ 


(86) ಸ್ವಲ್ಪ ಸೈದ್ಧಾಂತಿಕ ಮಹತ್ವವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೂ (51) ರಿಂದ (54) 
ಡೆಗಿನ ಮತ್ತು (56) ಸೂತ್ರ ಮುಖ್ಯವಾಗಿ "ಗಣನೆಗೆ ಉಪಯುಕ್ತ ವಾಗಿವೆ. ಎರಡು' 
7 ಮಾತೃಕೆಗಳು 4 ಮತ್ತು B ಸದೃಶವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಹೇಳಲು 


8-40 


'ರುವಂತೆ ಒಂದು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ ೫ ೧ ಮಾತೃಕೆ P, ಇರುವುದು ಅವಶ್ಯವಿದೆ. 
ಯು ಆಧಾರ (೫1, ೫,.. yn ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ `7ಯ ಮಾತೃಕೆ | 
ಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 8ಯು 7!ಯು (54) ರಿಂದ ಪಡೆದೆ ( 771, Y5,.. ೫ ಗೆ 
ಫೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃ ಜೆಯಾಗಿದೆ ಹೀಗೆ ಎರಡು ಮಾತೃಕೆಗಳು, ಕೇವಲ ಅವು 
ರೆ ಚೀರೆ ಆಧಾರಗಳಿಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಒಂದೇ ಪಂಕರ್ಮಿ 7ಯ ಮಾತೃ! ಕೆಗಳಾಗಿ . 
ಕಿ ಮಾತ್ರ ಸದೃಶವಾಗಿರುತ್ತ ಜಿ | 


7 ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯ ನಾಖ್ಯಾನವನ್ನು Wನಿ ಆದ ಭಯ ಒಂದು 
ಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ 7 ಳಗಿನ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು 131, ೩,.. 


1ನಿ2 - ಶೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ. 


೫7] ಯು ಭಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (71, 23.2} ಯು 
ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ,4 ಯು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟ mxn 
ಮಾತೃ ಕೆ ಆಗಿರಲಿ. 


(68) 7%1ಎ.4(2' ರ 42534 ಹ ಗ 


ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ ಆಧಾರಗಳಾದ (21, 5..,೫") ಮತ್ತು (21, 2, 
೨21] ಗಳಿಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆ 4 ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸೂತ್ರ 
(89) ಹೀಗಾಗುತ್ತದೆ 


Xi ೨, 4 
(09) A “2 = 2 ಆಗಿದ್ದಾಗ ಮಾತ್ರ TY - 7 
Xn Sm 
ಇಲ್ಲಿ 
X=xX'+xX"+ XN ಮತ್ತು, 1೫,21. »,23 
ಬ ಬ ಯ 


ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ (56) ರಂಥ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು (೧6)ರ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯ ವಿಧಾನ 

ಗಳಿಗೆ. ಸದೃಶವಾದ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಯೂ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ ತ್ರಿಸಬಹುದು. ಅಂದರೆ 

{Y YY ಯು ಭಗೆ ಇನ್ನೊಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದ್ದರಿ ಮತ್ತು 
101, UU ಯು Wi ಇನ್ನೊಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ 

B=-QAhಿ" ಇಲ್ಲಿ Bಯು iY, ೫೩. »Y"} ಗೆ ಮತ್ತು 

10',(1.,..., 0) ಗೆ ಸಾಸೇಕ್ಷನಾಗಿ 7 ಯ  ಮಾತ್ಯಕೆಯಾಗಿೆ. 

P=(Pij) ಯು, Ni=PY+DP SY. PY » 


70) f-1,3,..-n ನಿಂದೆ ಕೊಡಲ, )ಪ್ರಿರುವ ಮಾತೃಕೆ ಮತ್ತು ೦ೃ ಎ 
| (0) ಯು ೮1. 214 023... QT” ನಿಂದ 
ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆ. 


(01) ರಿಂದ (84) ರ ವರೆಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು (56), (69) ಮತ್ತು. 
10)ನ್ನು ನೆನಪಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳಲು ೦ ಯಾವ ಸರಳ ವಿಧಾನವೂ ಇಲ್ಲ. ಓದುಗನಿಗೆ ಈ 
ಇತ್ರಗಳ ರೂಪಗಳನ್ನು ಗಮನವಿಟ್ಟು ಅಧ್ಯ ಯನ ಮಾಡಲು ಮತ್ತು ಅವುಗಳನ್ನು 
ಓಗೆ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ ಸಿಕೊಳ್ಳು ಪುದೆಂಬುದನ್ನೂ ಕಲಿಯಲು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. : ಆಯಾ 
ಬಳಿಯ ಪ್ರಸಂಗಗಳ ಒಂದು ಪರೀಕ್ಷೆಯು ಸ ಸಹಾಯಕವಾಗುತ್ತದೆ. 
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'೪ ಯ ಬಗೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು 7 ಬಗೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆ ಶೈಗಳನ್ನಾಗಿ ಬದಲಾಯಿಸಲು 
ನಿರ್ಜೇಶಕಗಳ ಪರಿಕಲ ೆಯನ್ನು ಉನಯೋಗಿಸಲಾಗಿವೆ. “ ಸರಿಕಲ ನೆಗಳು ಔಗೆ 
ಈಗಾಗಲೇ ಕೊಡಲ್ಪ ಸ್ಟ ರುವ ಸರಿಕಲ ನೆಗಳೊಡನೆ ಹೇಗೆ ಹೊಂದಿಕೊಳ್ಳು ತ್ತವೆ? ನೇ 
ನಿರ್ದೇಶಕವನ್ನು ಒಂದು ಆಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಇತರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಸೊನ್ನೆಗಳಾಗಿಯೂ 
ಹೊಂದಿರುವ ಔ: ನಲ್ಲಿ ಇರುವ ಸದಿಶವು 77 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ( £1, 73,..., "}ಯು 

೫7 ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಈ ಆಧಾರವನ್ನು (ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ) ನಗೆ 
ಇರುವ ಶಿಷ್ಟ ಆಧಾರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇ (೫, ಸ/*:-ಸ) ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ =x E'+xE'+..+xXE% ' ಆಗುವುದರಿಂದ ೫" ನಲ್ಲಿರುವ 
ಒಂದು ಸದಿಶದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಬಗ್ಗೆ ನಾವು ಮಾತನಾಡುವಾಗ ನಮ್ಮ ಅರ್ಥ 
(11, ೫೬... 71] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಎಂದಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ 
R” ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೇನಲ 17, 7,,..., 
87] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ನಾವು ನ್ನು ಚರ್ಚಿಸ 
ವಾಗ ಯಾವುದೇ ಗೊಂದಲವು ಪರಿಣಮಿಸದಿದ್ದರಿ (೫1, ೫83,....೫3] ಫು 
ಉಲ್ಲೇಖವನ್ನು ಬಿಟ್ಟುಬಿಡುವುದನ್ನು ಮುಂದುವರಿಸುತ್ತೇವೆ. ` 


(81) ರಲ್ಲಿ (11, 1*,...,೫7”] ಯು Rನೆ ಶಿಷ್ಟ 'ಆಧಾರವಾಗಿರುವಾಗ 
ತನ್ನ ; ನೇ ನೀಟಸಾಲು ಸಯ ನಿರ್ಜೇಶಕಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 181,82,.. 
೫1) ಗೆಸಾಪೇಕ್ಷನಾಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯು ಗಿ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಗಮನಿಸಿ. ಇದು 65) y 
ರಿಂದ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
1. ಕೆಳೆಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಲಬ ಸಿಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಿರಿ. 


8)... ೬ 7] (03 -1 91] 00 
1 1 | 12/1 2 18 1 
೫2 35 11| 9 1 to; 
1 3 
(c) ಗ (6 1% 8% 111 
2 ೬ mr “ಖ/2|| 00.9 9 3 ೩ 
03-2 ||] 2 ೩ 9 1:3[ 
01 1 * 8.1.0100 
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. ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮತ್ತು 44D ¥ bE; ಆಗಿದ್ದರೆ ಇದಕ್ಕೆ '; 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 
(d) 8 -1 0 9 (6) 0 
1 09 1]] 1 0 2 
(f[8 -! 0][1] (gro 0 0 1 
1 0.112 ೧0 0೧ ೨ 
1 0 11 1 2 5 4 
0 1 0 1 
(h) 1 0 0 0 0 p3 N 1 
1 0 0 0 0 1 ೪ 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 00 1 
000 1 0[0 00 
1 18 ಹ ||1. (1 | 0.01 
| 1.1 ಸ 143 0.02 0.01 
STR 2.01 0.01 


(£) [300773271 (|) [000 
01:0||. 13 121 
RN 

(ಗಾ) [೫ 1 01[-1 1 11 (ny 50 
020]|] 010 I 
1181] -1 0 

u 0 

(0) (3 1 01(3 007] (೧76 -1 
018/1|117 ‘|1 0 
SHIEH 1 


2. 408ಯ ಗುಣಲಬ್ಧವು ರೇಖಾತ್ಮ' ಸ್‌ 


0.02 


| 


ಇನ ಜಾ ಜಟ್ಟ 


0.001 
0.005 


100 
0 000 
1 1 0 | 
2 111 


0000 
0210 
0100 
0 0.0 1 


300 0 
020 0 
001 0 
000-1 


1 
4 
9 


ಡ್ಕೆಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ 


ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ©. AB 


1 ಸ್ಥಿರವಾಗಿದ್ದು 
$ a 


ಮತ್ತು 1ಎ 1, ೨.೧ ಆಗ ಭ್‌ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು Ci =a Diu B+ 


Des ೫, tee Dim B.;) + P(E, B+ Eien B+ 00 


+ Eu 
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ಡಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, 2 Qed ಶೃ ಶೈ... 

ಕ್ಕೆ ಶೈ ಗಿರುವುದು. 

3. (8) ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ (3)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು (10), (17) 
ಮತ್ತು (18) ನ್ನು ಸ್ಮಾಪಿಸಿರಿ. 

(0) ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ (3) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 48 ಮತ್ತು ೧ 
ಗಳು ೫737 ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಸಾವ್ಯಕಗಳಾವ 4 (80) 
ಇ(48)0( AB+ (') - 48. 40೮ ಗಳನ್ನು 
ಸಾ ಪಿಸಿರಿ, | 

i ಕ 

4. /೫/ಗೆ ಸ್ವ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಊರ್ದ್ವತ್ರಿಕೋನೀಯ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ' 


2 


ಖಂಡಿತವಾಗಿ 


(8) .4(, 4-೨ ಸ್ನ ಗಳು ಖಂಡಿತವಾಗಿ ಊರ್ಧ್ವತ್ರಿಕೋನೀಯ 
nxn ಮಾತೈಕೆಗಳಾಗಿದರೆ, ಆಗ.4,, ಸ್ಕೈಯ 0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) A ಮತ್ತು 08 ಗಳು ಗxಗ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4ಯು ಊರ್ಧ್ವ 
ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿದ್ದು ಮತ್ತು 8ಯು ಖಂಡಿತವಾಗಿ ಊರ್ಧ್ವ 
ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ,48ಯು ಖಂಡಿತವಾಗಿ ಊರ್ಧ್ವ 
ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಗಿ. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳನ್ನೂ ಗಣಿಸಿರಿ. 


(ari 0 0719 (bf 2 1 073 
030] -1 10 
002 000 

(Cro 1 2 176 (6)[2 1 0 078 
೧01 1 020 
0001 0031 
0:0 00 000 


0. : ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಆಗಿರಲಿ; 


ag) 3 
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ಇಲ್ಲಿ 4, ಮತ್ತು 8, ಗಳು // x ಹಿ ಗಳಾಗಿವೆ. 4, ಮತ್ತು ೫,ಗಳು 
(1-1) x (n-k) ಗಳಾಗಿವೆ, 0, ಯು kx (n-k) ಸೊನ್ನೆ 
ಮಾತಕೆಯಾಗಿಜಿ, ಮತ್ತು 0, ಯು (n-k) «% ಸೊನ್ನೆ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದೆ, ಹಾಗಾದರೆ 
_[ಗ,8, 0, ] 

48=[0," AB 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಇದು ಅಭ್ಯಾಸ 21ರ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗ 
ವಾಗಿದೆ. 


ಅ.) 


ಪ್ರಮೇಯ 12ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಯಾವುವು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿವೆ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. ಮಾತೃಕೆಯು 
ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ವ್ಯಸ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು (31) 
ರಿಂದ (26) ರ ವರೆಗಿನ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


1 1 
1 0 
4 2 8 
ನ 6 

1 


“|e 0 | | (d)[ 1 
0-1 2] | 0 
1 2 2 1: 

3 


Hm ಬು ಇಲ 
ಬಿರು ಓಂ 


he ಇ ನ್‌ 
ww ವಲ 


ಸ, ಮುಂದಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣಲಬ್ಬಗಳಿಗೆಗುಣಲಬ್ಬದ ವಿಲೋಮ ಅಸ್ತಿತ 
೪ w ವೆ 
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ದೆಲ್ಲಿರುವುಷೀ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. ಅದು ಇದ್ದ ಕೆ ವಿರೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, _ ` | 


(ar 8 ೩ 011 0 013[- 
0128/1030 
11111 

(bo 0: 
೧1 
|: 


(072 1 ನಿನು 9 6 1೫16 
01 1|}-0-1||012 
0 13 1[|010 


೪0, 4 ಯು ಒಂದು 11 ಊರ್ಧ್ವತ್ರಿಕೋನೀಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಕೇವಲ /- 1, 3,...೧ಗೆ 440 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 4ಯು 
ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 4 ಯು ವಿಲೋನು 


ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, "ಆಗ ,4-:ಯು ಊದ್ವತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


10. , ಅಜ್ಞ್ಹಾತಗಳ ಯಾವ ಬೆಚೆಗೆ ಕೆಳಗಿನ ಮಾತೃಕೆಗಳು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ 


I 
— 


ಗಳಾಗಿವೆ ? 
(aa 1 1 1 (07! 1°11 
lall abcd 
11601 a bcd 
121160 4 0೧ 4' 


(0[2-1 ೫8 0 (6)ಗ-. 2 0 
1 Ax10 ಚ ಸಬ 1 0 
1... 0 0 1}. 0, 0 0 A 


11]. A424 7-.0 ಆಗಿರುವಂತೆ 4 ಯು ಒಂದು WR ಮಾತೃಕೆ 
.ಯಾಗಿರಲಿ, 4 ಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯ ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋ ಮತ್ತು 
4-3 ಗೆ. ಒಂದು ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು 'ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ. | | 


13. ಎಲ್ಲ ೨2 ಮಾತ್ತಕೆಗಳು BN, 48- ‘BA ಆಗಿರುನಂತೆ (ಯು 
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ಒಂದು 2x2 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ an pa al ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


13. ಎಲ್ಲ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 32 ಮಾತೃಕೆ ಔಗಳಿಗೆ 43-4 
ಆಗಿರುವಂತೆ 4 ಯು "ದು 2 x2 ಮಾತೈಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 4ಯು 
ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮ' ಕವಾಗಿರಲೇಜೀಕೆಂದು ತೋರಿಸಿ 


14. ಒಂದು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಯು ಭಾಗ 1 ರಲ್ಲಿ ಉನ 
ಯೋಗಿಸಿದಂತಹ ಒಂದು ಬಿಡಿ ಅಡ್ಡ ಸಾಠಿನ ಸರಿಕರ್ಮವನ್ನು /ಗೆ 
ಅನ್ವಯಿಸಿ / ನಿಂದ ಪಡೆದ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 


(8) ಕೇವಲ 2%2 ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಗಳು ಕೆಳಗಿನ 
ರೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


i} oe 


ಅ K 

11 
ಅಥವಾ | 
ek 


(6) ಭಾಗ (೧) ಯ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಪ ಕಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ವಿಲೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

(0) ಒಂದು mx ಮಾತೃಕೆ 4ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 
ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು 4 ಯ ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅನುಗುಣವಾದ 
ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 
ನೆರವೇರಿಸಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) ಒಂದು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಯೆ ವಿಲೋಮ ಮತ್ತೆ 
ಒಂದು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


18. 
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(6) ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯು ಅದು ಕೇವಲ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು 
ಮಾತೃ ಕೆಗಳ * ಗುಣಿಲಬ್ರ ವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿರತ್ತ ಜಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. “ಸೂಚನೆ. ಒಂದು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮಾತೃಕೆಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿರುತ್ತ ದೆಂದು ತೋರಿಸಲು ಭಾಗ (೧ (6) ಸುತ್ತು 
ಪ್ರಮೇಯ (12) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


ಒಂದು nxn ಮಾತೃ ಕೆಯ ಜಾಡನ್ನು ಮಾತೃ ಕೆಯ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 

ದಾಖಲಾತಿಗಳ ಮೊತ್ತ ವೆಂದು ವಾ ಖ್ಯಿಸಲಾಗುತ್ತ ಡೆ. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 

ಇದನ್ನು /7 (4) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀವೆ. ಹೀಗೆ /ಗ್ಗ4) ಇ ಕೈ 

ರ ರೂ“ (ಟ್ಟ. 

(a) tr (A+ 8) -/(4)--17 ( ಔ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.. 

(b) tr (0.4) ಎ atr (A) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) tr (AB)=tr (BA) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(6) P ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ 1” (ಗೌAೌ, ವ tr 
(A) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(6) 7ಯು py ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರು 
ವಲ್ಲಿ (೪ ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯ) ನಾವು (ಗ 7) ಯನ್ನು 1 
(4) ಎಂದು ನ್ಯಾಯ್ಯಸಿದರೆ ಮತ್ತು 4 ಯು ಯಾವ ಆಧಾರೆ 
ಕ್ಕಾದರೂ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಠ/ 
( 7) ಯು ಆಧಾರಧ ಆಯ್ಕೆಯಿಂದ ಸ ತಂತ್ರವಾಗಿದೆ. 

(ಗಿ AB- ೫24ಯು ಗೆ ಎಂದಿಗೂ ಸಮವಾಗಲು ಸಾಧ ನಿಲ್ಲವೆಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. " 


ಕೆಳಗಿನ ೪ ಸಮಷ್ಟಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲಿ ದತ್ರೆಕ್ರಮನೆಡಿಸಿದ 'ಆಧಾಕ 
D- ಸಾಪೇಕ್ಷ x ಸದಿಶದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(8) 7 ಯು ax+ 42 ಬೀಜೊಟ್ಟಿಗಳ 
(ನೋಡಿ ಅಭ್ಯಾಸ 2. ಭಾಗ 8)X=dx+ 1-62, De 


{x ¥ 2} 
| oo _ ' 3, 
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(8) ಭಯು 2x2 ವಾಸ್ತವಿಕ ಮಾಕ್ಯಕೆಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ 
(ಅಭ್ಯಾಸ 2 2, ಭಾಗ8 ನೋಡಿರಿ.) 


x=[: 1 


1 01 70 1 0 0] 70 01 
D-1[o op [oop [io fo) 
(0) ಸ=1,2,3 ಮತ್ತು ಎ1, 2, 8ಗೆ ಕೈಕೈ ಔಗಿರು 
ವಂತೆ ೪ ಯು 3 3 ವಾಸ್ತವಿಕ ಮಾತೃಕೆಗಳು A=(4,) ಯ 
ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. (೪ ಯಲ್ಲಿನ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಅದಿಶ 
ಗುಣಾಕಾರಗಳು ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ.) 


1 0 1 
1 3 1 


ಅ 


ಜಾ 
ಎಡದ 


0017f000 | 
ಗಿ 000] 1 9]|000 1001 
000 loos 900 roo 'ಓ 10) 
| (d) I=, 2,8 ` ಮತ್ತು J 1, 2, ೨ಗೆ (dij = ~A 
ಸಮಷ್ಟಿಯು ೫ ಆಗಿದೆ. -[ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರಗಳು 
ಭಾಗ (೯) ಯಲ್ಲಿರುನಂತೆ.] 
010]r001ro 00]. 
Ba i|-100[|- 000/0 Gl}. 
0nof[-10of[o-10])y 
17. ಭಯು ಅಭ್ಯಾಸ 16 (೧ ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರಲಿ, ಅಲ್ಲಿ 


ಆಗಿರುವಂತೆ "4 (ಕೈ) ವಾಸ್ತವಿಕ ಶತಿ ಮಾತೃಕೆಗಳ 
1 - 
ಸದ 0.- 
“2°38 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ ತಿಡೇಶಕಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ 
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ಮಾಡುವುದರಿಂದ, ಕೆಳಗಿನ ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುವು ನಿರವಲಂಬಿತೆ 
ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 


I 9 
9 

* (1111111) 

| 1171-3111111 -1]11 1 1 
(0) | Ne 1 | ಇ 

ii 11. ೩1೩ ಸ] -1 1 
೩೫ ೧೩31 ೧,೩ Op 

Moo 11 (ಎ ಬ | 

a\ 21 ME ಡಿ ನ 


18. ಭಯು ಅಭ್ಯಾಸ 16 (0) ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರಲಿ, ಅಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ 
ಕೆಳಗಿನ ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುದೆಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 


(1112,[0 10] [0 0-11 98.1 
(a) .|-1 0 0||-1 01/||0 0 1||-300/(. 
(12 00 1 0| |1 ೨೬ 01 1-1 0 0/ 


(9 23 0 1-2 01 2 
(0) -1 98//-೬ 9 3-೬0-3 
(L- 2-30 2-8 0||-23 0 


101. 7ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 16 (೧)ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರಲಿ. 7ಯು 7 
(ax +by+cz) = (0-3ರಿ) ೫ (b-2c)y-z ಸಿಂಡ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ 
{x y 2] ಗೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿರುವ ಗಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕಳ್‌ ಅದ್‌ ಡು 


po 


2 
0 
0 
1 
1 
pt 
ಸ 
2 
ಶ್ರಿ 


\ 
(o) ! 


20. ಭಯು ಅಭ್ಯಾಸ (16) (0) ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರ್ಲಿ. 7ಯು 
'74 = 4B+ BA ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟು, | 


1 1 0 
' B= ೫ 0 
4 ] 0 3 
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ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಅಭ್ಯಾಸ 
16 (೧)ಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತ್ಫಕೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡು ಒದಿಯಿರಿ. 


೫1. ಯು ಬಾಣಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. 1 ಉದ್ದದ. ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬ 
ವಾಗಿರುವ ಮೂರು ಸದಿಶೆಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ fp 8 kK) ಯು ನಗೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ; 


(8) ಆಧಾರ i+ [೬ i+) ವಾಗ 314-2} 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(0) Ti=3i, Tj=zi+j Thk - ಓ ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪ್ರಿರುವ 

ಭಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. 

(i } k)ಗೆ ಮತ್ತು (i hi) ಸಾನೇಕ್ಷ' 
ವಾಗಿರುವ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


39. (8) ಈ ಬಹುಪದಿಗಳು 


ಹ 4 


UM Ne) At 3) 


TE 


1-3) K-14 - 2) 


ಸ್ವರ ೬ 3ರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಯಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿವೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (1, 13,`11)ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
ಈ ಬಹುಪದಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ.] 


(b) ಭಾಗ (4) ಯ ಆಧಾ ರಕ್ಕೆ ಸಾಫೇಕ್ಷವಾಗಿ 14 / ೫4 ೫ನ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. : 
(0) 7 ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
. ಯಾಗಿರಲಿ. ಎ 


/-1(0) 4ನ - ರಾ 


+ pas Dp ೬ 1.! 
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ಭಾಗ (೧) ಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು ಆಧಾರ 
(1, 1, 1% ೮) ಸಾಪೇಕ್ಷನಾಗಿರುವಂತೆ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆ 
'ಯನ್ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


23. (31) ನ್ನು ಅಥವಾ (ನ೦2)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಆಧಾರ ((1, 0,0), 
(1, 1, 0) (1, 1, 1) ] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷನಾದ ಕೆಳಿಗಿರುವ ಸದಿಶಗಳು 
ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ನಿರ್ದೇಶಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

[ಸೂಚನೆ (67) ನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿರುವ ಕೊನೆಯ ಟೀಕೆಯನ್ನು ನೋಡಿರಿ] 
(a) (5, 2, -1) (0) (-1, 1,2) 
(0).(6, 9, -1), :(6) (9, 0, 1) 


24. ಅಭ್ಯಾಸ (23) ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಷನಾದ 7 ಯೆ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಕೆಳಗಿನ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಢಿಯುರಿ. 
` (ಸೂಚನೆ : (56) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ-] 
(8) T(x» 33 2) ಎ (x —) 2 0) 
(0) TN ೫» 2) ಎ (೧ ೫೫) x+y) 
(0) Tix, py 2) ಎಶ -ಸೊ Dy -352 0) 
೪ ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 10 (0) ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸ್ತರ ಎ8 


. -ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯು W ಆಗಿರಿ. 7ಯು ॥ ಯಿಂದ ಗೆ 
. ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. 


0 a ಥಿ 
Toa .0 ([- 01-10 ೧.0೧0. 
1.1. 169 

(8) ಈ ಆಧಾರಗಳ ಜೋಡಿಗೆ ಸಾಸೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ 7'ಯ ಮಾತೃಕೆ 


ಬ 
ಲ 


1 


ಜ.4 


ಸತ್ಯ ಸ ಎಎ ಎ ಸಕ್ತೆ ಇಯು ಸ ಗ್ಯ 
K pe ಕ 
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ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


[1010 00110 00 
1-1 00/ 000110 0 1 
/ 000/1-100/10.10 


ಮತ್ತು 
1.1 01 


(b) ಈ ಆಧಾರಗಳ ಜೋಡಿಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ 7:ಯ ಮಾತೃಕೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


011 0 1-1 
1೨1 0 4 
To 1-1 -] 1 0 


ನ 


1(1-1) (1-213), (8 (ನ) KD), 1(1-)(1-2) 
_ ( .( | 6 j 


26. ಭ ಯಿಂದ ಭನೆ 7ಯು ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. 
]' ಮತ್ತು ಗಳು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ. 4.- 
(ಕೈ) ಯು ಮುಂದಿರುವ ಆಧಾರಗಳ ಜೋಡಿಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7,ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ £೫; ಮತ್ತು ಕೈ ಎ 1. ಇದು; ೬ ಸ್ಥಾನ 
(7)ಗೆ ಆಗಿದ್ದರೆ ೈ 70 ಎಂದೂ, / 2 ಸ್ಥಾನ (7) ಆಗಿದ್ದರೆ, 
4 0 ಎಂದೂ ಆಗಿರುವಂತೆ )'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ {¥', ೫3,..., 
೫7] ಇದೆ ಎಂದೂ ಮತ್ತು Wಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ (7, ]7,.. 
Y”} ಇಡೆ ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 8ರ ಸಾಧನೆ 
ಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಆಧಾರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


2೪. 3 10 1 0 3 
A=|2 1 0| ಮತ್ತು 8..!0 12 
1 ೫ 1 00. 1|' 


ಎಂದು ಇಟ್ಟಕೊಳ್ಳೋ ೧. 4ಗಯ ಗಣನೆಯನ್ನು” 4 ಸುತ್ತು ಡಿ 
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ಗಳನ್ನು ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಸೂಕ್ತವಾಗಿ "ಉಸವಾತ್ಮಕೆ ಗಳಿಗೆ "ಉಪ- 


ಭಾಗಿಸುವುದರಿಂದ' ಹೀಗೆ ಬರೆಯಿರಿ. 

101.5 sl ly 
[1 2] [1] 0 0] [1] 

ಆಗ 


(ಯ 


[1] [1 2] [00] [[*[11[118 


೩% 1 11 
=|2 | ಆ 
1 3 8 


(ಮೇಲೆ "ಇ? ಎಂಬುದರ ಉಪಯೋಗವು ಅಷ್ಟು' ಉಚಿತವಲ್ಲ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ,4 ಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಬಹುದಾದ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 
3 13೧0 
21 ಸ 
[12](1] 
. ಎನ್ನುವುದರ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಇದು. ಗೊಂದಲಕ್ಕೆ ಕಾರಣವಾಗಬಾರದು.) ` 


Su 


(=|; 1} aul) An=l 21. ಕೈ -[1) 


" 3 8 
ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಮ | 


[4 1 ಡೆ Wp 
4 0] ಮತ್ತು 2. [Fr 2] 
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ಎಂದು ಬರೆಡಿವು ಆಗ 


[4 2, * ALB .4',, 81, - 41 ೫' 
4B=| 13 AL 22 21 MM ಪ " 
Au ೫ * AB 41 ಸಾಸ ಸ ಸಗ ಸಿ] 


ಈ ವಿಧಾನದ ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಕೂಟಿರೊಪ ಗುಣಾಕಾರ ಎಂದು 
ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಇದು ಮೇಲಿರುವ 41, ಅಥವಾ 81, 
ವಂತಹ ಸರಳ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಕಾಣಿಸಿಕೊಂಡಾಗ ವಿಶೇಷವಾಗಿ ಉಪಯುಕ್ತ 
ವಾಗಿದೆ. ನಾವು 4 ಯನ್ನು, ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ನೀಟಸಾಲುಗಳ ಮಧೆ ಸ 
ವಿಭಾಗಿಸಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಈ ಗುಣಾಕಾರದ . ವಿಧಾನವು 
ಸಾಧಾರವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ 4 ಯ ನೀಟಿಸಾಲು ಮತ್ತು ಔಯ ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲು ವಿಭಜನೆಗಳು ಏಕೀಭನಿಸಬೇಕು. ಈ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೆಳಗಿರುವ 
ಮಾಶೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನು ವಿಭಜಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಮತ್ತು 
ಸೂಚಿತ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ಕೂಟರೂಪ ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 


ಗಣನೆ ಮಾಡಿರಿ. 
(871 0 0 112 1 10 
26 10[||1 10 2 
1 083 1||0 ೧ 710 
01 02([|0 ೧0 3 
(bri 0 1 8. 1 2 1 8 0-6 
1:9 0 1.0 0 3101 
00 1 2 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 10 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 
(0[70' 13 1 ೬1 & 1,2 
00 1 11 1 
00 0 1 1 
00 0 0 1 1 
೧,0 004 1 
U0 000 0 


ಮೂಲಭೂತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 177, 


28. ಒಂದು ಶತಿ ಮಾತೃ ಕೆಯು ವಿಲೋಮ ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂದ್ದು 
ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಮತ್ತು ಆರರ ವ ವ್ಯಸ್ತವನ್ನು ಗಣಿಸಲು ಒಂದು-ಷರಿವಹನಾ - 
ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. ee 


ಟಿಪ್ಪಣಿಗಳು 


ಭಾಗ 1 ಮತ್ತು 2ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಂಕುಚನೆಯ ವಿಧಾನವನ್ನು ಸಾಧಾರಣ 
ವಾಗಿ ಗಾಸ್‌ (ಔ೩uss) ವಿಸರ್ಜನಾ ವಿಧಾನ ಎಂದು ಕಕಿಯುತ್ತೀನೆ. ಭಾಗ2 ರ 
ಅಭ್ಯಾಸ 9 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಈ ವಿಧಾನದ ಸಂಯೋಜನೆಯನ್ನು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 
(Crout)ಕ್‌ಟ್‌ ವಿಧಾನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇವುಗಳ ಮತ್ತು ಇತರ ವಿಧಾನಗಳ 
ಹೆಚ್ಚಿನ ಚರ್ಚೆಗೆ 73666998 [8] ಮತ್ತು (870205 [19 ಅಧ್ಯಾಯ 2,] 
ಗ್ರಂಥ ನೋಡಿರಿ. ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸಂಕುಚಿಸಿದ ಸೋಪಾನ ವ್ಯೂಹರೂಪವನ್ನುು ಹೆಚ್ಚು 
ವಿವರವಾಗಿ 1008೧ ಮತ್ತು (೧26 ನಲ್ಲಿ [14, ಅಧ್ಯಾಯಗಳು ] ಮತ್ತು 
2] ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಸಾಂತ ಮತ್ತು ಅನಂತ ಆಯಾಮೀಯಗಳೆರಡರದೂ ನಿರಂಕುಶ 
ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಸ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳೆ ಪಪ್ಪ ಬ್ರಸ್ಫೂರ್ಣ ಸಂಸೆ ಸ್ಪರಣವನ್ನು Jacobson (15)ನಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಅಂಥ ಅವಕುರಗಳ ಮೇಲೆ ಕೀಖೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳ ಆಧ್ಯಯನವನ್ನು 
Jacobson (15)ನುತ್ತು Halmos [13, ಅಧ್ಯಾಯ 2] ಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳ ಮೇಲೆ ಗಣನೆಗೂ .ಮತ್ತು ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳನ್ನು 
ಬಿಡಿಸುವುದಕ್ಕೂ ಸಹಾಯಮಾಡಲು ಮಾತೃ ತಕೆಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ್ದೇವೆ. 
ಮಾತೃಕೆಗಳು ಇತರ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ಸಹಾಯಕನಾಗಿನೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಸರ್ಕ್ಯೂಟ್‌ 
ಸಿದ್ಧಾಂತದಲ್ಲಿ ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಕೆಲವು ಉಪಯೋಗಿಗಳಿಗೆ Guillimin ರೆ ಗ್ರಂಥ 
(12, ಅಧ್ಯಾಯ 10] ನೋಡಿರಿ. ಅವಕಲ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಪ್ರಾಥಮಿಕ 
ಅನ್ವಯಗಳಿಗೆ (9018೧ ರ ಗ್ರಂಥ [16, ಅಧ್ಯಾಯ 6] ನೋಡಿರಿ ಮತ್ತು ಹೆಚ್ಚು 
ಮುಂದುವರಿದ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೆ Gantmacher ರ ಗ್ರಂಥ [11] ನೋಡಿರಿ. 


ಅನಂಶ ಆಯಾಮೀಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಗಳ ಮೇಲೆ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು 
ಅನೇಕ ಭೌತಿಕ ಸಮಸ್ಯೆಗಳಲ್ಲೂ ಉದಯಿಸುತ್ತ ವೆ. ಲಾಸೆ ್ಲೇಸ್‌ ಪರಿವರ್ತನೆ ಎಂದು 
ಕಕೆಯಲಾಗುವ ಇಂಥ ಒಂದರ ಒಂದು ' ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಸಂಸ್ಕ ಸ್ಮರಣಕ್ಕೆ Churchil} 
9231 


KY 


ಈ 
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ಗ್ರಂಥವನ್ನು [೨) ನೋಡಿರಿ. ಸಾಮಾನ್ಯ ಮತ್ತು ಅಂಶಿಕ ಅನಕಲ ಸಮಾಕರಣಗ/ 
ಒಂದು ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಮತ್ತು ಬಹುಬೈಜಿಕ ಸಂಸ್ಕರಣವನ್ನ್ಳು Erdeiyi ಗ್ರಂಥ (0 
ಕೊಟ್ಟೆ. ಒಂದು ಸದೃಶ ಮತ್ತು ಹೆಚ್ಚು ಪ್ರಪೂರ್ಣ ಅಧ್ಯಯನವು £riedman 
(10) ಗ್ರಂಥದಲ್ಲಿದೆ. 


*ಘಸಾಖೈಗಳು ಪುಸ್ತಕದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿರುವ ಆಧಾರ ಗ್ರಂಥಗಳ ಸೆಂಖ್ಯೆಗಳು, 


ಅಧ್ಯಾಯ 2 
ಉದ್ಭ, ಕೋನ ಮುತ್ತು ಗಾತ್ರ 


ಭಾಗ 1. ಮೂರು ಆಯಾಮಗಳಲ್ಲಿ ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 ರಲ್ಲಿ ಸದಿಶ `ಸಮಸ್ಟಿಗಳ ಬೈಜಿಕ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 
ಕುರಿತು ಚರ್ಚಿಸಲಾಯಿತು.  ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂಹಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು, 
ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳನ್ನು ಆಯಾಮ, ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳು ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಯಿತು. ಈ ಎಲ್ಲ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಸದಿಶಗಳ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡೇ "ಸಂಸ್ಕರಿಸಲ್ಪ ಲ್ಪಟ್ಟದ್ದು. ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ 
ಉದ್ದ ಕೋನ ಮೆತ್ತು ಗಾತ್ರಗಳ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಚರ್ಜಿಯೀಣ. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 
ಮತ್ತು ಮುಂದಿನ ನಾಲ್ಕು “ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ "ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಕೋನವನ್ನು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಸ್ಕರಿಸಲು ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ವಿನರಿಸುವುದಾಗಿದೆ. ಈ. 
ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಮೂರು ಆಯಾನುದ ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲಿದ್ದೆ (ವೆ. ಭಾಗ 2 
ರಲ್ಲಿ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಿದ್ಧಾ ಂತವು ಪರಿಚಯವಾಗುತ್ತ ಡೆ. ಭಾಗ 3,4 "ಮತ್ತು 5 ರಲ್ಲಿ 
ಲಂಬತ್ವ, ಉಪಸಮಬ್ಬಗಳು ಮತ್ತು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದೆ" 
ಹೆಚಿ ಕನ ಗುಣಧರ್ಮಗಸೆನ್ನು ಅಭಿವೃದ್ಧಿ ಗೊಳಿಸಲು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಿದ್ಧಾ ಂತವನ್ನು ಉಪ: 
ಯೋಗಿಸಿದೆ. 6 ಮತ್ತು 7ನೇ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಕ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರೆ ವನ್ನು 'ಚರ್ಟಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. 

೪ ಯು ಬಾಣಗಳ ಸದಿಶ ಸಮಷಿ ್ರಯಾಗಿರಲಿ, ಉದ್ದೆ 1 ಹೊಂದಿರುವ ಮೂರು 
ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ : ಸದಿಶಗಳಿಂದ' ಆಗಿರುವ ' (i } K). ಯು Vಸೆ ಒಂದು. 
ಆಧಾರನಾಗಿರಲಿ. { (ಗಿ } ಓ) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ೪ ಯಲ್ಲಿ ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಗ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು... (ಇದನ್ನು ಮುಂದೆ 
ತೋರಿಸಿದೆ) xi y+ 2k ಆಗಿರಲಿ ಆಗ ಪೈಥಾಗೋರನ ನಿಯಮವನ್ನು 
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ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ 

v೪ ಯ ಉದ್ದವು VX EY 
ಅಗಿದೆ. (ಚಿತ್ರ1 ನೋಡಿರಿ) 

೪ ಯೆ ಉದ್ದವನ್ನು |೪| ಯಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸುವುದರಿಂದ ' 

Ivl=4/ ಜಡ ಎಂದು 
ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 1೪ ಯ ಗುಣಧರ್ಮ 
ಗಳು ಹೀಗಿವೆ, 3 

ಚಿತ್ರ-1 
(a) ೪೬91010 ಆಗಿದ್ದರೆ 1೪1 20. 

(1) (b) ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗೆ [av 1 =1a1 1೪1 





(0) I V+ ೪. | < Iv; l+1v,I 


. ಗುಣಧರ್ಮ. (1 ೭) ಇದನ್ನು "ತ್ರಿಕೋನ ಅಸಮತೆ' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಓಂಡು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣರೇಖೆಯು ಉದ್ದ ದಲ್ಲಿ ಯಾವುದೇ ಎರಡು 
'ತೌರ್ಶ್ವಟಾಹುಗಳ ಮೊತ್ತಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿಲ್ಲನೆಂದು ಅಥನಾ ಬೇರ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ 
ಕೇಳುವುದಾದರೆ ಒಂದು" ತ್ರಿಕೋನದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳ ಮೊತ್ತವು 
ಮೂರನೆಯ ಭಾಹುನಿಗಿಂತ ಕಡಮೆಯಿಲ್ಲನೆಂದು ಈ ಟಾ ರ್ಮವು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 
ಈ ಅಸೆಮತೆಯ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗುತ್ತದೆ. 





` ಚಿತ್ರ-2 00ಯ ಉದ್ದಳತೆ 404 400% 
ಉದ್ದೆ ಸತೆಗಿಂತೆ ಹೆಚ್ಚಾ ಗಿಲ್ಲ 


ಳ್ಳ 


ಉದ್ದ ದ ಪರಿಕಲ್ಪ ಸೆಯು ಕೇಖಾತ ವಾಗಿಲ್ಲ; ಅಂದರೆ lav + 0! ಯು 
ಸೌರ್ವತ್ರಿ' ಕವಾಗಿ awl + blvl A ಸಮವಾಗಿಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


ಉದ್ದ, ಕೊನ ಮುಖ ್ರ "ಗಾತ್ರ 181 
(2) 1೪೪! ಎ11. Iv, ಇದು ಕೇನಲ ಜ್‌ a>. 1! ಆಗಿದ್ದ 3 
ಮಾತ್ರ. 


೪ ಮತ್ತು ಛೃ ಗಳು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಅನ್ಯಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ೪, ಮತ್ತು 
v; ಗಳೆ. ನಡುವಣ ಕೋನನನ್ನು ಹೀಗೆ'ವಾ ಸುತೆ. "ವ; 0ಯು (| ಮತ್ತು 
v; ಗಳ ಅದ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ, A ಯು ಲೃ ನ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
ಔBಯು ಬ, ನ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ೪, ಮತ್ತು ಗಳ ನಡುವಿರುವ 
ಕೋನ 408 ಅಗಿದೆ (ಚಿತ್ರ-3 ನೋಡಿರಿ). ಇದನ್ನು 8 ಮತ್ತು ೫ ನಡುವಣ ಕೋನ 
ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ತ್ತೇವೆ; ಅಂದರೆ ವು ೪, ಮತ್ತು ಕಃ ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗಲ Sn 


x 


ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. 


v ಮತ್ತು ಉ್ಯಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 8, ವು ೪, 
(2) a, ಗಳೆ ನಡುನಣ ಕೋನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 028 ಆಗಿದ್ದರೆ 8 ಎ 8, ಮತ್ತು 
ac? ಆಗಿದ್ದರೆ 8-177-0. 


ಕೋಟಜ್ಯಾಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳಿಕೆ (8)ರಿಂದ ೨1 ಆಗಿದ್ದರೆ (0098 --೦೦೨ 8,) 
ಮತ್ತು 4೭0 ಆಗಿದ್ದರೆ ೦೦6 0 ಇ - €೦9 0, ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಕೋಟ 
ಜ್ಯಾಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿರುವ ಮಹತ್ವದ ಫಲಿತಾಂಶವು ಉಂಟಾಗುತ್ತದೆ. 

Y ಮತ್ತು [ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋಪವು ಗಿ 8,ನು IV ಮತ್ತ ಗಳ 
(4) ನಡುವಣ ಕೋನ ಮತ್ತು 8, ಯು ೪ ಮತ್ತು ೪, ೬ ್ಮಗಳ ನಡುವಣ 
ಕೋನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


| + val cos ಕೈ - |1| cos #,+ [| ೦೦96, ' 


(4) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಒಂದು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. (3) ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಗುಣಧರ್ಮವೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ ! (4)ನ್ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರ 
'ಬದಲು ಕೆಳಗಿನ ಪರಿಕಲ ಬನೆಯನ್ನು ಉನಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. v; ಮತ್ತು ಬ್ಮ ಗಳು. 
Vv ಯಲ್ಲಿದ್ದೆ ಕಿ ಲ ಮತ್ತು vn ಬಿಂಡುಗುಣಲಬ್ಯವನ್ನು 8ನು. ೪, ಮತ್ತು 
ಬಾಳ ನಡುವಣ ಕೋನವಾಗಿರುನಲ್ಲಿ, “IWw,l wl ೦೦5 ಕೆ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು 


ಕ್ರ 
ಇ 
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ವ್ಯಾವ್ಯಿಸುತ್ತೀವೆ. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಇದನ್ನು ೪, ೪] ಯಿಂದ. ಸಂಕೆಟಸತ್ತಿ ಟೆ 

ಅದಕ್ಷ 

(5) ೪ ೫, ಇ! (| cos 8, ಇಲ್ಲಿ ಢವ ೪, ಮತ್ತು ಬೈಗಳಿನಡುವ 
ಕೋನವಾಗಿದೆ. 

(೨)ನ್ಸು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ಹೇಗೆ 1 ಸಿರೂಪಿಸಲಾಗುತ್ತ ದೆ? vy, ವನ್ನು 

_ ೫ ಅನ್ನು F ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ ಪ್ರ ಪ್ರಲಂಬಿಸುವುದರಿಂದ ಮೆತ್ತು ಈ ಉತ್‌ಕ್ಷೇಪ ಉದ್ದದ 

| W ರಷ್ಟು I<8<rl ಅಗಿ್ದಕಿ ಒಂದು ಧನಚಿನ್ಸೆ ಯೊಡನೆಯೂ, 11.48 

ಆಣ್‌ ಆಗಿದ್ದ ಕೆಒಂದು ಜುಣಚಿನ್ಹೆ ಯೊಡನೆಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ವುದರಿಂದ, ಡೊರಕಿಸು 


ತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 4 ನೋಡಿರಿ). 


v, ಅಥವಾ ೪, ಎರಡರಲ್ಲೊಂದು ೧ ಆಗಿದ್ದರೂ ನಾವು ೪, ಭ್ಯ ಯನ್ನು 0 
ಬಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಲಾಗುತ್ತದೆ. ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಧದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಹೀಗಿವೆ, 


(8) Vj V2 EV 
(0) v(av, + bv,)= av, 





(6) + bv, 
(೦) (av; + bvy)v = ay v ೦೬ ದ್‌ rE 
+ bv, ಚಿತ್ರ-4 40 ಯ ಉದ್ದವು 1೪। 
(d)vv>0 ಇದು 0 €09 6 | ಅಗಿದೆ. 
ಆಗಿದ್ದ ಕೆ 


(64) ಗುಣಧರ್ಮವು (ರ) ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. (6) ಮತ್ತು (6) ಗಳು 
(3), (4) ಮತ್ತು (1) ರ ಪಂಣಾಮಗಳಾಗಿದೆ. (94) ಗುಣಧರ್ಮವು “ಳದ 
Iv? cos 0 -. |? ನಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


(8) ಗುಣಧರ್ಮವು ೪ ಸ್ಟ್ರಿರವಾಗಿರುವಾಗ, -೪ ಯು ೪ ಯಿಂದ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಗುಣ 
ಧರ್ಮ (ಗ) ಯು ೪ಯು ಸ್ಕಿರವಾಗಿರುವಾಗ, ೫-೪ ಕೂಡಾ ೪ಯಿಂದ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸುಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿನರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಹಿಗೆ 
ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ ನಿವು ಒಂಡು ಸಿ ಸ್ಕ್ರಿರವಾಗಿರುವಾಗ್ಯ ಇನ್ನೊ ಂದು ಚರಾಂಕದ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ್ವ ರೇಖಾಶ್ಮ' ಚ ಪರಿನರ್ತನೆಯಾಗಿವೆ. ಈ ಬೈಜಿಕ. ಗುಣಧರ್ಮವು ನನ್ಮು 
ಚರ್ಚೆ ಯಲಿ ವ ವಶ್ಯವಾಗಿ 


ಉದ್ದೆ , ಕೋನ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರ 183 


ತೀಯ ಅನೇಕ ಪರಿಕಲ ಿನೆಗಳನ್ನು ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಧದೆ - ಪದಗಳಲ್ಲ 
ನಿರೂ ಬದು, ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


(8) 1೪1- (೪) 
7% (b) 955685೧ ಮತ್ತು ೦೦5 ಕ ಎ? 2 _ ಆಗಿರುವಂತೆ 
` ನ್‌ ಸ 


v, ಮತ್ತು ಟಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನವು ॥ ಆಗಿದೆ. 


ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ನಡುನಣ ಕೋನವನ್ನು ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬ! 
ಕದಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಾ ಖ್ಯಸಬಹುದು. ಇನ್ನೂ ಅನೇಕ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ: 
ಸಿಂದುಗುಣಲಬ್ಧ ದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಗ್ರ ಹವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 


v, ಗೆ ೪ ಲಂಬವಾಗಿಜೆಯೆಂವು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ. ಆಗಲ ಮತ್ತು ೪ 

(೪ ನಡುವಣ ಕೋನವು 1 ಆಗಿದೆ. ಸಾಸ್ರ ೪, v, --0 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸ 
ವೆ, ವಿಲೋಮವಾಗಿ ೪, ೪,೭೧ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ |೪| |೪| cos 8ಎ! 
ಗೆ (ಮಂ ಅಥವಾ ೪, ಎ೦ ಅಥವಾ 8-೯೧. ೦ಯು ಬೇರಿ ಯಾವುರಿ 
'ದಿಶಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುವ ಪರಿಭಾವನೆಯನ್ನು ನಾವು ಸ್ಟಾ ಪಿಸಿದರೆ, ಆಗ ನಾನ 
"ಗನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ತೋರಿಸಿದಂತಾಯಿತು. ೯ 


8)  , ಮತ್ತು ೪, ಗಳು ಕೇವಲ ಲಂಬಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ೪! .೪,-0.. 


2 
ಳ್ಳ ಮತ್ತು ೪, ಗಳೆ ನಡುವಣ ಕೋನ 8 ಇರಲಿ ಮತ್ತು ಒ, ಇದರ ಅಂತಿಮ 

'0ದುವಿನಿದ ೪, ಯ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವರೆಗಿನ ಅಂತರ ಗ್ರೆ ಇರಲಿ. ಕೋಟಿಜ್ಯಾ 

'ಯಮದಿಂದ 

(8) (03 |(|2. W,l-21¥,1 1 | cos 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
d ಇ 1೪| -೪| ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು (ನ) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ (9) ನ್ನು 

ಗೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು ` 

10) |೪| -೫|2 ಎ |೪[|2 1 || vv, 

| ಇದನ್ನು (ನಿ), (6) ಮತ್ತು (14) ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು, ಇದರಿಂದ 41 

“IN -vPa(y Vo) (OW) MN, 2 

=v (P+ 2 K 
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ಇಂಥಹದೇ ಇನ್ನೊಂದು ಗಣನೆಯಿಂದ 
(11) wl +iv + ದಂ 219,|3 + 21%, ಎಂದಾಗುತ್ತ . 
ಇದು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣರೇಖೆಗಳ ವರ್ಗಗಳ ಮೊತ ತ್ತವು 
ಬಾಹುಗಳ ವರ್ಗಗಳ ಮೊತ ತ್ರಕ್ಕೆ ಸ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಈ 
ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ, (11)ವನ್ನು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ನಿಯನಮು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 
ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉದ್ದದ ಸದಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು 
(13) ಳೈ Ny ದ್‌ ೬1೪ + lv,P -1v; -೪)|'. 


ಇದನ್ನು ಧ್ರುವೀಕರಣ ಸಾಮ್ಯಕ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು 


1೪, * ೫1? ಮತ್ತು ॥೪, ೪,1? ಗಳನ್ನು ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ್ಧದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 


ನಿರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ ಸ್ಟಾ ವಿಸಬಹುದು. 


ಒಂದು ಸದಿಶದ ಪ್ರಲಂಬನ ಇನ್ನೊಂದರ ಮೇಲೆ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಲು 
ನಾವು ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬ ವನ್ನು  ಉಸಯೋಗಿಸಬಹುಮು. v೪” ಯು ಉದ್ದ 1 
ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿರಲಿ. ಆಗಳಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿರುವ ೪, v೪ ನ ಪ್ರಲಂಬನ 
(೪,೨೪) ೪ಗೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. [ (ಚಿತ್ರ 5 ನೋಡಿರಿ) ೧೫ಯು ಉದ್ದ 1 ಹೊಂದಿ 


ದ್ವಕೆ ಮತ್ತು 40ಯು ೦೮ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 0C- 104 cos ಕಿ) 
೧೫) | 





v2 ಆಗಿದ್ದರೆ ೪/೪ ಯು 1 ಉದ್ದವನ್ನು ಹೊಂದಿಷೆ, ೪ ಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 


ಉದ್ದ ತೋನ ನ್ವು ಗ್ವಾಕ್ರ ಚ 
ಯಾಡಿರುವ ನ. ಪ್ರಲಂಬನ. ೪ ಯ. ಉದ್ದ ದ ಸೆ ಅವಂಂಬಿಸಲಾಂದು. ಹೀಗೆ : 


} 
ದ ಜತ ಊ೬ [NE ಳ್‌. (ಈ 


(13) ಗೆ  ್ಯಾಸಿಯಾದ ೪ನೆ ಪ್ರಲಂಬನ' ಹಕ, qr) ರ್ಕ 7 
| We ಟ್‌ 


ಹ ಒಹಿಳಿಗಿರಲಿ,, WW = vl Jars: ಯ ದಿ 1! 


ಆಗ vf w ಅಂಬವಾಗಿರರೇಕು. (ಚಿತ್ರ- -6 ನೋಡಿರಿ. ಸದಿಶ oD= 0: 4 ೯ 
೧ರಯು ೧ OB ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ.) ` ) 


(ತೆ (7 6 


ಣನೆಯು WV =v: (ಗೃ ೫/!)-(೪/1೪1-0) ಎ0 ವಧು ತೋರಿಸು 
ತ್ತದೆ Woy OD - 04 ಆಗಿರುವ ಚಿತ್ರ 6 6 ನೋಡಿರಿ. ಶಿ 
v#o ಆಗಿದ್ದರಿ ಳಗ 1; ಈ] ) WINE < ಯು y A ಸಮ್ಮಾ 


(14) ವಾಗಿರುನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು We 4... ಬ) viv ಯು ಭಗೆ ನಂಬ 
ವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ' V, ಡು Ww + w 
: 1. 7 MW 
ಚ್‌ ಆಗಿದ್ದ ಕೆ ಉಳ == (1೪ ಮತ್ತು w - ೫ ಇ೦ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
Vp: v= Ww. Vw, 0-0೪ - ೪. bay. lv,P , 
w= w, ಮತ್ತು Wi=w: ಇದು ೪, ಯು ಗೆ: ಒಂದು ಸದಿಶಲಂಬದ 'ನುತ್ತು* 
೪H ಒಂದು ಸಟಶ ಸಮಾಂತರದ ' ಮೊತ್ತನೆಂತೆ'. ಒಂದು ಏಕೈಕ `ಫಿರೂಪಣೆಯನು2 
ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ: ಬ, ಸದಿಶವನ್ನು 1 ಗೆ: 'ಸಾನಾಂತಕವಾಗಿರು ಸ 
ಭನ ಘಟಿಕ ಎಂಡು: ಮತ್ತು 'w ಸದಿಶನನ್ನು v ಗೆ ಲಂಜವಾಗಿಕುವ. A ಕ ಘಟಂ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. : ' ' - 0 
ಈಗ 11, ) () ಯು ಮೂರು ಸಂ ಸಾಸ? "| ಕುದ್ದ ಸುತೆ 
ಗಳಿಂದ ಆಗಿದ್ದು. ಒಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಿ. Ni “xii 2k ಮತ್ತು 
ಕ್ಯ ಎ14 ೫೬-5-28 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ್ಯ i lel ಚ 


(4) Vk XX Met ತಮಿ ೫. 4 ಳು ಎ 0 
ಇದನ್ನು | . ಸ ತ್ರದ k: Kani. j=i- ‘kaj ke Re Ne 
' ಯನ್ನು ಪುತ್ತು (6)'ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಸ್ಥ ಏಿಸಬಹುದೆ: - ಇ 


` ಮ೬ ಪೌಡ... ೩. 
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ನಾವು 78 ನಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು (ಅಥವಾ ಶಿಷ್ಟ ಅಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧನನ್ನು) ನ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲು (15) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. 


(16) (ಜು yo 2) (2 Yo 22) = XX EMT 2). 
| ನಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬವನ್ನು (ಅಥವಾ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 


ನನ್ನು) 


(17) (xp ೫)» (ಗು FIEXX+ yy ೫2 ದಿಂದ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೀವೆ. 


ಇವು ಕೆಳಗಿರುವ ನಿಯಮಗಳೆನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ, 
(a) 4. ¥Y-Y-Xx+, 


(18) ‘(BX (0೫--12) -0%8. 1. ಕಿ. 2, 
(Cc) (44 1). 2-0%:2.67. 2, 


(6) XN. ಸಗ 0 ಇದು 10 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


(18) ರಲ್ಲಿ ೫, ್ಭ ಮತ್ತು 2ಗಳು ಔ' ನಲ್ಲಿರುವ (ಅಥವಾ ಗಿ? ನಲ್ಲಿರುವ) 
ಚುಕ್ಕೆಗಳನ್ನು (16) ರಿಂದ ಅಥವಾ (17) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬ 
ದೊಡನೆ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತವೆ. ನಾವು ನ ಮೇಲಿನ (ಅಥವಾ ಔ: ಮೇಲಿನ) ಬಂದು 
ಗುಣಲಬ ನನ್ನು ಈ ಸಮಸ್ಪಿ ಗಳಲ್ಲಿರುವ ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಕೋನವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಲಿಸಲು 

೩ ಡಿ 
ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತ "ವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ Xx "ಢಿ, 1, 2) ಆಗಿದ್ದರೆ ಅಗ 1x1 
= (NX. N=. 341.142. 23 1412. Y- (1, 1-6, 
ಆಗಿದ್ದ ಕಿ ಆಗ 8ವು ೫ ಮತ್ತು ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನವಾಗಿದೆ; ಇಲ್ಲಿ 


XY BLE) 8 
1111117. DEBBY ALS 

೫. . ೫30 ಆಗಿದ್ದರೆ ೫'ಗೆ ೫: ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇನೆ. ಹೀಗೆ 
(4, 3)ಗೆ (1, -1) ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. (0) ಮತ್ತು (70) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಸಾಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದ (10), (11) ಮತ್ತು (12) ರ ಸೂತ್ರವಿಧಿಗಳು ಈ ಸಮಸ್ಟ್ರಿಗಳಿಗೂ, 
ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ. [ (18) ನ್ನು ಮತ್ತು [ 8] ನ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಉನಯೋಗಿಸು 
ವ್ರದರಿಂದ. ] 


cos8 - 
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(8) 137-71321113. 1717-21. 7 
(0) IX-YP+IX+ YP =2XP+ 21113 
(೦) ೩. F-lX+YP-1X-YF 
: Y ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾದ ಸನ ಘಟಿಕ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ 7/ಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 


ಯಾದ Xನ ಉತ್‌ಕ್ಷೇಪವನ್ನು (೫. 1) Y YI ಎಂದು ನ್ಯಾಖ್ಯಿಸ 
೫ಗೆ ಲುಬವಾಗಿರುವ ೫ನ ಘಟಕವು X(X. 7)1/ YF 


(10) 


ಲಾಗಿದೆ. 
ಆಗಿದೆ. 
ಸ. (ಡಿ, 1, 2) ಮತ್ತು 3ಎ (1, 1, -6) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಗೆ ಸಮಾ 


ನಾಂಶರವಾದ ಸNನ ಘಟಕವು ಹೀಗಿದೆ : 


[3.1 1.13. 2. ಎಂಟ) (1,1, -6) 


ಮತ್ತು YA ಲಂಬವಾಗಿರುವ ೫ನ ಘಟಕವು ಹೀಗಿದೆ : 
೫-(-|ೈ) (1, 1, -0):- (61, 23, 14). 


ಜ 









ಜಾ 





ಕಾ ಇಡು (ಫಾ ಇಷ್ಟೂ... ಡಂ ಹರಿ ಇರಾ ಹಾ ಪ್‌ ಇ 


MS 


ಕ 

| 

[3 
dh. 

ಚೆ 


if 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
(೩) ಒಂದು ಲಂಬ ತ್ರಿಭುಜದ ಇತರ "ಎರಡೂ ಬಾಹುಗಳಿಗಿಂಶ ಕರ್ಣ 


2. 
ಬಾಹುವು ಉದ್ದವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(ರ) (1:) ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : ಚಿತ್ರ 2 ರಲ್ಲಿ 0 ಮತ್ತು 4 
ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿದುವ ರೇಖೆಗೆ ೧ಯಿಂದೆ ಒಂದು ಲಂಬನೆನ್ಲಿಳಿಸಿ 


[4 


WB ಲ ದ್ಯಶಾತ್ಮಕ ನೀಜಗಣಳಿ 


ಕೈಥಾಗೋರನ : "ಸಿಯನ್ನು ಮತ್ತು ಅಳ್ಳಾಸ 1 (0) ಯನ್ನು 
. ` ಉಪಯೋಗಿ]. , "| ಚೆ] 1) 
(೦) (2]ನ್ನು: ಹಾಧಿಸಿರು ಸಂ 
`` 16) (4)ನ್ನು :ಸಾಧಿಸಿಂ. . (ಸೂಚನೆ: ಚಿತ್ರ-.ರಲ್ಲಿ OF=BH = 


w 1 ನGE ಎಂಡು ತೋರಿಸಿರಿ.] re ೬] | 
y : (6) 11) ನ್ನು. ' ಎರಡೂ, ಬಾಹುಗಳನ್ನು . ಬಿದುಗುಣಲಬ್ಬದ ಪರಗಣ 
ಬರೆಯುವುದರಿಂದ, ಸಾಧಿಸಿರಿ. ಬ 


- (1) (12ನ್ನು. ಸಾಧಿಸಿರಿ. . 1 
2. ಭೃ ಎರಿ] ಳ್ಳ ಎ13] | ಟೈ ಎಗಿ]-5] 2k ಆಗಲಿ `ೆಳಗನಪು 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುರ 


Ks vt 1) 4 ವಿ | 
(a) V+ ಇ (ರಿ) ಭ| - ಸಲ 

(೦) (vy PCR ೪-೪ ೧.೫ 
(6) 54 ಮತ್ತು ೪, -2೪, ಗಳ ಕೋನದ, ಸೋಟಜ್ಯಾ. 

(1) ೪-೪ ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ೪, ನ ಘಟಕ. 


(9) Ww,-viP+1v3 +N, PF (೧) 1,1417 
(1) Sv, ಮೇಲೆ v4 ಪ್ರ ಪ್ರಲಂಬನ್ನ. ೫ 0೫? 


(1) 3೪, ಮೇಲೆ ಬನ ಪ್ರೆಬಾಬನ ನ ಇ ಳ್‌ 

(kK) {vo v- p ಟಾ ೦ ಇದು ಮೂರು ಪರಸ್ಪರ 
ಲ್ಯೂಬವಾಗಿರುವ ಸದಿಶಗಳಿಂದ--ಗಳವಭಜಣ್ಟ್‌ ಅ್ಯಾರಪೈಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


3. ಕೆಲಸದ ಭೌತಿಕ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯ” ೫ಜೆಕೆಗುಣಲಬ್ಬದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 

ದರ ಒಂತಗಭೂತರ ವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸ್ತುವ್ನ ಒಂದು ಸದಕವು ER ಆಗಿದ್ದರೆ, ಕಗ 
ಒಂದು ವಸ್ತುವನ್ನು, ೪ ಹ: ಅಡ್ಕ ಬಿಂಧುವಿನಿಂದ. ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಿನವರೆಗೆ 
೪ ಯ ಗುಂಟ ಚಲಿಸುನಂತೆ ಮಾಡಲು ನಡೆದ ಕೆಲಸವು ೯. ಭ ಆಗಿದೆ. 


WH (8). ಜಲ" MAN ಸನನೆನಂತರ ' ಚಕೆಸರ್ಭುಟಿವು' ಓಂಡು (ಗನಚ್ರಾಕೃತಿ 
"ಯಾಗಿದ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ ಆ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣಕೇಖೆಗಳು 


ಒರ್‌ 
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೪. ಖ6ಬಪಾರಿಸುತ್ತವೆ. ಇಂದು ತೋರಿಸಲು , 'ಓಂದುಗುಣಜಬ್ಬವನ್ನು ಉನ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ. (ಒಂದು ವಚ್ರಾಕೃತಿಯು ಸಮಲ್ಟುದ್ಧಢು ಬಾಹುಗಳನ್ನ, 
ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವಾಗಿದೆ.) 


(b) {ier Kk} ಯು "ಉದ್ದ : 1 ಹೊಂಧಿರುವ ಪರಸ್ಫರ. ಲಂಬವಾಗಿರುವ 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಿಂದ ” ಆಗಿದ್ದು ಬಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರನಾಗಿರಲಿ, 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದೂ 'ಸಮತಲವ್ರ M ಆಗಿರಲಿ. . ಆಂದರೆ ಆಯಾವು 
25 ಓಂದು ಉಪ. ಷ್ಟಿಯ ಒಂದು ಸಮ್ಯಾಂತ್ಯರ ರೂಪಾಂತರ 
ವಾಗಿರಲಿ. "ಯು ಯದ Mಗಿರುನ 0030ವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
y= —ai+bj+ (ಯು Mi ಒಂದು' ಸಷ. ಲಂಬವಾಗಿರಲಿ. 
ಸಮತಲ ಹನ ಸಮಾಕರಣನ ನ್ನು (1, 1 ky} ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 

- ಸರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿ ೪ (೪ ನ.21 yj zk ಹ) 
: ಅದರ ಅಂತಿಣು-ಬಿಂದುವನ್ನು--ಶ/ ನಲ್ಲಿ ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೪ ಗೆ ವ್ಯಾಸ 
ಯಾದ ೪” ಸಸ ಸ್ರಲಂಬನ (ಉದ ವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ.).: ಯ ಯದ 


೫1 1 ' ಹುಲ್ಲರುವ ಒಂದು ಕೇಹೆಯು ಗಿರಿ, ಅಂಬಿಕೆ ಆನನ" ರ 
ಒಂದು ; ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯ ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ರೂಪಾಂತರ. ಯು 
cock, ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ, ಪುತ್ತು {i } ky}. ಯು ಸ್ಕೀಯಲ್ಲಿರು 
_ ವಂತೆ ಇರಲಿ. [1ನ ಸ ನಿರ್ದೇಶಾತ್ಮ ಕ ಕೋಟಜ್ಯಾಗಳು (v ಯ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ) 
ನಯ ಮತ್ತು (ಗಳಂತೆ ಉಂಟುಮಾಡುನೆ ' ಕೊನ 
ಕೋಟಜ್ಯಗಳಾಗಿವೆ. py KA ಸಾಸೇಕ್ಷವಾದ ಸರ್ಜಾ 
` ಪದಗಳಿಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿರುವುದು ತ ಹೋಸ 4. ರ 





ಇಲ್ಲಿ ಗ 4 ಗ್‌ ವನ್ಮೆವುದ"ಕ್ರಮನೊಗಿ | ೫ ಮತ್ತು ಗ 


ನಿಹೀಶಾತ್ಮಕ ಕೋಟಿಜ್ಯಾಗಳೊಡನೆ': ಎಂ » ೪, ಕು) ನ ಅಂತಿಮ 
1 , ಸಂದುವಿನ ಮೂಲಕ್ಕ ಹ್ಞಾದ್ಯುಥೋಗುವ್ನ ಕ್ಲೇಖೆಯ ಸಮಾಕ್ಸರಣವಾಗಿದೆ. 


ಗೋ ಘೈ್ಪ 
1 


(6 {iy ky A ಕಮರ ನರೇಗ we (x 54 3) 
, ಮೂಲಕ ಹ ನಾರುಖೋಗಿಕುವ ಕೇಖಿಯೆ" ಸೆಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕೂಡು: 
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ಹಿ2ಯಿರಿ. ಈ ರೇಖೆಯು ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣದ ಸಮತಲಕ್ಕೆ ೮೦2 
ವಾಗಿದೆ ` 


Ax+ By+ Cz=D. 


(6) (i 1 (ಗೆ ಸಾ ಕ್ಷನಾದ ನಿರ್ಶೆ ೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ (xy 2) 


ನಿಂದ (೫, ಘೆ ) ಟಿ (x ೫,» 2) ಮೂಲಕ ಹಾದ: 
ಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಗೆ ಇರುವ ಅಂತರಕ್ಕೆ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ 


(ಸೂಚನೆ: v= (x -X) i+ (YN) ¥ (z ಜ್ಯ) 
ಮತ್ತು ೪ ಸ. (x -ಸಜ್ಯ) 17 (೫/೫) J+ (5; -2)k ಆಗಿರಲಿ. 
v, ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ೪ ಯ ಘಟಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ.] 


ಡಿ. ೪ ೪) ಮತ್ತು ೪ ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮೂರು ಅಶೂನ್ಯ ಸದಿಶ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. $v, vv) ಯು ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


(1, % ಮತ್ತು ಠೃ ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ 


ಟ್ಟಿ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗೆ ನ್ಯಾನಿಯಾದ v ಯೆ 
ಪ್ರಲಂಬನನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಭಾಗ-2 ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಛಿಗಳ ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳು 


ಭಾಗ 1ರಲ್ಲಿ ನಾವುಳ ಯ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಮತ್ತು ಆನಂಶರ ಈ ಗುಣಲಬದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಾನಾ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಗುಣಧರ್ಮ 
ಗಳನ್ನು ವಿನರಿಸಿದೆವು. ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬವು ಕೆಳಗಿನ ನಿಯಮಗಳನ್ನು 
v, ಮತ್ತು ಜೋಡಿಗಳ ಒಂದು ವಾಸ್ತನಿಕ ಮೌ 


ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದೆವು 
ಪಾಲಿಸುವ 
ಶ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಪ್ಸನ್ನನಾಗಿತ್ತು. 
(8) Vv, -Vi=v,- Vp 
(1) (b) ಈ »(avy+hvy)=av -v+b¥.y 
(C) (WN) . ೪ ೯ 0೪, * ೫--ರಳ - ೫ 
(6) ೫. ೪ 0 ಇದು ೪-೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ. 


ಈ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಭಾಗ 1 ರ (6)ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಉದ್ದ, ಕೋನ ಮತ್ತು 


ಲಂಬತ್ತಗಳನ್ನು ವ್ಯ ್ಯಪ್ಯಿಸಲು: ಮತ್ತು ಭಾಗ 1ರ ವಿಜ ಸಾಮ್ಯಕಗಳನ್ನು ನಿಷ್ನ ಸಕ್ತಿ 
ಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೇ (1) ಆಗಿವೆ. 
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೪ ಯು ಒಂಡು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು (1) ಕೈ ಸದೃಶವಾದ 
ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಜೋಡಿಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಭಾಗ 1 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಸಾಮ್ಯಕಗಳನ್ನೂ ಗೆ ಕೊಂಡೊಯ್ಯಬಹುದು, ಈ 
ಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಾವು ಹಾಗೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. `` 

೪ ಯು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಕಗಳ ಜೋಡಿಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ, 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ (¥, Y) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 


(8) (೩ 17) = (YX) 

(2) (0) (XK 01-12) ಎ0. 1)4ಗ( XZ) 
(c) (aX+bY, 7) =a X 7).(1% 2). 
(೮) (೩೫ ೩%) 0 ಇದು ೫4 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 








ಬೀಕೆಗಳು : (೨) ರ ನಿಯಮಗಳು, ೪-೪ ಮತ್ತು (೪-೪) ಇ 
೪, «೪ ಅಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ (1) ರ ನಿಯೆಮಗಳೇ ಆಗಿದೆ. (೫X, Y) 
ಅಂಕನವು ಬಹುಪಾಲು ಗಣಿತ ಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ ಶಿಷ್ಟವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮಾತ್ರ ನಾವು 
೫. ೫ಗಿಂತ (2.1) ಯನ್ನೇ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. . ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವನ್ನು ಒಂದು ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಆದರೆ ಭಾಗ 1 ರಲ್ಲ. 
ಕೊಟಿರುವ ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗೆದಲ್ಲಿ ಅದನ್ನು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಒಂದು ಬಿಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 

ಗುಣಧರ್ಮ (20) ಯು (2a) ಮತ್ತು (3ರ) ಗಳಿಂದ ಸಿಷ್ಟತ್ತಿ ಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿಜಿ. (2) ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಸೂಚ್ಯಕ ` ಹೆಸರುಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. (24) 
ಇದನ್ನು ಸಮಾಂಗತ ಗುಣಧರ್ಮನೆಂದು, (24) ಯನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ಗುಣ 
ಧರ್ಮವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. (2b) ಯಿಂದ ೫ ಸ್ಥಿರವಾಗಿದ್ದರೆ ಅಥವಾ (2೭) ಯಿಂದ 
y ಸ್ಥಿರವಾಗಿದ್ದರಿ (X.Y) ಯು ೫ ಯಿಂದ ವಾಸ್ತವಿಕಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ (2b) ಮತ್ತು (2೭) ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ದ್ವಿಕೇಪೀಯತೆಯ 
ಗುಣಧರ್ಮವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 


೫ 


 ಹೇಖಾತ್ಮ ಕಬಿಟಗಣಿತ 


೪ ಮಸರ" ಲ್ಲಾಜಾಹರಣೆಗಳನ್ನು : : ಹಕಾಡುತ್ತೀವೆ 'ಮತ್ತು 
"ಸಾರ್ನತ್ರಸ ಪ್ರ ಸಂಗತ, ದ ವಿಸ್ತಸತ್ತೇನೆ. 


Nd hd ಹ 
«0 


157! 


ಜಿ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬ! ಟ್ಟ 
ನಂತರ ಭಾಗ! 1 ರೆ 5 ಸಂಕಲನಗಳನ್ನು 


10. ಮಿನ. ಸತಂ ಸುಖ. (ಕಾತುರ 


Ks We 


ಗಿ 


wb 
೬. 


ಯಲ್ರ ಡುತ್ತೆ ತ್ತದೆ) 


ಕ 2 ‘(YF 39° ಹ ಯ EN HEE 
ಡೆ ಪ್ಯಾಖ್ಯ ಸಲ್ಪಡುತುದೆ.. pa JT be 


ಥೆ 
ಎ) ಭಾಗ 13 (16) ಮತ್ತು (17)ರ.ಸ್ವ ಯಾಸ್ಥಿದ್ರೆ 'ವಾಪ್ಷತ್ರೀಕರೂವಾಗಿ. 
ಸಟ್ಟ ಉತ್ತ ಸತ ಸೃಕ್ಯಪಗ (2) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಶಿಷ್ಠ 
ಮೆಲಿನ ಒಂದು" ಆಂತರಕ ಗುಹಲಬ್ಬದ ಒಂದು 


ಸ -) \ 
“1 1 141; (| 


1). ಸ ಗ ES 
HD 5 


ದ ಭೂ 


1) ರಿಂದೆ ವ್ಯಾಬ್ಯಿಸಲ್ಪ 

ತರಕ ಗುಣಲಬ ವಲ್ಲದ 1 

ಉದಾಸಕಣೆಯು' ಬಿಗಿದೆ: \ 1.411. 

ಗ 2 )] TS (4 ೫): (. x} +}y): 

ನಾವು (x ೫) ಯನ್ನು "ಸಿರಿ ಸಿದರೆ ಆಗ (ರಬ 'ಬಲಭಾಗಪು ರೇಖಾತ್ಮಕ 

ವಾಗಿ (x, ೫1) ಮೇಲೆ' ಅವಲಂಬಿಸಿ ರುವುದರಿಂದ (26 ಯು ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ. 

ಶಾಗೆಯೇ (38) ಸಷ ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ. ' ಅಮು “ಅಲ್ಲದೆ (3 $f (x3>Y2) ) 
xy “(3 ೫,) XY +y2)= ೫ ಖೈ (+N HY 
ಬಗ್ಗಾ Y, A (ಸ ಳು ಆಗುವುಧರಿ9ದ : 130) ಸ ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ. - .ಗುಜಧಮನಾು 


Ns 


(4) > {xi ೫): ಸ 


(20 ಯು [1೫1೨ ೫೫೨ yi ೨) "2 1 (| (| FN ಹಾ 
540%; 4 ೪) ನಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ತಗ ಟ್‌ 
v ಯು ಎಲ್ಲ ಅವಿಚ್ಛನ್ವ ವಾಸ್ತ ವಕ ವ ಸ್ಯ ತ 9. ಹರಿ ನಿಷ ೆ 1 ಕೆ 
ವಸ್ಯ್ಯಸ್ಯಿಸಲ್ಲ ಟ್ರ, ಉತನ್ನ ತೃನ್ಯ್ಯಗ ಗಳ. ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲ್ಲಿ. ಗಣ್ಣನೀಯ ನುಹತ್ಯದ,, ದ ಒಂದು 
ತೆಂತಂಕ ki ್ರಕೆಿರುವುದರಿಂದ, | | 
(ಸ A [Ne ಅ ೪ ಲ ; 
WW ತ " ೩6 7 “A ” Mee 
(Myr, ಎ! ಟಖ [' His. ರಾಡು ಷಿ 
ಕರತ: ’ 1 4 ನ ಕ 
೯ ಸಿಟಿ) ಲ } ಪಗ 
ಈ ಸಂಬಂಧವು (೫) ತ್ನ ಪಾಲಿಸುತ್ತ. 'ಜಿಂಬುದು 'ಅನುಸಲಜ ಗಳ 


ಸದಿ ಸುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಯಾವುದಾದರೂ nfl) 


ಉದ್ನ್ನ, ಕೋನ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರ 


(5೩, ಆಗ (ಯು ಕೈಗೆ ಹತ್ತಿರವಿದ್ದು (1): 0 ಅಗುತ್ತದೆ 


ಜಗೆ (67) |1(014/29.. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಗಳ ಇತರ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರು 
ತೃಷೆ. “ 3.44 '` | 
(೫ Y)ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿರಲಿ. 
ನಾನೆ, ೈಣಾತ್ಮಕ ವಾಸ್ತ ವಿಕ: ಸಂಖ್ಯೆ (X, XY ಯು ನೆ ಉದ್ದ. (ಅಥವಾ 
ನಾರ್ಮ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪ ಡುತ್ತದಿ ದಿ. ನಾವು ಇದನ್ನು'|¥1 ನಿಂದ ಸಂಕೇತಸುತ್ತಿ ವ 


ಅಂದರೆ 


(6) 111 - (2. Xx) , 


ಇದರಿಂದ, (ಭಾಗ 1ರ (1)ರೊ ಸ ಹೊ ಣೀಲಿಸಿರಿ.] 
(8) 1X1 ಎ0 ೫4೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, _ 
(7) (b) a ಯೆ; ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ | aXl -lal | 
|X}, 


(0) 1X4 11-೭11-111 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


(14) ಗುಣಧರ್ಮವು (0)ನ್ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು (24) ಯ ಮರು 
ನಿರೂಸಣೆಯಾಗಿದೆ. ಗುಣಧರ್ಮ (1h) ಯು IaXi = “(2X ax)? =(a?)! 
(x x)? = lal |x| ಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. `(7() ಈ ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನು 
ತ್ರಿಕೋನ ಅಸಮತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇದನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ನಮಗೆ 
ಕಳಗಿನ ಅಸಮತೆಯ ಅವಶ್ಯ ಶ್ರತೆ ಇದೆ: : 


(8) (೫ 1: SIX ೫. 


ಇದನ್ನು ಸ್ಕ್ಯಾಜ್‌ ಅಸಮತೆ ಎಂದು ಕರೆಯಪಾಗುವುಡು. ಕೆಳಗಡೆ (8) ನ್ಸು 
ಸಾಧಿಸುತ್ತೀವೆ. ಆದರೆ (₹€) ಯನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು ಕ 'ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಇದರಿಂದ | (3. YP ( ೩-- Y, ೫... 1)ಎ(ಸಜ ೫... + 
(PAY) (KA) > YI+{( VP X)+( FP Y) = 
\ XP - ಮ 2(¥ Y)+ PN + 21 4117೫1 1 | = 

"1, . 25] 


IM 
ks 
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(1X14 1 ೫1)... ಮೊದಲನೆ ಸಮತೆಯು (6)ನ್ನು ಎರಡನೆಯದು (2h) 
ಯನ್ನು ಮೂರನೆಯದು (ಬೀ) ಯನ್ನು, ನಾಲ್ಕನೆಯದು (24) ಮತ್ತು (6)ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಅಸಮತೆಯು (8) ರಿಂದ ಬರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ 
ಅಸಮತೆಯು ಸರಳ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯಾ ಅಂಕಗಣಿತವಾಗಿದೆ. 11. Yrs 
(1.1 111) ಎಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದರೆ (1೧) 
ಜೊರಕುತ್ತದೆ. | 


ಸ್ಪ್ಪಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆಯು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನವನ್ನು 
ವ್ಯಾಃ ಖ್ಯಿಸೇ ಆವಕಾಶ ಕೊಡುತ್ತ ಜಿ x ಮತ್ತು 3 ಗಳು ಸೊನ್ತೆ. ಯಲ್ಲದಿದ್ದ ಕಿ (8) 
ಕೆಳಗಿನ ದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ಡೆ: 


(9) 1 ಆ (PH) 
Spi” 


cos8~(X, ೫) /111 | 1| ಆಗಿರುವಂತೆ, ಖಚಿತವಾಗಿ ಒಂದೇ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 6, ೧58 <೧ ಇದೆ. ಈಸ ಸಂಖ್ಯೆ 6ವು ಸ ಮತ್ತು '/ ಗಳ 


ನಡುವಣ ಕೋನ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪ ಡುತ್ತದೆ. 


8=ಣ, ಆಗಿರುವ ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗವು ಕುತೂಹಲಕಾರಿಯಾಗಿದೆ ; ಏಕೆಂದರೆ 


ಆಗ(೫ Y)=0. 6 ಯು ಯಾವುದೇ ಸದಿಶಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳಿದರೆ 
ಆಗ ನಾವು ಹೀಗೆ ಹೇಳಬಹುದು. [ಭಾಗೆ 1ರ (8) ನೋಡಿರಿ.] 


(10) ಕೇವಲ (೫, ೫7) ಎ0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ % ಮತ್ತು ಗಳು ಲಂಬ 
ವಾಗಿದೆ. 


ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ನಾವು ಒಂದು ಸದಿಶದ 


ಉದ್ದವನ್ನು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನವನ್ನು ಮತ್ತು ಲಂಬತ್ವವನ್ನು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದ್ದೇನೆ. ಒಂದು ಸದಿಶದ ಮೇಲೆ ಮತ್ತೊಂದರ ಪ್ರಲಂಬನವನ್ನೂ ಕೂಡ 
ವ್ಯಾಬ್ಯಿಸಬಹುದು. [ಭಾಗ 1ರ (10) ಮತ್ತು (14) ನ್ನು ನೋಡಿರಿ.) ಇದು 
ನಮ್ಮ ಮೂಲಭೂತ ಉಸಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 13. (೫ 3) ಯು ಔಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಅಂತರಿಕ , 
ಗುಣಲಟ್ಯ ವಾಗಿರಲಿ ಕೆ ಮತ್ತು Yಗಳು ೪ ಯಲ್ಲಿರಲಿ ಮತ್ತು 770 
ಆಗಿರಲಿ. ಗ p ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಎಕೈಕ ಸವಿಶ 2 ಅನ್ನೂ ಮತ್ತು ಒಂದು 


1 ಉದ್ದೆ ಕೋನ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರ `` 185 
ಎಕ್ಳೆಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆ ಯನ್ನೂ ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


(8) ಸ ೧... 7 
(0) (2, 7) -0 


ಮತ್ತು 0-(೫ YY! 


ಸಾಧನೆ: ಸಿ: 01. 7 ಮತ್ತು (71) 0 ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (XY) - (014 2.7) ಎಂ(1. 7) . (2.೫) -. 
(11112, ಹೀಗೆ am (X,Y) YF. ವಿರೋಮವಾಗಿ, € -( ೫. 7)/ 7! 
ಮತ್ತು 7+ ೩-೫ ಆಗಿದ್ದರೆ, “NN=ayy+ 2 ಮುತ್ತು ( DY) =(X- 
411) ೯ (3 ೫) -€0(7. ೫) - (1೩7) -117 «(೫ Y)/ 
IYI ] =0. 


a ಯು ಪ್ರಮೇಯ 1? ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟರುವಾಗ, ay ಸದಿಶವು, Y ಮೇಲಿ 
೫. ನ ಪ್ರಲಂಬನ ಅಥವಾ JY ಸಮಾನಾಂತರನಾಗಿರುವ ೫ ನ ಫಟಕ ಎಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 12 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸದಿಕ 2 ಅನ್ನು ಳಗೆ ಲಂಬ 
ವಾಗಿರುವ ಸ ನ ಘಟಕ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


ಟೀಕೆಗಳು: ಇವುಗಳನ್ನು ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸೋಣ. (1, 0) 
ಮತ್ತು (0,1) ಸೆದಿಶಗಳು ಲಂಬವಾಗಿನೆ ಮತ್ತು ೂ? ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಲಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಉದ್ದ 1 ನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ, (4) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ( (1, 0}, (0, 1) )==1; (1, 0) =( (1,0), 
(1,0) ೪3; 212; ಮತ್ತು (0, 1)=((0,1), (0, 1) 1. 
ಎಂದಿದೆ. ಹೀಗೆ (1, 0) ಮತ್ತು (0, 1) ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನ 0ದ ಕೋಟಜ್ಯಾವು,. 
(4) ರ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವುದು ಇಂತಿದೆ : 


((10), (0, 1)) 


1 
1[1,0)1(0,17 1 2B’ 
ಅಂದರೆ, 8 - 7/4. ಇದೇ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡಲ್ಲಿ 
(1, 0) ಯ. ಘಟಕಗಳು ಹೀಗಿವೆ: " 


C088 = 





(UO, 1) 1)ಎ (9, 1, 
|(0, 1° (ವ 0) 
ಇದು (0, 1) ಮತ್ತು (1, 0) -(0, 1) - (1, -1) ಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿ, 
(೧, 1) ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 
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ಈ ಉದಾಹರಣೆಯು ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟ ಎಲ್ಲ ವ್ಯಾಖ್ಯನಗಳೊ ೪ ಬ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ದತ್ತ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಷವಾಗಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ: 
ಎಂದು ನೆನಪಿಸುತ್ತದೆ. p”ಯ ಮೇಲಿನ ಮತ್ತೊ ೦ದು ಆಂತರಿಕ [ಗುಣಲಬ್ಬವ 
ಬೇಕೆ ಬೇಕೆ ಅರ್ಥವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಉದ್ದ, ಕೋನ . ಮತ್ತು ಪ್ರಲಂಬಸ 

ಸ್ಯಖ್ಯಾನಕ್ಕೆ ದಾರಿಮಾಡಿಕೊಡುತ್ತ ಜೆ. "ಹೀಗೆ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಃ ಲಬ್ದವ್ನ 
Wi ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ವಿನ್ಯಾಸ ನನ್ನು ನಿಯೋಜ 
ಸಲು ಒಂದು ಸಾ ಸಾಧನವನ್ನು ಅಂದತೆ, ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಭಾಃ ಸೆಯನ್ನು ೨ ಎನಯೋಗಿಸುವ 
ಒಂದು ಸಾ ಸಾಧನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಈ ನಿಯೋಜಿತ ವಿನ್ಯಾಸವು ಒಂದು ಸಮಷ್ಟಿ ಯು 
ಹೊಂದಿರಬಹುದಾದ "ಸ್ವಾಭಾವಿಕ' ವಿನ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿಲ್ಲದೆ ಇರಬಹುದು. ಇತರ 
ಸಮಸ್ಟ್ರಿ ಗಳನ್ನು « ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲು, ತಹ ಸಮಸ್ಪಿ ಗಳ ಬಗೆಗಿನ ಪ್ರತಿಭೆ 
ಯನ್ನು ಉಪ ಫೆಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ ಮಾಡುವ ಒಂಡು ಸುರಿದ ನ ವಿಧಾನವು ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ ನಡ ಸರಿಕಲ್ಪ ನೆಯ ಮೂಲಕವಾಗಿದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆ (ನ) ರಲ್ಲಿ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 41೧ 2// ಮತ್ತು ೦೦5 2೫1 
ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ, ಏಕೆಂದರೆ 


ಹ "1೧1. 
1 sin 271 Cos 27/ di 31 SN yy 0. 
೧ ೧ 2 
sin Dt ಯ ನಾರ್ಮ೯ ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


ಹ, » 412 1] _ 4 13 ] 
(| (sin 2/41) ಜ್‌ (| cos ಗ) ವಾ 
ಸಟೆ 0 0... ೫ 91,2 


ಉತ್‌ಕ್ಷೇಸವು ಕೆಳಗಿರು 





sin ‘271 ಮೇಲಿನ ೫ sin nt +4 sin ಇ/ಯ 
ವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 


(2 sin 21+ 4. sin 171. sin 21) SIN >t = 51೧2/11. 


sin | 2೫ ಆಂಬವಾಗಿರುವೆ 2 sin 2nt + 4 sin ತಯ ಘಟಕನ್ರ 4 
sin 4x1 ಅಗಿದೆ. 
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ಭಾಗ 1ರ ಸಾಮ ತಗಳ (10), (1) ಮತ್ತು (12) ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ 
ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


(11) IX-YP=INP+IYP-2(X, Y)- 


ಭಾಗ 1ರ (10) ರೊಂದಿಗೆ ಸದೃಶವಾಗಿ ಇದನ್ನು ಕೋಟಿಜ್ಯಾ ನಿಯಮ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ "ವೆ. ಇದರಿಂದ |X - ಲ I = ಎ ಜ್‌ YX- Y)- AX 
yp “2¥, Ys YE. ಹಾಗೆಯೇ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ನಿಯಮವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. [ಭಾಗ 1 ರ (11) ನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 
12). 12/೨711 )(ಎ212/( 2] 7[3, 
ರುತ್ತು ಧ್ಭುವೀಕರಣ ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು [ಭಾಗ 1ರ (15) ನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 
11) (KS) 711 [| 4.71". 
12) ಮತ್ತು (12) ರ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 

ಈಗ ಸ್ಪ್ಯಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆ (ಸ) ನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. )/- 0 ಆಗಿದ್ದರಿ ಆಗ (8) 
ಬದ ವಾಗಿದೆ. KN ಆಗಿದ್ದರೆ 1 (20. 1)/1 712 ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ 0.1% 
0113 .. (X-ay, X a) - (NAY 4) -ಂ( X.Y) 
(17 Y)-IXP-AX, 1)3/1'13. ಹೀಗೆ 0೬1 ೫1 (1. 17), 
YF. ಇದೂ ಮತ್ತು (8) ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. (8) ನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 
13)ರ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಲು N-aY4 2 ಅಗಿರಲಿ, ಇಲ್ಲಿಂ - (೩. ]7)3/ 
7.12 ಮತ್ತು 7 ಪ್ರಮೇಯ 18 ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದೆ. ಆಗ Y= 
(ಸ. 31/1 7| ಆಗುವುದರಿಂದ (ಬ) ನಮಗೆ Y ಮೇಲಿನ ೫ನ ಪ್ರಲಂಬನ 
ಇದ್ದವು X ಉದ್ದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ ಹೇಳುತ್ತದೆ. : 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ದ ದತ್ತ ಮಷ್ಟಿ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿ 
(a) V=R ( (೧) ೫) ) ಹ *12 ೫ * 3 
(XV, +N) 
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(b) V=R*: ( (2೧ ೨೫ 2)» (2೧) Xu 2) ) ಮ ಮ.) 
+zz+ (YZ ೫; 2) ` 

(೦) ಭಯು 3 ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಯ ಯಾಗಿೆ. a ಮತ್ತು 
ಶಿಗಳು <b ಆಗಿರುವ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಮತ್ತು (/, £)- 


{Fogo dr 


(6) (4 8)=AuBitAsBi+tABtAn By 
ಯೊಂದಿಗೆ ]' ಯು 2 x2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿದೆ.. 


(6) (4, B) ದು A ೫/೫4, B,, +d Bu + 
4, ೫] ೬... ABA ಕ್ಲೈ ಗ್ಗ 
B+: +A Ba ಯೊಂದಿಗೆ 7ಯು mx ಮಾತೃಕೆ 


ಗಳೆ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ. 


(1) (0%(-. 07ಎ. dx+tey+ fax +hy + 
oz +dx+eytfic) =an+hbh+co+dd+ 
e+ ff. ಹೊಂದಿದ ಭಯು ax + hy +r +d 
ey+f2 ರೂಪದ ಬೀಜೋಕ್ತಿ ಗಳ ಸವ ಸ್ಟ ಯಾಗಿದೆ. 


ಅನಂತ ಆಯಾಮದ ಸಿದ್ಧಾಂತದಲ್ಲಿ ಗಣನೀಯ ಉಪಯೋಗಿಯಾಗಿರುವ 
ಒಂದು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವು ಇಂತಿದೆ: py ಯು Zale? 
ಅಭಿಚರಿಸುವಂತೆ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 1) ಅನುಕ್ರಮದ ಸನುಸ್ಟಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವು {x} 1೫] = So ಬ 
ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. [R° ಮೇಲಿನ ಸ್ಟ್ವಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆ 
ಯನ್ನು ಅಂದರೆ | SN xy < (Zu Ix PEE (1) 
ಯನ್ನು. ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ ಇದು 'ಅಭಿಚರಿಸುವುದನ್ನು ತೋರಿಸ 
ಬಹುದು.] 
ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಔ? ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ; ಅಂದರೆ (2) ರ ಗುಣ 
ಧರ್ಮಗಳಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದಾದರೂ ಸಫಲವಾಗದೇ ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


(a) (೫), (xp ೫11) xxl + Vy 
(ರಿ) ((ಊ 2): (ಸ Vi) I= XX} 


ಓಜ, 
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(೦) (( ೫) (ಸ, ೫:)) ಎ ಸ + xy +8xYy+ 1p 
(6) ((x Yh (೫,೫) ಎಬ 

(11) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

(12) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

7*ನಿಯತಶ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ. ]' - (೨,1,0,1) 
ಸಿ (ಎ8, 0, 1,2) ಮತ್ತು 2- (1,3, 1,1) ಆಗಿರಲಿ. 
ಕೆಳಗಿನವನ್ನು ಗುಣಿಸಿರಿ. * 
(8) (X+Y3Z2) (ರಿ) (೩% ೫1 ೩-7) 

(೧ 121 . 

(0) 8% ಮೇಲಿನ 7ನ ಪ್ರಲಂಬನ. 

(6) -6Y ಮೇಲಿನ ೫ನ ಪ್ರಲಂಬನ. 

(1) 27. 1 ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷನಾದ 8-1 ನ ಘಟಕಗಳು. 

(0) ೩ ಮತ್ತು 2ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನದ ಕೋಟಿಜ್ಯಾ. 


2೩. Y ಮತ್ತು 7ಗಳು ಅಭ್ಯಾಸ 6 ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ. ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಬ (( Xx» Xx X40), (Yp ೫2) ೫ಬ) = 2x»+ 


(X+ Xx) (0/೫2) (3 ಜರ ೫) 01೫3೫) 
2೫, ೫- ಇದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರತಿ 


ಸರಿಮಾಣಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಿ. 


py ಯು ಸ್ತರ ೬ರಿರ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಸ್ವಿಯಾಗಿರಲಿ. X=1-, 
Y=342 ಮತ್ತು 2 ಎ ಲಗಿರಿ (ಗ 8) ಇ 
| 
| /(1)8(1)01 ಆಗಿರಲಿ. ಇದನ್ನು ಗುಣಿಸಿರಿ. 
0 


(8) (8-7-37, 2) (0) (೫.2. ೩-2 (0) 121 
(6) 3¥ ಮೇಲಿನ 2ನ ಪ್ರಲಂಬನ. 

(6) -6Y ಮೇಲಿನ ¥ನ ಪ್ರಲಂಬನ. 

(೧) 2.. ಗೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾದ8೫ -Y ನ ಘಟಕಗಳು. 


\ 
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(9: 1 ನುತ್ತು 2ಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನದ ಕೋಟಿಜ್ಯಾ. 


04, (X Y) ಯು / ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 


ಗೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾದ ಸಿನ ಘಟಕಗಳು ys ಉದ್ದ ದಿ 


ವಾಗಿರಲಿ. 

ಸ್ಪತಂತ ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, (ಸೂಚನೆ : 073'ಗೆ ಸಾನೇ 
ವಾದ ದ ಫಟಕಗಳೂ ಗಿ)ಗೆ ಸಾಸೇಕ್ವ ಘಟಕಗಳೂ ಒಂಜಿ ೬ ಎಂದ್ದು 
ಕೊರ.) 


1. (a) ) ಕೇವಲ 02 ೨ «20 ಆಗಿದೆ ಮಾತ್ರ ಎಲ್ಲ (Xs 3) pd 

2 BAN 

(0, 0) | ೬ ಗ್ಧ 0 Cy D> 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : ವರ್ಗವನ್ನು ಸ್ಪೂರ್ಣಿಗೊಳಿಸಿರಿ.] 


(ರಿ) A ಸ್ಟಾ ರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು (4) ಯನ್ನು ಉಪ 
MN (ಸೂಚನೆ: (ಬ) ನ್ನು. ಉಸಯೋಗಿಸಿ 0 
IX -a¥!° ಅನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿ ಅನ ನಂತರ ಆ | ನ್ಯಾಸ 10 (a) ಸನ್ನು 

ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸಿರಿ.] 


11. ಭಯು (೧)ರಲ್ಷಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ದಮೊಂದಿಗೆ ಅದರ 
ಸಮಪಷಿ ಯಾಗಿರಲಿ | 


ಗ್ನ್ದಿಸಿ 


(8) ಗನ ಆಗಿದ್ದರೆ, 51೧ 171 ಯೆ 91೧ ಖಣ! ಗೆ ಲಂಬ 
ಬಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(by sin 2m ಗಿ ಸಾಪೇಕ್ಷನಾಗಿ f (೧) ಇ /ಯ ಘಟಕ; ಳನ್ನು 
-ಶಂದುಖಿಡಿಯಿರಿ 


12... XN ಯು ಭನೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. `ಎ 

031 +a + +a” ಮತ್ತು Y= 1. bX 

+h" ಆಗಿರಲಿ. (X,Y) ಯನ್ನು ಉಗ, +, 

+. ತಿಛ್ಲ ಹ ಎಂದು ಮ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿ. (NY) ಯು p ಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


1). ಗ ಯಖ ನಿಯತ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 


ಈ 


ಗೊ ” ಎಲ್‌ ಹ 
ಹೊಳಿ Mu ಮೆತ್ತು ಸ ಮತ್ತು. ] ಳು 75 ನಲ್ಲಿರುವ. ಸಬೆ 
1 


ಗಲಾಗಿರಲಿ. 
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(a) YN ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 1ನ ಘಟಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 
ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬಕೆಯಿರಿ. : 


(ರಿ) yA X ಅಂಬವಾಗಿಡಿಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು 
"`` ಒಂಡು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರ. | 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಲಂಬತ್ವದ ಪರಿಕಲ್ಲ ನೆಯನ್ನು ಅಥವಾ ಹೆಚ್ಚು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 
ಏಂಬೀಯತೆ ಎಂದು ಕಕೆಯಲ ು)ಡುತುದನ್ನು ಚರ್ಚಿಸಲಾಗುವುದು. ೪ ಯು ಒಂದು 
ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಸಮಸ್ಪಿ "ಅಂಡ, ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಹೊಂದಿದ ಒಂದು ಸದಿಶ 
ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಗ್ರೆ ಹಸುತ್ತಿ ಇ ೫ ಅನ್ನು' ಚರ್ಚಿಸುವಾಗ ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿ ಹೇಳದಿದ್ದಲ್ಲಿ 
ನಾವು ಬ ಂತರಿಕ ಗುಣಲಟ್ಟವು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ರವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಗ್ರಹಿಸು 
ಕ್ಷೀನೆ. ಉದ್ದ 1 ಹೊಂದಿರುವ ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 
(೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರುವಾಗ) ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ೪ ಗೆ ರಚಿಸು 
ವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 


, ಅನ್ವಯದ ಸುಲಭ್ಯತೆಗಾಗಿ ಭಾಗ 2 ರಿಂದ ಎರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ' 
ಪಟ್ಟಿ ಮಾಷಲಾಗುತ್ತ. ಡೆ. ಭಯು ಕೆಳಗಿರುವ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ದೊಡನೆ 0೮ 
'< ಬ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ, ಅವಿಚಿ ನ್ನ್ನ ವಾಸ ಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯಿಕೃ ತ ಉತ ತೃನ್ನಗಳ ಸಮಶ್ಛಿ 
ಹಾಗಿರಲಿ [ಭಾಗ2 ರ (೨) ಕ್ಕ ನೋಡಿ.] 


(0)... 0 |/(೧(04. 


ಈ ಅಭಿಪ್ರಾಯಗಳನ್ನು ಸೃಷ್ಟಿ ಕರಿಸು ಸಹಾಯಕವಾಗುವ ಇನ್ನೊಂದು 
ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವು, 72 ಮೇಲಿನದು ಫೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪ ಣಿ 
[ಭಾಗ 2ರ (4) ನ್ನು ನೋಡಿ] ' 


(2) ((x0 31) (ಯು ೫ಬಿ) ಇ೫/ XTX EY) ೧೧೫) 


ಈಗ ೪ ಯು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು. (೫, 7) ಯು 
೫ ಬು ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಿ ವಾಗಿರಲಿ, ೪ ಯಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿರುವ 


ಸದಿತಗಳ ಒಳಡು ಗಣ 0 ಜನ್ನು ಇಂ) ಆಗಿರುವಂತೆ D ಉುಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
’ 26) 
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ಮೆತ್ತು 7 ಗಳಿಗೂ ( ೫ Y)-0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಗ ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಗ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗೂ 13/11 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 0 ಯನ್ನು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಟೀಕೆಗಳು : ಭಾಗ 1ರಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ' ||, ]. ಓ] ಗಣವು ರ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. | (0,0), (1,3), (2, -1) | 
ಗಣವು 2 ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯಗಣವಾಗಿದೆ, ಆದರೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಗಣವಾಗಿಲ್ಲ. (ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ.) 161೧ ಇಗ 
sin 2713--. sin nat--.} ಗಣವು (1)ರ ಸಮಪ್ಟಿಯಲ್ಲರುವ ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯಗಣವಾಗಿದೆ. ಇದು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


(3) | sin kat sin net dt=0, ಗರ್‌. 
“0 


{ (1,2), (2, -1) (3, 7) } ಗಣವು ೫ ನಲ್ಲಿ ಲಂಬೀಯವಾಗಿಲ್ಲ 
(ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ದವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ). 1 (1,0,0, 0), 
(0, 1//2, 1/420) (0, 1/4/2,-1/4/2, 0) } ಗಣವು ಗ" 
ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. 

ಈಗ ಔ್‌ಯು (2) ರಿಂದ ಕೊದಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಆಂತರಿಕ (ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ { (1, 0), (0, 1) , ಗಣವು 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿಲ್ಲದೆ ಇರುವಾಗ | (1 -1), (0, 1) ] ಗಣವು ಒಂದ» 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. 


ಗ 


೧ ಯು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣದಲ್ಲಿ ಇರಲಾರಪೇಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ, ಆದರೆ 
ಲಂಬೀಯಗಣದ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು, 0 ಯನ್ನು ವರ್ಜಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಗ ಯು ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ, 0 ಯನ್ನು ಒಳೆಗೊಳ್ಳದೇ ಇದ್ದರೆ ಆಗ ನಾವು ೧0 ಯಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶವನ್ನೂ ಅದರ ಉದ್ದದಿಂದ' ಭಾಗಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣವನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, {(2, 1. - 
(1, -2) } ಎನ್ನುವುದು R ನಲ್ಲಿ ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ಸಮಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿಲ್ಲ. (ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿ.) |(2/1/8, 1/೨7 
14/5೨ -2/4 5) } ಗಣವು ಸ್‌ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. 


₹24 
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ಬಹುಭಾಗ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಲಂಬೀಯಗಣಗಳಿಗೆ ಅಥನಾ ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಗಣಗಳಿಗೆ. ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಡಬಹುದು. ಗಣಗಳು ಸಮುಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವಾಗ 
ದೊರಕುವ ಸರಳತೆಗಾಗಿ, ಗಮನವನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ ಅಂತಹ ಗಣಗಳ ಮೇಲೆ. 
ಕೇಂದ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. ಮೊದಲ ಫಲಿತಾಂಶವು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ೪'ಯಲ್ಲಿ 
ಅಥವಾ ಔ: ನಲ್ಲಿ ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧವಾಗಿದೆ. 


(4) 7 ಯು ೫ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯೆ ಗಣವಾಗಿದ್ದಕಿ ಆಗ 
1) ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 1೩.1, ೩೨,...2 1] ಯ ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣ 7 ಯಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿರುವಲ್ಲಿ AN LCN +e 
X*40 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 0. (0, 31) - (೧,೩. 0॥[3 
tot ಜಾ A) - 0((01, ೫3) CANNY +c 
(Xk, 211). ಆದರೆ (೫,173) ಎ 1 ಮತ್ತು (೫2೫1) -(೫* X') 
~ (XK ಸ!) ಎ0. ಹೀಗೆ ಲ ಎ0. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ 1 ನೊಡನೆ 
0ಎ 2 (೫3... ಇಲಯ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳುವುದರಿಂದ, ೧-೮0, 1-1, ೫,...ಓ. ಇದು (4)ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತಗ, 
ಲಂಬೀಯ ಗಣಗಳಿಗೆ [4] ಕೆಳಗಿನ ರೂಪವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 

(೧) 7೧ ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 0 ಯು 0 ಯಲ್ಲಬ್ಲದ್ದರೆ, 
ಆಗ ೧ ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. 

ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಅನೇಕ .ಅನುಮಿತಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿನೆ. ಎಲ್ಲವೂ (4) 
ಅಥವಾ (8) ಮತ್ತು ಅಧ್ಯಾಯ 1ರ ಭಾಗ 8ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು. 

(೧) dimV=n ಆಗಿದ್ದ ಕಿ ಆಗ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯಗಣ ) ಯು (ಅಥವಾ 

0 ಯನ್ನು ಒಳೆಗೊಳ್ಳದಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯಗಣ) ಗರಿಷ್ಠ n ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಒಳ 
ಗೊಂಡಿದೆ. 

(7) dm ೫-೫ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೫ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯಗಣ 7 ಯು (ಅಥವಾ 0 ಯನ್ನು ಒಳಗೊಳ್ಳದಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ 
ಗಣವು) ೪ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 

೫ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯಗಣ 7. ಇದನ್ನು 


ಒರಿದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 1 ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯಗಣ 7 ಯನ್ನು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ'ಆಧಾರ ಎಂದು 
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ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರದ ಪದಗಳನ್ನ. ಒಂದು ಸು 
ನಿರ್ಜೀಶಕಗಳನ್ನು ಸರಳರೂಪದಲ್ಲಿ ದೊರಕಿಸಬಹುದು, £೫1, ೫3... x | 
॥/ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾಕವಾಗಿರಲಿ [ ( ಸ.) ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲು 
ಸಂಬಂಧಕವಾಗಿ ]. ೫ ಯಲ್ಲಿ ೫ ಇರಲಿ ಆಗ್ಯ ‘ 


(8) X=(X XA (14 NIN ತ (KX) 


(31 83, ೫} ಯು ಭಗೆ ಒಂದು ಅಧಾರವಾಗಿರುವುದರಿ: 
Y=aX+aX +e +aX" ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ¥,ಕೆ ಸಾಕಿ 
ವಾಸು ಆಯಾತ ಸುರಾಲಬ್ಬನನ್ನು ತಿಕಿರುಕೊಳ್ಳುತ ಸಿ. ಆಗೆ (೫ XN 

{2X PY EY XV=a(¥> ೫1) --0/(2. 

AS 410. ಅರರ(1 1 1 )-1 ಸುತ್ತು (11 41) 

1 /- ೩ 4... BOGE 41). ಪಾಗೆಯೆ! 2. 
(ಸ 11. 1-2, ಡೈ... ಇದು (8)ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ 


(8) ರ ರೂಪವು. ನಿರ್ಜೇಶಕಗಳ ಗಣನೆಯನ್ನು ಬಹು ಸರಳಗೊಳಿಸು.ತ್ತದೆ. 
{XIX XN) ಸಿ. ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೫ನ ನೇ ನಿರ್ದೇಶಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
ಜೀಕಾದರೆ [ಇಲ್ಲಿ (X' XN} ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (೫ y). 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ.) ನಾವು ಕೇವಲ ನು 
೫'ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ ಪ್ರಲಂಬಿಸಿ (೫, X)X' ಅನ್ನು ದೊರಕಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಗ 
;ನೇ ನಿರ್ದೇಶಕವು (೫, ೫1) ಆಗಿದೆ. 141, XX") ಯು (೫ Y) 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಲ್ಲಿ, ಆಗ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧ ಮತ್ತು ೫! ಮೇಲೆ ೫ನ 1ನೇ ನಿರ್ದೇಶಕವು ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಗಮನಿಸಿರಿ. 

{X; XN} ಯು. "ಗ್ಗೆ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ (8) ಕೆಳಗಿನ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದುತ್ತದೆ. 


ಟಬ, KX yy xt 
OS ಟೀ! 


ಧಾಸ 1ರಲ್ಲಿ ಳಗೆ ಉಪಯೋಗಿಸಿಡ ಆಧಾರ (1 ) ಓ). ಇದು vA 


ಸ ಸ) 8, 
11112 x 
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ಒಂದು ಸಮೆಲಂಚೇಯ ಆಧಾರವಾಗಿ. ಆಣೆಯ | 


(sh re 
೪ ೨1-೫1-೫ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗೆ 


“ike on 


X4Mi+ ತ (೫-1 -| 

WEN NRA WES WR 
(2) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವನ್ನು 22 ಹೊಂದಿದ್ದ ಕ್ಕೆ, ಆಗ 
{ 0, -1), (0, ಬ }ಯು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೇಯ ಆಢಾರವಾಗಿಜಿ. "ಇದರಿಂದ 


(y= yp (1-1) (1,-1)+(x yh 0 1)(0, 1) ) 
=(x+(X+Y)(1-10)(1-1)+(xOr(x+Yy) 
(0+1) (0,1) 
=x(l -1)+(x+y) (0,1). 
ನಾವೆ ೪'ಗೆ ಓಂದು ಲಂಬೀಯ ಅಥವಾ, ಒಂದು ಸಿಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವನ್ನು 
ಹೇಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು ? VA ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಲ್ಲ 
ಅಂಥ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ರಚಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ, ಮೂಲಭೂತವಾಗಿ ಜ್ಯಾವಿತೇಯ 
ವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ವಿವರಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಗಣ {2 2), (1, 0, 1), (2,.1, ವು RA ಒಂದು 
ಆಢಾರವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ಇದು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿಲ್ಲವೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. Y'-(1,2,2) ಆಗಿರಲಿ. ಸದಿಶ 
(-1, 0, 1) ಯು “yi ಲಂಬದಾಗಿಲ್ಲ. Y' ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಘಟಕವನ್ನು 
ಕೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. ಇದರಿಂದ 83 ಎಂದು ಕರೆಯಿರಿ. ಇದರಿಂದ. 


೫3-(-೩,6, 1) (ಲ 133)][,8,2) =) 

( ) “ಗತ )= (ಡ್ಯ ಹಿ; 

ಟಗ yi ಸುಪ್ತ Yr ಕಾಶಿ yY: ಅನ್ನು ಕೆಚಿಸಡೆ ರೀತಯ9ದಾಗ 
ಲಂಬವಾಗಿವೆ, *(೨, mM 0) ಯು ಘ೫'ಗೆ 'ಅಥವಾ yin ಲಂಬವಾಗಿ. 
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(3, 1, 0)ನ್ನು 311 ಗೆ ಮತ್ತು 773 ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ . ಉತ್‌ ಕ್ಷೇನಿಸಲಾಗುವುದು 
ಮತ್ತು ಈ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು (2, 1, 0) ದದ ಕಳೆಯಲಾಗುವುದು. ಇದನು 
Y 3 ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯಿರಿ. ಆಗ 11 ಮತ್ತು 72 ಗಳೆರಡಕ್ಕ್ಯೂ ]75 ಲಂಬ 
ವಾಗಿದೆ. ಇದರಿಂದ 


2,1,0), (1,2,2) ) 
೫3-(,1,0)- (4. MAS )) (೭೨) 


(> 1,0), (9. 4), 10, ಇಕ್ಕಿ 7) 
I(-, ತ್ಯ , 2 





= (ಸ್ಥಿ ~}%» 1) 


ಹೀಗೆ (7 1, y, Y5} ಯು (0, 0,0)ನ್ನು ಒಳಗೊಳ್ಳ ದಿರುವ ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (7) ಬಾನೆ ಇದು % ಗೆ ಒಂದು “ ಒಧಾರನಾಗಿದೆ. 
ರಚನೆಯಿಂದ, ೫7! ಯು { (12,2) |] ಇದರ ಮತ್ತು Y?ಯು (1,2,2), 
(-1,0,1)} ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು y3 ಯಃ 
(1,2,2) (-1,0, 1), (2, ಲ 0) ] ಯ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಯಾಗಿದೆ. 
1 2 8 
ಆಗ (71, 71, 23] ಯು ೫₹ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ; 
_21ಯು (1, 2, 2) ಯ ಒಂದು ಗುಣಕವಾಗಿದೆ; 2*ಯು ( (1,2, 2, 
(-1, 0, 1) } ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 25 ಯು 
(1, 2,2), (-1, 0, 1), (2, i, 0) } ಯ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋ 
ಒನೆಯಾಗಿದೆ. ಇದರಿಂದ 





9 
Zab) 23ಎ ಗಸಿ 
ಮತ್ತು 
=I (1%, ಹಿ). 


ಪ್ರಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ಗ್ರಾನ್‌-ಹ್ಮಿಡ್ಸ ಉಊರ್ಯವಿಧಾಸವೆಂದು ಕರೆಯ 
ತಾ ದೆ ಮತ್ತು ಇದು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 14. (XY ) ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು "ಆಂತರಿಕ 

ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿರಲಿ. {XX X"} ಯು ೪ನೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. 

ಅಗ ಪ್ರತಿಯೊಂದು Tce ZG {XX ೨ X'} ಯ ಒಂದು 

ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯ ಸುಮಂತ ೪ನೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
{Z', "2, ie, 2} ಇದೆ. 


ಸಾಧನೆ. ಮೇಲಿನಂತೆ ಮುಂದುವರಿದಲ್ಲಿ, 





Y'=X 

yxy 

v=x- ೭ ಆ, 

yr 101... KY, 
ಎಂದಿರಲಿ 


ಪ್ರತಿಯೊಂದು ; 1 ಆ151ಗೆ MM {X!, ೫. :, X'}ಯಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ ಉಸಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 1-11ಗೆ 3' ಯು ರಚನೆಯೀದ 
Mi ನಲ್ಲಿದೆ 151% (1-1)ಗೆ XN"! ಯು ಗಿ/, ನಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲ. ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 
70. ೫! ಎ0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ' 
ಸ] 71) 1 0X 1) | 
“Yip IY 1|2 Y" 

ಈ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯ ಬಲಭಾಗವು 11; ನಲ್ಲಿರುವಾಗ, ಎಡಭಾಗವು 14 ನಲ್ಲಿ 
ಇಲ್ಲ. ನಾವು 1 515 (1-1)ಗೆ Y'*140 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಬೇರೆ 

ತುಗಳಲ್ಲಿ 1 <isಗೆ Y'40.. 


yin 





ರಚನೆಯಿಂದ {Y', ys,.., ೫”, ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ 
ಮತ್ತು 1 ನನಗೆ Y'#0 ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


Z'= ಗ 1 ಇರರಿ 
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ಆಗ (7) ರಿಂದ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವ 21.2%. ಪ್ಪ? } ಯು 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ. ಅಲ್ಲದೆ ;- 1, 2, .. ೫ Y"ಯುM, 
ನಲ್ಲಿರುವುದರೆಂದ, 21ಕೂಡ 14 ನಲಿಕೆ. 4 


21 ಯು ಖೆ, ನಲ್ಲಿದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯು ಒಂದು ಕುತೂಹಲಕಾರಿಯಾದ 
ಮಾತೃ ಕೆ ಸದೃತವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದನ್ನು "ನಾವೀಗ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 121, 2, 
ತ pa ಯು M , ನಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು (11 ಹ, ಎ; ಆಗಿರುವುದಕಿಂದ 
i=l, 2, ... 1ಹೆ 121, 27, 2] ಯು 1/; ಗೆ ಒಂದು ಸಮ 
ಲಂಬೀಯ ಅಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಸೀರ್ಮಾನಸುತ್ತಿ ವೆ. 


(30) i=zl,2 nn X'ಯು 121, 2: 11, 21] ಯ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂಬುದು ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಸಂಗತಿ. 


ಈಗ ,4 ಯು ಒಂದು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ nxn ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗೆ 


A 
A 


X= J=12,---n 


Aoi 
ಇವನ್ನು ಔನಲ್ಲಿರುವ 'ಸದಿಶಗಳಂತೆ ಪರಿಗಣಿಸುವುದರಿಂದ, {೫', 272, . 

Xn} ಯು Fen ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದಿರುವುದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 4ನ್ನು 
ಅನ್ವಯಿಸಿ, ಸ್‌ಗೆ ಒಂದು. ಸಮಲಂಬೀಯ ಅಧಾರ 121, 23, ..., 2*) ನ್ನ 
ಪಿಂರಕಿಸಲಾಗುತ್ತ ಜೆ. j=l 1,2, n ಗೆ ತನ್ನನೇ ನೀಟಸಾಲನ್ನು 21ಯಾಗಿ 
ಹೊಂದಿರುವ ೫ «7 ಮಾತೃ ಕೆಯು Uv ಆಗಿರಲಿ. ' ಆಗೆ ನ ನೀಟಸಾಲುಗಳು ೫ 
ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳಂತೆ ಸರಿಗಡೆಸಲ್ಪ ಟ್ಟ ಗ ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುತ್ತವೆ (7 ಮೇಲಿನ 
ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವನ್ನು ಉನಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು). (10)ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸು 
ವುದರಿಂದ, "7 
0) 21-0,2134,234..4 62% 1-3೬. 

A (dj) ಆಗಿರಲಿ, ಇ i>j ಆಗಿದ್ದರ, 4; -0. ಮತ್ತು 15) 
ಆಗದೆ. 4; ಯು (11) ರಿಂದ ಕೊಡೆಲ್ಪ ಡುತ್ತೆ ಜಿ ಆಗೆ (11) ರಿಂದ. ' 


(12 A=UA. 


ಉದ್ದೆ, ಕೋನ-ಮತ್ತು ಗಾತ್ರ 20೪. 
ಈ ಕೆಳಗಿ ಕೊಟ ರುವುದನ್ನು ವಿವರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಯು ಒಂದು ವಿರೋಮನಾಧ್ಯ nxn ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದ್ದಕ ನ 
ನೀ(ಟನಾಲುಗಳು ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, ( Regi! ಸದಿಶಗಳಂತೆ 
18) ಪರಿಗಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ್ಯ ೫1 ಮೇಲಿನ ನಿಖರ ಆಂತರಿಕ: ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿ)” ಮತ್ತು ಓಿವು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ; ಆಗ 
A=UA ಮತ್ತು ಗಿದ ಕರ್ಣರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ದಾಖಲಾತಿಗಳು 
ಅಶೂಕ್ಯವಾಗಿವೆ. 


ಗಿನ ಕರ್ಣರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನೆ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಅಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದು 
ರಿಸೆಬೇಕಾದಕೆ ನಾವು (40, 1೯1,2,...,7 ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
ಖಾವುದಾದರೂ ; 1 <i<nೆ d;~=0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೫'!ಯು 171, 28, 
7113] ನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದೆ; ಅಂಡರ್ಕೆ, ೫: ಯು 
4” ನಲ್ಲಿಡಿ (ಪ್ರಮೇಯ 14ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ). 
೫1, ೫3, ..., N'} ಯು ಒಂದು ನಿರನಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು 
ಣ 131, ೫೩, ..., ೫೧೧1] ಯು MN ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವುದ 
(ದ ಇದು ಸಂಭವಿಸಲಾರದು. ಇದು ಪ್ರಮೇಯ 14ರ ಮಾತೃಕೆ ಸದ್ಭಶವೇ 
ಗಿದ್ದು , (18)ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯು (13) ನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸುತ್ತ ಥೆ ಮಾತೃ ಶೆ 


[2 ತ] 


ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. ಇದರಿಂದ | (೨,2), (1,3) } ಇದು ಗೆ ಒಂದು. 
ಸಿಧಾರವಾಗಿದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 14ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸುವುದರಿಂದ 21 ಎ (1/ಇ/9, 
1/4/32) ಮತ್ತು 23 -(-1/4/2, 1/4/2). (8)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ 


2, 2 2.4/2 1d ( 
ODN) 
ಮತ್ತು 


ಜ.4. 
07 


ಗ 
3 § 
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ಇದು ಮಾತೃಕೆಯೆ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಹೀಗಿದೆ: 


| ಶ 3. 
14 (2 11_|1 ಸ (೨ ೫ ೩/15 
asd lo YE 


ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕಿಂತ ಬೇರೆಯಾದ ಔಣ" ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧಗಳಿಗೆ ಫಲಿತಾಂಶ (13)ನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, (2) ರಿಂದ 
ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ. ಈ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ( (2, 2), (1, 3) ಗೆ ಪ್ರಮೇಯ 14ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ. 
ಆಗ 
(22) ಎ ( (3,2), (8,2) ) ಎ 4. 4.4 ಎ20, 


('3) - 3) 13) ಎ,೨) ಎ (1,3) - (244455) = (4 $8). 


(2,2) 


ಹೀಗೆ 7.1 (1/4/35, 1/)/5) ಮತ್ತು 22-(-2/4/3, 314/5). (8) 
ಷ್ಣ ಉಸಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ 


 (22)- (©) (3) 
v5 BAYS 45 
[ 2 8 2 38 
(ರಾ 
೬) ಸ್ಯ 3) 
ಇ ಇ/ರಿ 4° 


(3,8) - “ಗ 8). (- ನ) (4) 
'. ಇರ 8] \WB 8 
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(ಇ (25) 23 
V8 ./511 V5 YS 


wal 








[ee 
SS 
+ 

೨ 
ಎನ್‌ 
ಳಃ 
| 
ವ್‌ 
ಳಾ 
ಲ| 
Mm 
ama” 


V8 VB 


[ನೆನಪಿಡಿ : ಈ ಎಲ್ಲ ಗಣನೆಗಳೂ (2)ನ್ಮು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಮಾಡಲ್ಪಟ್ಟಿವೆ 
ಮಾತೃಕೆ ಪದಗಳೆಲ್ಲಿ ಇದು ಕೆಗಿನಂತಿದೆ: 


ಪ ಶೆ 94/5 
15 2 1] | 48 24/8 5 
(5). 2 37| | 3 2/5 
435 5 0 ೫೫ 


(13)ರ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕೃತ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 


ಟೈ ಯು ಒಂದು ಗxಗ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಗಿವು ಅಶೂನ್ಯ ಕರ್ಣ 

ಕೀಖಾತ್ಮಕ ದಾಖಲಾತಿಗಳೊಡನೆ ಊರ್ಧ ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ 
(16) ಮತ್ತು 0ನ ನೀಟಿಸಾಲುಗಳು ("ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳಂತೆ ಪರಿಗಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟು) 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (X, Y)? ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಅಂಬೀಯವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, 

A=UA: 

(16) ರ ಸಾಧನೆಯೂ ('3)'ರ ಸಾಧನೆಯೂ ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ಕೆಳಗಿನ ಔನ ಉನಗಣಗಳಲ್ಲಿ (ಶಿಷ್ಟ ಆಂತೆರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ) ಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? ಸಮಲಂಬೀಯ : 
ವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? 


(a) {(1 1,0), (1, -1, 0), (0, 0, 1) ಟಿ, 2,1) 
- (0) {(b 1, 1), (6, -1, 1), (0,೬1)] 


`212 
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': (೦). | (110). (ಕಕ್ಕಿ ks 0) |. 


(6) (1,೨, 1), (1,೨10). (9, 1, 0)} 


ಕೆಳಗಿನದು ೫೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಿಲಬ್ಬವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ 
ಮತ್ತು ಈ ಆಂತೆರಿಕಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಅಭ್ಯಾಸ 1ರ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿರಿ, 


( (೧೫ 21) (ಯ ೫೫ 22)) 


ಎ೫೫, NYPL NN ೫೬೫27 
ಸ್ಯತ್ಯಾದ 2x2) 


, . ಸೊಚಿತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ದೊಡನೆ ಸೂಚಿತ ಸಮಷ್ಟಿ Vಸೆ ಒಂದು 


ಸಮಲಯೇಯ ಆಧಾರವನ್ನು ದೊರಕಿಸಲು ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿನಿರವಲಂಬಿತ 
ಗಣಕ್ಕೆ ಗ್ರಾ ಮ್‌-ಷ್ಮಿ ಡ್‌ , ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಅಕ್ವಯಿಸಿಕಿ.. 
(a) 1(1, 0, 0), (1.1, 0), (1, 1: 1) ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧದೊಡನೆ ॥' - ಗ್‌. 
} 
(0) {(2, 1, -1, 0), (1,2, 1, 1, (6, I, 8, 1), 
(1, 0, 1, 1)} ಶಿಷ್ಟ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದೊಡನೆ ;/ ಎ 38. 


(0) (ಗ 82ಎ 1 (ಗೀಗಿ! {1 ೧ ಗಿ ಗ ಕೊಡನ 
ಭಯು ಸ್ತರ ೬8 ರ ಬಹುನದಿಗಳ ಸಮಸಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(6) (48) - 63/18 62813 AuBnt AB 
1 -1 1 -1 1 0 1 2 
(107.111 

ಹೊಂದಿದ 22 ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ ಸಮಪ್ಟಿ ೪ ಇದೆ, 


(6) ಆಳವು (9) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ದತ್ತ ತ, ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ, 
ಕಳಗಿರುವ ಸದಿಶಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(8) ಸದಿಶಗಳು : (1, 1, 0) ಮತ್ತು (3, -1, 2) 


ಅದ್ದೆ, ಕೋಕ ಮತ್ತು, ಇತ್ರ, 233 


ಆಧಾರಗಳು : | 12) (0,9,1) | 
v2 V2 / 1೨/2 3/2 | 


(ಸ 1), (6, -೬, 1) (0,1,1) 


(8) ಸಡಿಶಗಳು: (3, 1,2, 1) ಮತ್ತು (0, 0, 1, 0) 
ಆಧಾರಗಳು : {U, 1,1,1}, (1,1,1, -8} (1, -1,0, 0), 


(8) `. 


(1,1, -2,0)) 
(0) ಸರಿಶಗಳು | 1] ಮತ್ತು [1 | 


(6) ಸದಿಶಗಳು : ೬ ಮತ್ತು P+ 4+ 
ಆಧಾರ : ಅಭ್ಯಾಸ 86) ಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ. 


ಆಧಾರ : ಅಭ್ಯಾಸ 3 (6) ಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ. 


(8) ಯು (1) ರ ಸೆಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. {sin nb sin 271» 


sin 3x1, ---] ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಗಣ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
1 
: ವಾಸ ಕ. ಮೌಲ್ಯ ತ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಸ್ನ 'ಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು. 


P(t) = pry ant 1 » ನ 2, ... 
ಇರಲು {Ps 7, Py - * | ಯು V ಯಲ್ಲಿರುವ 'ಒಂದು 

ಲಂಬೀಯ ಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ; [ಸೂಚನೆ ' ಭಾಗ 
ಗಳಾಗಿ ಅನುಕಲಿಸಿರಿ. 


2 10 | 
4 ಎ|1 ೨1 1| ಇರಲಿ, 
01 2 | 


(8) R? ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
ರವನ್ನು ಮತ್ತೆ" A ವನ್ನು!" (13 ರಮೆ ಕಂಡು 
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(ರಿ) ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ೫8 ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 1 ವನ್ನು ಮತ್ತು ಗಿ ನನ್ನು (16) 
ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4 


( ¥, y) ಯು, ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ. ಗುಣಲಬ್ಧವಾಗಿರಲಿ. 


(11, 113 ..., 7*] ಯು ಭ ಯೆಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಗಣವಾಗಿರಲಿ.' 'ಕೆಳಿರುವುದನ್ನು' ತೋರಿಸಿರಿ : 
(8) 13 132 (ಸ NPE AY. 


(8) 111ಎ (20 31. (2, 332)... (೩. ೩೪) 
ಇದು ಕೇವಲ x ಯು {Xf ೩೩, ..., X*} ಯ ಒಂದು 
ರೇಖಾತ್ಮ ಶ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿದ್ದ ಕಿ ಮಾತ್ರ. 


.(0) ( | / (1)!'0(2 08--0ಸ್ಥಿ ಎ... +a} ಇಲ್ಲಿಗಿನಗ್ಗವ 


1ಗೆ/ ಆವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ೫ ಎಇ 1,1, ..ಗೆ ೧೫2 

~t . 

| f (©) sin'ret 6! [ಸೂಚನೆ : 7(0) ಮತ್ತು 1(h) 

0 

ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು, '- (3 ೩1) X'-(X, ೫72೩7 
ಎ. ದ (ಶ್ಲ 8) ಸ*%ಯ ಉದ್ದದ. ವರ್ಗವನ್ನು ಗಣನೆ 
ಮಾಡಿಂ. '7(() ಯನ್ನು ಸ್ಟಾ ಪಿಸಲು 7(೧) ಮತ್ತು ೧0) 
ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಂ. ಅಭ್ಯಾ ಸ 1(0) ಇದನ್ನು ಬೆಸೆಲನ 
ಅಸಮತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಕ 


(2ಗಿ 7) ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು {೫ ೫2, ..., 18) ಯು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣಿ 
ಎಾಗಿರಲ್ಲಿ. 7 ಎ y- ox -QX"- ಇ.ಸಿ ಆಗಿರಲಿ, 
ಕೇವಲ ಎಲ್ಲ hick ೧೬೫೫1 ಆಗಿರುವಾಗ 


ಮಾತ್ರ | 7 12 ಯು ಅದರ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪರಿಗ್ರ ಹಿಸುತ್ತದೆಂದು 


ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 171217] _ ( (NX 


(MADE KX) + (೧ (MAY 


(CKD) +o (KX) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ.] | 


' ಉದ್ದ; ಕೋನ ನುತ್ತು ಗಾತ್ರ ' 25 


೪. 'ಕ್ರಯು ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ nxn ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿಡಿ ಎಂದು 
ಇಟು ಕೊಳ್ಳೊ (ಇ, ತನ್ನ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳು ಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವ 
ಒಂದು nxn ಮಾತೃಕೆ. ೭' ಇಜೆಯೆಂದೂ ಮತ್ತು 4- AU 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ನಿಮ್ಮ ತ್ರ ತಿ ಕೋನೀಯ ಮಾತೃ ಜೆ A ಇದೆಯೆಂದೂ 
ತೋರಿಸಿರಿ, ಅಲ್ಲದೆ, ಸಿದ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಅಶೂತ್ಯ- 

ವಾಗಿವೆ ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿರಿ. 


10. ಯು ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೊ £ಣ. ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು ಗಣಕ್ಕೆ ಗ್ಲಾ ಗ್ರಾಮ್‌- -ಹ್ಮಿಡ್ಸ್‌ 
ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಲು ಒಂದು ಸಂನಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು 
ಬಕೆಯಿರಿ. ' 


ಭಾಗ 4. ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳು ಮತ್ತು ಪೂರಕಗಳು 


` ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಾವು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳ ಮೇಲಿನೆ ನಮ್ಮ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು 
ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟ್ರಿಯು ಉಪಸಮಸ್ಪಿಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟ್ರಿಗಳ ಮೇಲೆ 
ಕೆಲವು ವಿಧದ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಗಳನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲು ಉಪಯೋಗಿ 
ಸೋಣ. ೫8 ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. ಶಿಸ್ಟ 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ಸಿವನ್ನು 7೫ ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಭ ದಂತೆ ಉಪಯೋಗಿಸು 
ತ ನೆ. oo 


f ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 28 ಮೇಲಿನ ವಾಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀ 
ಕೆ ತ ಉತ ತವ; ವಾಗಿರಲಿ; ` 
1) fp 2) ಎಸ -)*2- 
ಆಗ f ರೀಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 
2) _ ಸ್ಥಾನ (/2)-1. ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 
"ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸಿ ಯು" (55 p 2 2) ಇ0' ಈಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (೩2) 
)ವಳಿಗಳ ಗಣವಾಗಿದೆ. (2) ರಿಂದ ಈ ಉಫಸಮಸಷಿ ಯು ಆಯಾಮ 2 ರದ್ದಾಗಿದೆ 


ಸತ್ತು 2೨) + 20. ದಿಂಡ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮತಲವೇ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 
ಶ್ರಿಮೇಯ 6ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಈ ಉಪಸಮಷಿ ಜ್‌ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ರಬಸ 


| 2186 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ ` 


ಒಂದು ಸಾಧನವನ್ನು ಕಂಡುಕೊಳ್ಳಲಾಯಿತು. ಇದನ್ನು ಉಪಯೋ8ಗಿಸಿಕೊಂಡು, 

{{1, 1,0), (-1, 9, 1)} ಯು / ನ್ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಒಂದು ಶಧಾರವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ನೋಡಲಾಗುವುದು. (1, 3, 3) ಸದಿಶವು ಈ ಉನಸಮಸ್ಪಿ ಯಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲದಿ 
ರುವುದರಿಂದೆ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 2ರಿಂದ ಗಣ (1,1, 0), (1, 0, 1), 
(| 1, 1) } ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ ಔಗೆ ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಗ್ರಾಮ್‌-ಹ್ಮಿಡ್ಸ್‌ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಅನ್ವಯ 
ಸುವುದರಿಂದ್ಕ 


VRE 1 1 2 1 1 1 
(a V8 RH) ೫ 3. | 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಇದು ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. (1/4/2, 1/4/2, 0) 
ಮತ್ತು (-1/೬/6, 1/4/6, 2//8)ಗಳು | (1, 1, 0), (-1, 9, 1} }ಯ 
ರೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅವು 1ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿವೆ. ಸದಿಶ (1/4/35, - 1/4/3, 1/4/8)ಯು 
(14/5, 1/4/5, 0) ಮತ್ತು (-1/4/6, 1/4/65, 2/4/6) ಗಳಿಗೆ ಲಂಬ 
ವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ ಅವುಗಳ ಯಾವುದೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗಳಿಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿದೆ; ಅಂದರೆ, (1/4/38, -1//3) 1/1/3)ಯು; ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. (1/4/53, -1/1/3, 1//3).ಯ 
ಯಾವುದೇ ಗುಣಕವೂ ಕೂರ್ಡ್ಯ ನ ಟೊನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುಜೀ ಸದಿಶಕ್ಕೆ 
ಲಂಬವಾಗಿಡೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ, : ಈ ಉಕ್ತಿಯ ವಿಲೋಪುವು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 

` ಎಕೆಂದರೆ, fನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶವು ೫ ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ 
(1/42, 1/4/2, 0) ಮತ್ತು (-1/4/8, 14/8, 2/4/8) 'ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ 
ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ೫ಗೆ ಪ್ರಲಂಬನ' ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿಡೆ. ` . ಭಾಗ 8ರ (8) ರಿಂದ 
(2, 1//3, 9), (oly, 1/46, 2/4/85) ಮತ್ತು (1/3, 

14/3, 1/51/45): ಗಂಗೆ ವ್ಯಾಮಿಯಾಥ, ತನ್ನ ಪ್ರಲಂಬನಗಳ : ಮೊತ್ತವೇ 
X- ಆಗಿದೆಯೆಂದು... ತಳಿಿಷ್ಟೀಮೇ ಹೀಗೆ: ಟ್ಯೂ/ತ: 1/3, 11/3) ಯ 
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ಒಂದು ಗುಣಕವು 2 ಅಗಿದೆ. ಒಟ್ಟಿನಲ್ಲಿ ಕ್ರೋಢೀಕರಿಸಿದರೆ, 


(8) {01/2 114/2, 0), (114/8 14 5,2/4/6), 
(174/3, -1/4/3, 1/4/3) } ಯು ಔಗೆ ಒಂದು ಸಮ 
ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


(ರ) ( (1/1/2, 1/4/20), (-1//9, 1/4/8, 2//6)} 
(3) ಯು ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ವಾಗಿದೆ. 


(0) (1/4/35, -1/4/3, 1/4/35) ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿಯು 1ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸದಿಶಕ್ಕೂ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 

ಈಗ ಔಃ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ನಿರಂಕುಶ ಸದಿಶವು ೫ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ XN = 
(114/5, 114/5, 0). ಶಿ (114/5, U6, 214/5) + c U5, 
-1WY/3, 114/5) fಲಿನ್ನು 2೩'ಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ £ನ ರೇಖಾತ್ಮಕತೆ 
ಯನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ : 


ಇಲ್ಲಿ ೭ ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಅರಿತಿದ್ದೇವೆ : 


1 1 
(ಲ 2) | 


೫.೬.11, ; ಸ 28) 


218 " ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಭಾಗತಿರ (8) ರಿಂದ 


(0) Ff Hs ಗ) 1) 
ಇರೆ ಇತಿ 43 V3 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಹೀಗಿದ್ದರೂ, ಸಮಾಕರಣ (4) ನ್ನು, ನೇರವಾಗಿ (1) ರಿಂದ (2) ಅಥವಾ 
(8) ನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಜಿ ಹಾಗೆಯೇ ದೊರಕಿಸಬಹುದು. (4) ನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣಗೊಳ್ಳಬಲ್ಲ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಿಕೊಂಡಿದ್ದೇವೆ. 


ರ್ಶ ಯು ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು (೫, ೫7) ಯು 
ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ;7ಯ 
ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು M ಆಗಿರಲಿ. ಆಗೆ ಹನ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕವು, 14 
ನಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶಕೂ ತೃ ಲಂಬವಾಗಿರುವ | ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳನ್ನು 
ಒಳಗೊಂಡಿರುತ್ತದೆ. ಹನ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕವನ್ನು 11. ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ 
(ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ " ಲಂಬ' ಎಂದು ಓದುತ್ತೇವೆ). ಈ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ, / ನ 
ಶೂನ್ಯ ಸ ಸಮಷ್ಟಿ ಯು M ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 11. ಯು (ರೀ)ಯಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪ ಟ್ರಿರುವಂತೆ 
(1/4/35, 1/3, 1/4/35) ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಬು ಯಾಗಿದೆ. 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ 


(8) ಸಿ1: ಯು ಭಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. 


ಏಕೆಂದರೆ, ೫ ಮತ್ತು ]' ಗಳು ಹ * ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ (೫) 72) - (೫,2) 
=, 11 ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 2 ಗಳಿಗೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 7ಗಳಿಗೆ, 


(aAX+BhYZ)=a(X, Z)+ 1:2) ಇ. ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 11 ೬ ದಲ್ಲಿ 0 ಇದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ 1/೬ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ f ನ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿಯೂ ಮತ್ತು ಅದರ ಲಂಬೀಯ 
ಪೂರಕವೂ, ಔ* ಅನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲಾಗುವುದು. ' 
ನಲ್ಲಿ ¥ ಇದ್ದರೆ ಆಗ್ರ" ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಲ್ಲಿ Y ಇರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 


(6) / ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕದಲ್ಲಿ 7 ಇರುವಲ್ಲಿ, ೫ ಅನ್ನು 
2 - ೫ + 2 ರೂಪದಲ್ಲಿ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 
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೫ -6(1/ /3, 111/3, 0) ಶ-1/1/5, 16, 2/3). 
(1435 -114/3, 1/4/53) ಎಂದು, (3) ರಿಂದ ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ... 7-0 
(1//3, 1/5, 0) + ಶಿ (15, 15, 214/ಹೈಮುತ್ತು Zc, 
(14/5, -1//5, 114/5) ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಣ 7 ಮತ್ತು 2 
ಗಳು (6) ಅನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. ಈಗ (6)ನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಕೆಳಗಿರುವುದು ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ. 

(1 1 ಮತ್ತು ಹM:ಗಳು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶವನ್ನು ಮಾತ್ರ 
` ಹೊಂದಿವೆ. ' 

ಏಕೆಂದರೆ, ಖ ನಲ್ಲಿ ಸ ಇದ್ದರೆ ಮತ್ತು 11: ದಲ್ಲಿ 1' ಇದ್ದಕೆೆ ಆಗ (XX) 


0, ಅಂದರೆ ೫. - 0 ಫಲಿತಾಂಶವು (6) ರ ಹಾಗೆಯೇ ಪ್ರಮೇಯ 13ರ 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವೂ ಆಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯೆ 15. ೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
v೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯು M ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಗಿ! ನಲ್ಲಿ ್ಭY ಇರುವಲ್ಲಿ 
ಮತ್ತು 1414 ದಲ್ಲಿ 7 ಇರುವಲ್ಲಿ, 7 ಯಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶ ೫ ಅನ್ನು 
2ಎ ೫7. 7 ರೂಪದಲ್ಲಿ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 


ಸಾಧನೆ : {XX .. ೫೬} ಯು ಹಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. 
೪ ಯನ್ನು 1 ೫...) ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸಿಕಿ ಮತ್ತು'ಗ್ರಾಮ್‌-ಸ್ಮಿಡ್‌ 
ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ. ಇದು 2'ಯು 17], ೫3, .... X'}ಯ 
ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ೫'ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
{ZZ .... 21] ವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 14 ನಲ್ಲಿ 121, 23 ..., 2*]| 
ಯು ಒಳಗೊಳ್ಳಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ಮತ್ತು ಆ ಕಾರಣದಿಂದ Mಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ.. ಖಗೆ (ZZ 21] ಯು ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂಡು ವಾದಿಸುತ್ತೇವೆ. ಯಲ್ಲಿ ಇರಲಿ. ಆಗ ಭಾಗ 8 ರ (8) 
ರಿಂದ X - (೫ 71')7' (೫023223... (೫.27)23. M ದಲ್ಲಿ 
X ಇದ್ದರೆ ಆಗ (೫; 21) (೫213)... ಎ (೩.7 5) ಎ0. ವಿಲೋನು 
ವಾಗಿ(3, 71) - (೫73) ಶಾ. ತ (ಬಗಿ0ೌ) - 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (721, 73. 
..., Z*} ಯ ಯಾವುದೇ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆಗೆ ಅಂದಕ್ಕೆ ಖೆ ನಲ್ಲಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ಸದಿಶಕ್ಕೆ ¥ ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಹ ದಲ್ಲಿ ೫ ಇದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳುವುದೂ, (2023) (೩27) = (೫೩025) ಎ0 ಎಂದು ಹೇಳು 
ವುದೂ X-(೫X2""") 7811842512) 283... (0) 
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Z" ಎಂಧು ಹೇಳುವುದೂ. ಎಲ್ಲವೂ ಒಂದೇ. ಆದ್ಧರಿಂದ (2811, Ze... 
7%ಘ]ಯು 1/೬ ಅನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ, ಅಂದರೆ (23 7೬4, .. 27] ಯು Mt 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿಕಿ. | 

p ಯಲ್ಲಿ ಸ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ ಎ (2.21)21.(%232*- ಡೊ 
(೩೫. 7೯07" (೫3. 2381) 2೯81 (ಸ 78'2)7312 4 ಡ್‌ 
(೩ ೫7)81. 7 (82121೩82923 +o (NL 


76" ಮತ್ತು 7 = (KZ) Zs + (೫2೯19753 x 
(KZNL" ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ ್ಭYಯು Mನಲ್ಲಿಡಿ 7 ಯು M: ದಲ್ಲಿದೆ ಮತ್ತು 
X=Y4Z y ! ಯು ಖ ನಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು 71 ೬ ದಲ್ಲಿರುವ 
೫ ಎ1! 2! ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ Yy-Yi=Z'-« 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಎಡಭಾಗವು ಹ ನಲ್ಲಿದೆ; ಬಲಭಾಗವು ಸಿ! * ನಲ್ಲಿದೆ. (7) ರಿಂ 
ಸ್ರ ಎ1! ಮತ್ತು 2ಎ 71 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಹೋ ಗಾ 


ಬೀಕೆಗಳು : ಪ್ರಮೇಯ 15ರ ಸಾಧನೆಯು (8) ಮತ್ತು (6) ರ ಸಾಧನೆಗ 
ನೇರ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗಿದೆ. ಸದಿಶ ೫ ಅನ್ನು ಹ ಇದರೆ ಮೇಲಿನ ೪ £ 
ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ ಮತ್ತು 2 ಅನ್ನು M:ದ ಮೇಲಿನ X: 
ಬನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಈ ಪದಕೋನ ನಲ್ಲಿ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗು 
ಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 11 ಮತ್ತು M ಸೃತಿಯೊಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳಿ 
ವ್ಹಾಹಿಯಾಗಿ ೫ ಅನ್ನು ಉರ್ತಿಕ್ಷೇಪಿಸುವುದರಿಂದ Y ಮತ್ತು 7 ಗಳನ್ನು ಡೊರಕಿ? 
ಶ್ರೀವೆ ಎಂಬ ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧವಾದ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಸಂಗತಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿದೆ. (ಓಂ 
ಗನು ಇದನ್ನು ಕೆಲವು ಚಿತ್ರಗಳಿಂದ ಪರೀಕ್ಷಿಸಬೇಕು.) ಆಧ್ಯಾಯ 2 ರ 
ರೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರಲಂಬನ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯ ಅಧ್ಯಯ 


ನನ್ನು ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಲಂ 


ಮೇಲಿನ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಜೀಕೆ ಎರಡು ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲಾಗಿದೆ. di 
M =k ಮತ್ತು dim V =n ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ dm M+ =n-k ಎಂ 


ತೋರಿಸಲಾಯಿತು; ಅಂದರೆ, 
8) dim =dimM+ dimM™ 
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ಸ್ಥಾಪಿಸಲಾದ ಎಕಡನೇ ಫಲಿತಾಂಶವು ಹೀಗಿದೆ 


(9) (Mt ಎ M; ಅಂದರೆ ಹನ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕದ್ದ. ಲಂಬೀಯ 
ಪೂರಕವು ಖೆ ಆಗಿದೆ. 


ಏಕೆಂಡಕೆ (7.2% ..., 2%} ಯು MA {Z1, 2%... Zt 
ಒಂದು ಆಧಾರ ಆಗಿರುವಂತೆ ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿ 
ದ್ವಕ್ಕ, ಆಗ ಹಗೆ (7೬1, 712, 2%} ಯು ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿಡಿ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಲಾಗಿಡೆ. 11. ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು {Zt 741%, ... 2%) 
ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವು (21, 23, .... 2೫] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (My 121, 23, ..., 2೯] ಯು ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗ:ವುದು. ಇವೆರಡು ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸು 
ವುದರಿಂದ (9) ದೊರಕುತ್ತದೆ. 


M : ಅನ್ನು ವಿವರಿಸುವುವರಿಂದ ಹ ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದೆಂದು ಗುಣಧರ್ಮು(9) 
ಹೇಳುತ್ತದೆ; ಅಂದರೆ, ಹ : ದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು YA (1,1) ಎ90 ಆಗಿರುವಂತೆ 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು ಖೆ ಆಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಮಗೆ ಭಯ. 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವು ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದ ಕೆ 1 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾ 
ಮೀಯ) ಆಗ ಗಿ/ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಅಥವಾ M: ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ, ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ M ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು, : 
ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ 1ರಲ್ಲಿ 7” ಗಾಗಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಲಾಗಿತ್ತು; ಅಲ್ಲಿ ಔೀನ- 
ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟೀಯು, ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಂತೆ ಅಥವಾ 
ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿಯಂತೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸ 
ಲಾಯಿತು. (ಅಧ್ಯಾಯ 1 ರ ಭಾಗ ಶಿ ನ್ನ್ನ ನೋಡಿ.) 

ಪ್ರಮೇಯ 15 ರ ಇನ್ನೊಂದು ಪರಿಣಾಮವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 

Mನ ಮೇಲೆ ಸ' ನ ಪ್ರಲಂಬನ ೪ ಯಲ್ಲಿ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದಿಂದ' 


(10) ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಅಂತರದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 7 ಗೆ ಅತ್ಯಂತ ಸಮಾಪ 
ವಾಗಿರುವ, ಖೆ ನಲ್ಲಿರುವ ಆ ಏಕೈಕ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 


]'ಯು ಹನ ಮೇಲೆ ೫ನ ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸಿ11 ನ ಮೇಲೆ 
X ನ ಪ್ರಲಂಬನ 2 ಆಗಿರಲಿ. . ಆಗ XY -- 2. ಸಿ! ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ 
ಸದಿಕವು ೪” ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (7,7) (2,781) ಎ0. 7೫" ಎಂದು 


'ಕಿ(ಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 
ಆಗ IY- 11020 ಮತ್ತು 11 - 11-11-7 
+ ¥-YP=(X- YALL ಬ ಎತರ Ye 
(24 7-1೫132-4 8- 71) ಎ. (7,2). 32, 8 - 71) + 
(2-11, 7-110 ಎ 170417- 7313 > 17/13-1೩ - 70. 
ಇದು (10) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. (10) ಕೈ ಒಂಡು ನೇರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡು 
ವುದು ಸಾಧ್ಯ; ಇದನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 15 ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
ನ ಮರವ 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅಂತಿಮ ಫಲಿತಾಂಶವು (4) ರ ಒಂದು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವಾಗಿದೆ. 


ಯು ಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ವಿರುವ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಎರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
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ಇಟು ಕೊಳ್ಳೊ ್ರೀಣ. 


(11) ಸ್ಥಾತ(8f)<!- 

೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ X ಗಳಿಗೆ / (X)=0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗಸ್ಥಾನ (/) ಎ0 
ಆದ್ದರಿಂದ 1” 'ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ೫ ಗೆ f(X)-070 ಎಂದಿಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. b ಯು ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


f (bia)X)= (bla)f (¥) = (bla)a = b- 
ಜಿ. ನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯು M ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 


ಇದು (11) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತ 
ಯವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 8 ರಿಂದ, 


v ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀ 
(12) Ff 4೬0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಶೂನ್ಯತೆ (f y= dim M =dim V-1- 


» ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (೫.೫) ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ 


ಈಗ ಯ 
ಪೂರಕವು M: ಆಗಿರಲಿ. 


ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಸ್ಸೀಣ ಮತ್ತು M ನ ಲಂಬೀಯ 


(13) f 540 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 0/71 ಗಿ. - 1. 


ಇದು (12) ಮತ್ತು (8) ರಿಂದೆ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


31! ಯು ಗಿ1. ದಲ್ಲಿರಲಿ, ಸ! ;.0. ಆಗೆ 1 (೩1) 50. ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ 


11ನಲ್ಲಿ ಸ ಇರಬೇಕಾಗುವುದು. ಇದು 17ಕ್ಕೆ ವಿರೋಧವಾಗಿದೆ. 


ಸ ಗ್‌ ಇ 
ic xO 
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ಆಗ ಸ ದಲ್ಲಿ 71 ಇದೆ. ೫ ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು ೪.ಆಗಿರಲಿ. ಅಗ 
[ಯು ೫1 ನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 74. ದಲ್ಲಿ 7 ಇರುವಲ್ಲಿ ಸ೫-Y4 2 ಎಂದು ಬರೆಯ 
ಬಹುದು. 8: ದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಆಯಾಮದ 72 ಇರುವುದರಿಂದ 2 - 033 ಎಂದು 
ತಿಳಿದಿದ್ದೆ "ವೆ. 0 ಏನು? ¥ -Y 44 3 ಇದರ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ನವನ್ನು ಸಿ! 
ನೊಡನೆ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ ಮತ್ತು (XY) = 0 ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಇದರಿಂದ 


XX 


4- ನಗ] 


ಇಬರಿಂದ 





X=y+ (KX Dy ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
IX 

f ಅನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ ಮತ್ತು ೪ ಯು 1 ನಲ್ಲಿದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿ 

ಸಿರಿ. ಹೀಗೆ 


(KX) 


1(3)-/(7- AFA 


SX py 


(14) ಆದ್ದರಿಂದ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ (ಗಳಿಗೆ ್ಥ(X)-(X ೫') 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸದಿಶ 71 ಇದೆ. 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಒಂದು ಪ್ರಮೇಯದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸುವಷ್ಟು ಇದು ಮೂಲ 
ಭೂತವೆನಿಸಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 16. v ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ೪ ಯ 

ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಾಸ್ತ ಸ ವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕ್ಟ ತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು f 

ಆ ಗಿದ್ದಕೆ ಮತ್ತು (2/1) ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ 
ವಾಗಿದ್ದ, ಆಗ. ,೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ f= (XN, 7!) 
. ಆಗಿರುವಂತೆ ೫ ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸ ಸಿಕೆ ೫ ಇ 
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ಸಾಧನೆ. /- :0 ಆಗಿದ್ದರೆ, 7! <0 ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿರಿ. 70 ಆಗಿದ 
ಆಗ (14), Y y¥'ನ ಅಸ್ತಿತ್ವವನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 7 ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ yl 
(೫.11) (821). ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ... ಆಗ ಸೆಕಲನದಿಂರ)/ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಗಳಿಗೆ ಟ್‌ ವಿಶೇಷವಾಗಿ (71 _]7], 
Y' -Y5)~0 ಆಗುವುದರಿಂದ 771ಎ 22. ಇದು Y'ನ ಏಕೈಕಕೆಯನ್ನು 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಬೀತೆಗೆಳು : - (ಟೈ ದು, ಬ) ಅಗಬದಿವೆಲ್ಲಿ ಇದು Mt 

ಸಾರ್ವತಿ (ಕರಣವಾ ಸ. ಥಕ ಕೇಲಿಕ್ಕೆ (13) ರಲ್ಲಿದೆ; ಅಂದಕ್ಕೆ / ನ ಕ; 
ಮಿಟ್ಟಿ ಯರ ಅಂಬಿಯ ಪೂರಕದ ಅಯಾಮವು" 1 ಆಗಿದೆ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 1ನ 
60/0/1300 21ೆ10ಿತೆ ಲಾಗಿ ಖಾರಿ ಮಿಯ 


18ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು. 


(೫. ೫) 


X=Y+ “pip 


ಇಲ್ಲಿ 7 ಯು |! ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ; ಅಂದರೆ ]'ಯು ಖ ನಲ್ಲಿದೆ. ಇದರೊಂದಿಗೆ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯತೆಯೆ ನಿರ್ಬಂಧವನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ತೆಗೆದುಹಾಕಬಹುದು: 


(20%) ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಿಬಬ್ಬವಾಗಿರಲಿ. 
fನ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕವು ಆಯಾಮ 1ನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 
(18) ಶೇಖೀಯ ಪರಿನರ್ತನೆಯು ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
XMAS (XN) (HX) ಆಗಿರುವಂತೆ ]' ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕೈಕ 
ಸದಿಶ ೫ ! ಇದೆ. 

ಮುಂದಿನ ಭಾಗದೆ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಭಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿಲ್ಲ 
ದಿದ್ದರೆ, (1) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟರುವಂತೆ ಇನ್ನೂ ಕೆಲವು ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಮಾಡದ 

ಹೊರತು ಪ್ರಮೇಯ 16 ಸತ್ಯವಾಗಿಲ್ಲವೆಂದು "ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಪ್ರಮೇಯ 16ರ ಬಗ್ಗೆ ಒಂದು ' ಎಚ್ಚರಿಕೆಯ ಮಾತು. ಅಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟ ರುನ 
73 ಯು ಭಯ. ಷೇಠಿಕ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬದ ಆಯ್ಕೆಯ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸೆ 
ತ್ರದ. ಸ ೫17 | ಯುpಭಯೆ ಮೇಲಿನ ಮತೊಂದು. “ಅರತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವ್ರೈ/ (37) - {HY ೫ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಿ 3 ಗಳಿಗ 
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ರುವಂತೆ ಒಂದು ಎಕೈಕ ಸದಿಶ 372 ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಸಾರ್ಪತ್ರಿಕ 
n Y:4೬7Y'. ಇದರ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡ 


ಗುವುದು. 


= Rn ಮತ್ತು (೫ Y) ಯು ಸಾ” ಮೇಲಿನ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
) ವಾಗಿರುವ ವಿಶೇಷ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ, ಶ್ರಮೇಯೆ 10ನ್ನು ಹೆಚ್ಚು ನೇರವಾಗಿ 
'ರಕಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು 1 ಎಶಿ ಆಗಿರುವ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. ೨ 
ಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು 
ತಿಗಿರರಿ ಮತ್ತು ,4 ಯು f ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ,4ಯು 3x1 
ದೆ ಮತ್ತು ,ಕ್ಕೈ.ಇ./ (1, ೧, 0), ಕ, - / (6,1. 0) ಮತ್ತು 4, =f 
0, 1) ಆಗಿದೆ. ಹೀಗೆ (೧ ೫ 2) = f(x(1,0,0) + y 
» 1,0) + 2(0,0, 1)=xf (1, 0, 0) + ಖ/(0, 1, 0) + 
/ (0, 9, 1) ಇ. ಕೈತ 4,2) ಕೈ2ಇ((0 21 2) (4, Ap 
11) ): ಆದ್ದರಿಂದ (4 4. 43) ಯು ಪ್ರಮೇಯ 16ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟರುವ 
! ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳುವುದಾದರೆ ೪ - R* ಮತ್ತು (X,Y) 
» ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ಿವಾಗಿರುವಾಗ, ಪ್ರಮೇಯ 16 ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಓ ರುವ 
1 ಯು ಔ್‌ ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಕದಂತೆ ಪರಿಗಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ fನ 'ಮಾತ್ಯಕೆ 
ಇತ್ರವಾಗಿದೆ! ಗಗಗೂ ಇದೇ ಫಲಿತಾಂಶವು ಅನ್ವ ಯನಾಗುತ್ತ ದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 
; ರ ನಿರೂಪಣೆ ಮತ್ತು ಸಾಧನೆಗಳು ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಅನಿರ್ದೇಶಕ 'ಕೂಪದಲ್ಲಿ 
ಇಡುತ್ತವೆ. 


ಗಣಿತ ವಾಜ್ಮಯದಲ್ಲಿ, ೪ ಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಬಟ್ಟ ಟ, ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ - 
ತೌಲ್ಯೀಕೃತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಫಲನೋಕ್ಷೀಯ 
ಥವಾ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಕೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾ ರೆ ಭಯ 
ಓೀಲಿನ ಎಲ್ಲ ಕೇಖೀಯ ಫಲನೋಕ್ತಿ "ಯಗಳ ಸಂಗ ಗ್ರಹವನ್ನು ಅನೇಕಸಲ ]/*ಯಿಂದ 
0ಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಭ*ಯಲ್ಲಿನ f ಮತ್ತು 8ಗೆ ಮೆತ್ತು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
M{f+gN-fX+ 8% ಮತ್ತು 10/]3 ಇ af X). ಎಂದು 
ುವರಿಸುವುದರಿಂದ ನಾವು ೪ *ಯೆನ್ನು ಒಂದು ಸದಿಶ'ಸಮಸಷಿ ವಿನ್ಯಾಸ ಸದಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸ 
ಹುದು. ಈ ವಿನ್ಯಾಸದೊಡನೆ ಭ*ಯನ್ನು : ಭಯ ಉಭಯ (ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ, . 
ಸಯುಗ್ಮಿ ) ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ 


ಸುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ 9 *ನಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರಕಿಯೊಂದು 8 ಅನ್ನು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ 
(೨ 


ಹ 
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ಒಂದು ಸದಿಶ ]' ನಿಂದ *ಪ್ರತಿನಿಧಿಸ' ಬಹುದೆಂದು ಪ್ರಮೇಯ 16 ರಿಂದ ತಿಳಿದ, 
ಬರುತ್ತದೆ. (೪ ಯು ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯವಾ'?ದೆ ಎಂಬುದು ಅಭಿಗೆ ಗೈಹೀತ). ಕ 
*ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯ' ವು ನಮ್ಮ ಬಹುಭಾಗ ಕಾರ್ಯದಲ್ಲಿ ಮೂಲಭೂತವಾಗಿಡೆ ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ 

ಪ್ರಾರಂಭಿಕ ವಿದ್ಧಾ ಧಗೆ ;*ನ ನ ಅಧ್ಯಯನದಲ್ಲಿ ಗೊಂದಲ ಉಂಟಾಗುವುದರಿಂದ 
7ನ ಚರ್ಚೆಯನ್ನು ಕೆ ಬಿಡಲಾಗುವುದು. 


1. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


೫" ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 
ಕೆಳಗಿರುವ ೫”ನ 1/1 ಉಪಸನುಸ್ಟಿಗಳ ಪ್ರಕ್ನಿಯೊಂದರ ಲಂಬೀಯ 


ಪೂರ 


(8) 


(0) 


(೦) 


(೮) 


(9) 


ವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

{ (1,0, 1), 3, -1, 1) } ಯಿಂದೆ ನಿರ್ಮಿಸು ಸಲ್ಪಟ್ಟ R’ನ 
ಉಪಸವ ಷ್ಟಿ M ಆಗಿದೆ. 
2೫ ೫-23-0 ೯0: ಮತ್ತು ೨2 ಎ )ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
(2೫ 2? 2 0) ರೂಪದ ಎಲ್ಲ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ, ಔನ 
ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯು M ಆಗಿದೆ. 


ಎ “+X ANT 1513 Xn) 
ಪದ ಎಲ್ಲ "ಸದಿಶಗಳಂದ ಆಗಿರುವ ಔನ ಸಮಸ್ಟಿ ಯು 
ರ 


{(1,0, 1,1), (1,0, -1,1)} ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
7ನ ಉಪಸಮಸ್ಟ್ರಿಯು M ಆಗಿದೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯು M ಆಗಿದೆ. 


3012 
] 0 ೬ ೬] 


75ನ ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯು ಖM ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 17" ಯು 
ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ನನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ, WA ಮತ್ತು M * 
ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ "ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಲಾ 
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(8) ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಶೂನ್ಯ ಸಮಪ್ಟೀಯು ಖ ಆಗಿದೆ 


3 0 1 
[1-1 2]. 
2 1-1 


(b) {(1; 1, 1) } ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಉಪಸಮಸಷ್ಟಿಯು 
M ಆಗಿದೆ. 


(c) x+2y+32-0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (xy z)ಗಳ 
ಸಂಗ್ರಹವು M ಆಗಿದೆ. 


ಒಂದು ಉಪಸವಮಸ್ಟಿಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ಒಂದು ಸದಿಶದ ಪ್ರಲಂಬನವನ್ನು 
ಗಣನೆ ಮಾಡುವ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 15 ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡು ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರ 14 ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಮೇಲೆ 
(1, -1, 0) ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಈ ವಿಧಾನ 
ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


( (೫೫ 2) (ಉಪಾ) ಎ XX FN ೫/)(*- 27) 
ಆ * ೫ * 2ಬ ತ 2132) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ೫ ಹೊಂದಿರಲಿ... ಈ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ಅಭ್ಯಾಸ 2ರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4 ರಲ್ಲಿ 7೫ ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 
ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳು M ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಮೇಲೆ (1,-1,0) 
ಯ ಪ್ರಲಂಬನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


Ff RYT) 8) ಯಿಂದ ಔ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪ ಟ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ 


`ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು / ಆಗಿರಲಿ. 


(8) (೫, Y)ಯು ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, / (21) ಎ 
(MY) ಆಗಿರುವಂತೆ, 7ನಲ್ಲಿ ಒಂದು: ಸದಿಶ ]'ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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(0) ಅಭ್ಯಾಸ 4 ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ, ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವು ( Ly 


ಆಗಿದ್ದರೆ ್ಥ(X) -(¥, 7) ಆಗಿರುವಂತೆ, ಸಕ ಒಂದ, 
ಸದಿಶ. ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಅಂತಃ 
ಒಂದು ೫ ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು 
ಪ್ರಮೇಯ 16 ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ.] 


ಭಯು ಸ್ತರ ೬ 2ರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. (1; 8)ಯು 


A 
p= fF Oso 4 ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಯ 
ಮೇಲಿನ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿರಲಿ. 


(8) 


(0) 


{1+ f} ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ 
ಪೂರಕಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಢಾರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(8) ಯ ಉ ಪಸಮಸ್ಟಿ ಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ 13 
ಅನ್ನು ಪ್ರಲಂಬಿಸಿರಿ. 


(c) Tf =f (3) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ರಯ ಮೇಲಿನ 


(HY 


(8) 


ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸದಿಶ ಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


') ಯು pಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿರಲಿ. 


' ೬ಎ {0} ಮತ್ತು [9] += ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಟು) ಲಂಬೀಯಪೂರಕದ ವ್ಯಾಖ್ಯಾ ನನನ್ನು ಹೀಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 


(0) 


೪ ಯ ಯಾವುದೇ ಉಪಗಣವು ಹ ಆಗಿರಲಿ (ಇದು ಅನಶ್ಯಕ 
ವಾಗಿ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲೇಬೇಕಿಲ್ಲ). ಹ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ]” 
ಗಳಿಗೆ (71) 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳ 
ಸಂಗ್ರಹವು ಹ: ಆಗಿದೆ. ೪ ಯ ಒಂದು ಉಪಸ ಮಸ್ವಿ ಯು 
11: ಆಗಿದೆ. 


೪ ಯು ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೪ ಯ ಒಂದು 
ಉಪಗಣವು ಹ ಆಗಿರಲಿ. 71 ನಿಂದ: ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪ ' 


ಗ 


10. 
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ಸಮಸ್ಟ್ರಿಯು (M1): ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ : 
M ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಪ್ಪಿಯು ಖೆ, ಆಗಿತಲಿ: 
31. ಎ ೬8೬ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ಮತ್ತು (9) ನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


(XY) ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವಾಗಿರಲಿ. 


(8) ಕೆಳಗಿನ ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿರಿ. 
212 - ,(7 * 2)0. 17 - ೫01-137 - 170. 
137 - 71. 


(0) ೫ ನಿಂದ Y ಗಿರುವ ಅಂತರವು ಸ ನಿಂದ 7 ಗೆ ಇರುವ ಅಂತರ 
ದಷ್ಟೇ ಇರಿ. ೪೬2 ಆಗಿದ್ದರೆ, Y ಅಥವಾ 2ಗಳೆರಡ 
ಕ್ಕ ಂತಲೂ ಬಿಂದು (Y+ 7) ೫ ಗೆ ಅತ್ಯಂತ ಹತ್ತಿರವಾಗಿದೆ. 
(ಸೂಚನೆ : (8) ಯಲ್ಲಿರುವ ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ] 


(c) 1” ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಹೀನಮಧ್ಯ ಗಣವು ಖೆ ಆಗಿರಲಿ. } 
ಯಲ್ಲಿರುವ, ಆದರೆ 14 ನಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲದಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವು 7 
ಆಗಿರಲಿ. ೫ ಗೆ ಅತ್ಯಂತ ಹತ್ತಿರವಾಗಿರುವ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು 
ಬಿಂದು ಇಡೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ: (0) ಉಸ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವು M ಆಗಿರಲಿ, // ನಲ್ಲಿ ಒಳ 
ಗೊಂಡಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾಖಂಡದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವು X ಅಗಿರದಿದ್ದಿ, 
Mನಲ್ಲಿನೆ ಒಂದು ಬಿಂದು ೫ ಅನ್ನು ಹನ ಚರಮಬಿಂದು ಎಂದ: 
ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತ ಜಿ. ಆಂದೆಕಿ ಗಿ! ನಲ್ಲಿರುವ Y ಮತ್ತು 7ಗಳಿಗೆ 

(೫7.7) ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದು ೫ಎ ೫ ಮತ್ತು ೫- 2 ಎಂಬು 
ಸ ನಿಬಂಧಿಸಿದೆ. 0 ಯಲ್ಲಿರುವ X ಗೆ ಮತ್ತು ಖ ನಲ್ಲಿರುವ )` 
ಮತ್ತು 2ಗೆ. X«- #{Y+2Z) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಹನ ಒಂದು ಉಪಗಣ 
0 ಯನ್ನು ಗಿ!ನ ಒಂದೆ ಚೆರಮೀಯ “ಉಪಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಲಾಗುವುದು; ೫ ಮತ್ತು 7 ಗಳು 0 ಯಲ್ಲಿವೆ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿಬಂಗ 
ಸಿಜೆ; ಅಂದರೆ, 0 ಯಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು 7 ಯಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲದಿರುವ ,; 


ನಲ್ಲಿರುವ ರೇಖೆಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳಾಗಲಾರವು. 
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` (a) x+y ಆಗಿರುವಂತೆ, ಔನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ (x; ೫) ಬಿಂದು 


'ಗಳೆ ಗಣದ ಚರಮ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(b) 1 ಆ *೫ಇ.ಓ ಮತ್ತು 0<y <3 ಆಗಿರುವಂತೆ R?ನಲ್ಲಿನ ಎಲ್ಲ 


(c) 


(2೧) ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ನೀನಮಧ್ಯಗಣವು ಸಿ1ಆಗಿರಲಿ. 
11 ನ ಚರಮೀಯೆ ಉಪಗಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸೀನಮಧ್ಯಗಣವು M ಆಗಿರಲಿ. ಭಯ 


: ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ .ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 


{d) 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ಆಗಿರಲಿ. ಗಿ ನ ಮೇಲೆ f 
ಒಂದು ಗರಿಷ್ಕ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ; ಅಂದರೆ, ಗ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ FX 
f ೫ ಆಗಿರುವಂತೆ M ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದು ರ್ನ ಇದೆ. ಠಿ 
1.3, ಆಗಿರಲಿ 8 ಸಿಎ ಗಿ ಆಗಿರುವಂತೆ ಗಿ! ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
ಬಿಂದುಗಳೆ ಸಂಗ್ರಹ 1, ಇದು ಹನ ಚರಮೀಯ ಉಸಗಣ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


f xy) ೯೨೫24 3) ಮುತ್ತು ॥ ()) 60) ಆಗಿರಲಿ. 
(ರಿ) ಯಲ್ಲಿ ಕೊಬ್ಬಿರುವ ಪೀನಮಧ್ಯ ಗಣವು ಹ ಆಗಿರಲಿ. 


ಗ 8 ಮತ್ತು 8-2 f ಗಳು ಜನ ಮೇಲೆ ಅವುಗಳ ಗರಿಷ್ಠ 


ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ, 11ನಲ್ಲಿ (x,y) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


{XX ೩೫) ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಒಂದು 
ಸಂಗ್ರಹ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. {XX ೫] 
ಯಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪೀನಮಧ್ಯ ಬಹುಭುಜಾಕೃತಿಯು 1 <; 
hಗೆಸ20 ಮತ್ತು ೫೯೫% ತಮ್ಮವ ಟ ಆಗಿರುವಂತೆ 
SQN ಎ೩3 2೧83. ...- ಲ್‌ ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿದೆ. 


(8) 


(ರಿ) 


(Xt, ೫೧, ..., 35) ಉದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಪೀನಮಧ್ಯ 
ಬಹುಭುಜಾಕೃತಿಯು ಒಂದು ಪೀನಮಧ್ಯಗಣವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. - * 

{ (1,1) (ಕ, 2) (-1 2% (-2,-4) (1-5 
ಕ್ಕ -1) ; ನಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಪೀನಮಧ್ಯ ಬಹುಭುಜಾ 
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ಕೃತಿಯನ್ನು ವಿಶದೀಕಂಸಲು ಒಂದು ಚಿತ ಶ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


(೦) 111. XS, ..., ೫*) ಯಿಂದೆ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪ ಟ್ರ ಹೀನಮಧ್ಯ 
ಬಹುಭುಜಾಕೃ 3ಯೆ M ಆಗಿರಲಿ. ಕೇವ ಲ ಯಾವುದಾದರೂ 
ii Y= ೩! `ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಮಾತ್ರ 41 ನ ಚರಮ 
ಬಿಂದುವು ೫ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) ಭಾಗ (0) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ M ಇರಲಿ ಮತ್ತು ೪ಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ವಾಸ ಸ್ವವಿಕ.ಮೌಲ್ಯೀಕೃ ತ್‌ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು / 
ಆಗಿರಲಿ. ಹನ ಮೇಲೆ 1ನ ಗರಿಷ್ಠ. “ಬೆಲೆಯು ಯಾವುದಾದರೂ 
2 1,1 5 1 ಸಿಗೆ  ಸಾಧಿಸಡುವುರೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚೆನೆ: ;2 1ಗೈ. 2/11) ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಮತ್ತು ೫,20 ಯೊಡಕಿ' #xX+ + 
xX * ಮತ್ತು x ೭1 ಆಗಿದ್ದರೆ ರೈ ಆಗ 
(೫) F(X) ೮1 ಈ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ರೇಖೀಯ ಯೋಜನೆಯಲ್ಲಿ 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ ವಿಧಾನಕ್ಕೆ ಕೆ 









ಚೆನಾಗಿದೆ.) 


(6) ಭಾಗ (0) ಯಲ್ಲಿರುವ ಗಣವು ಹ ಆಗಿರಲಿ. ಭಾಗ (6) ಯನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಸಿ! ಮೇಲಿನ (wy) ೯೪೫% - y ಮತ್ತು 
8 (0೧)) ಇಡ ಗಳೆ ಗರಿಷ್ಕ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಭಾಗ 5. ಪರಿಕರ್ಮಿಯೊಂದರೆ ಪಾರ್ನ್ನಬಂಧಿ 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ನಿಗಳ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು ಪ್ರಮೇಯ 16 ರ 
ಸಹಾಯದಿಂದ ಮಾಡಲಾಗುವುದು. ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ್ಕು ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಖು ದೊಡನೆ *ಸಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ' 
ಆ ಕಕೆಯಲ್ಲ ಡುವ ಒಂದು ಹೊಸ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತ ದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೆ: ಇವೆ. ಈ ಹೊಸ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಒಂದು ಸರಳ; ಮಾಕ್ಸ ಕೆ ವಿವರಣೆ 
ಯನ್ನು ಮತ್ತು ಗಣನೀಯ -ಸೈದ್ಧಾಂತಿ ತಿಕ ಮತ್ತು ಗಣನಾತ್ಮಕ ಸ್ವಾರಸ್ಯವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. ಎರಡು-ಆಯಾಮದ ಒಂದು ಉದಾಹಂಣೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸೋಣ. 
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7ಯು ೫? ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
ab 
. 4 -[( 7] ಯು 
7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ, 


(1) Txy)= (xy ಇದು ಕೇವಲ [5 H ಗ | 5] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


7 ಯೊಡನೆ ಆನ ನ: ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಕೆಳೆಗಿರುವುದ 


ರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಯಾ ಕೆಯಗನ 
| 5o[§ (ಸ್ವ 
bdjLy ಪೆ 
ಆಗಿದ್ದ ಕೆ ಮಾತ್ರ. 





4 ಯ ನೀಟಸಾಲು ಮತ್ತು ಅಡ ಫ್ಲೈ ಸಾಲುಗಳಿರಡನ್ನೂ ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡು 
ವುದರಿಂದ, 4 ಯಿಂದ 7*ನ ಮಾತ ಫಕೆಯನ್ನು ಜೊರಕಿಸಿದೆ. (ಇದನ್ನು ,4 ಯಿಂದ 
7* ಮಾತೃ ಕೆಯನ್ನು 4 ಯ ಕರ್ಣರಠೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ ಪ್ರತಿಫಲದಿಂದ ದೊರಕಿಸಿದೆ 
ಎಂದೂ ಕೂಡ ವಿವರಿಸಬಹುದು.) 7 ಮತ್ತು 7* ಗಳ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಪರೀಕ್ಷಿಸೋಣ. ( (2೧ ೫) (೫, ೫) ಯು ಔ? ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧ ವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕಳಗಿನ ಸಾಮ್ಯಕವು ಉಂಬಾಗುತ್ತದೆ: 


(3) (7(//;): (XY) I= ( (XY) THX ¥2)) 

(1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಇದನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ 
T(x) (ax + byplex + dy) ಮತ್ತು T*( xy) ಎ (ax, + 
cy» bxg+ dy) (ax + hy Oxy) (XP) EC UXX + 
byx2 +x + 6,೫: ಇ (aX, + CVX +dY), (2, ೫,) ಆಗಿರು 
ವುದರಿಂದ (8 ಸಾಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು. ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೆ "ಪೆ. 


ಈ ಗಣನೆಯನ್ನು ಇನ್ನೂ ಸುಲಭಸಿ99ಸಲು,' 10ನಲ್ಲಿರುವೆ ಸದಶೆವೆನ್ನು 'ಕೆೊಡ್ಡ 
ಕರಗಳಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸೋಣ ಮತ್ತು 1 ೫) ಯನ್ನು ೫2 ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ "ಅತಂತ 
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ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ, ಆಗ (8) ಹೀಗಾಗುತ್ತದೆ: 
(4)... (THY)-(¥T*Y) ಗೌನನ್ಸಿರುವ ಎಲ್ಲ) ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ. 

(4) ಕ ಓಂದು ಪರಿಣಾಮವು ಇಂತಿದೆ : 
(5) 7ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯು (ಆಗಿರಲಿ. ಅಗ 7*ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು 


11: ಆಗಿದೆ. 
(ರ)ನ ಸ್ಯಾರಿ ಪಸಲು 7*ನ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿ Y' ಇರಲಿ ಮತ್ತು 7" Y - Y¥! 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಔ? ನಲ್ಲ ¥ ಯನ್ನು ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿರಿ. 7ಯ ಶೂನ್ಯ ಸನಸ್ಪಿಯಲ್ಲಿ 


X ಇರಲಿ. ಆಗ 777ಎ 0. ಸಮಾಕರಣ (4) ರಿಂದ (7%, 17) (೩7.1) 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 0 -(0, Y) © (TX, Y)=(XT*Y) 
(MY). ಇದು 7*ನ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಕವೂ 7 ಯ 
ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿರಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸು 
ತ್ತದೆ; ಅಂದಿ 7. *ಯ ವ್ಯಾಸ್ತಿ ಯು ಗಿ1: ನಲ್ಲಿ ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 8ರ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಟೀಕೆಯಿಂದ ಸಾನ ನ (7) = ಸ್ಥಾನ (T* ) ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೆ (ವೆ. 
[ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 4 ರ (28) ಕ್ಸು ನೋಡಿ.] “ದೂ ಅಲ್ಲದೆ ಪ್ರಮೇಯ § 
ರಿಂದ ಸ್ಮಾನ (T)= dim ೧2 dimM ಎಂದಿದೆ. ಭಾಗ 4 ರ (8) ರಿಂದ 
ಸ್ಥಾನ (7) - dim 11... ಹೀಗೆ ಸ್ಥಾನ T*=dim MY 7*ಯ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯು ನಲ್ಲ ಒಳಗೊಂಡಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಒಂದೇ. ಆಯಾನುವನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವುದರಿಂದ, (5) ಸಫಲವಾಗುತ್ತ ದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾಥಿಸಲಾಗುವುದು. 


ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ (1) ರ ಕೆಲವು ಪರಿಣಾಮಗಳು ಹೀಗಿವೆ 
(8) (7*)* ೬7 
(6) (0) (9. 7)*.-5*-- 7*, 


(0) (17)* :- 08”, ಇಲ್ಲ ಆಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾಗಿದೆ, 


(6) (ST) = 7*4*. 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನು (೨) ನ್ನು ಉಷಯೋಗಿಸಿ ಸ್ಥಾಸಿ:ಬಹುಸು, 
30) 
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(86) ಯನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸೋಣ. 


ab 
| ಸೆ ಯು 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರರಿ ಮತ್ತು 


ಬ] 
c,d 
5ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ $7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ 


Joa +h 0 | 
ca+dc cb + dd 


ಆದ್ದರಿಂದ (57)*ನ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ 


00-೧೮ ೮.೦5 4] - a ಸ a, ೧, 
ab+bd --0/0| (| 01(॥, 0ಛೈ.' 
ಇದು 6$* ಮಾತೃಕೆಯು T ಮಾತೃಕೆ ಸಲದಸ್ಟಿದೆ. ಇದು (06) ಯನ್ನು 
ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. 

೪ ಯಲ್ಲಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಸೂಕ್ತವಾಗಿ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ, ಈ ಎಲ್ಲ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನೂ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಬಹುದು. ಇದರ ಬದಲಾಗಿ 7* ಯನ್ನು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲು ಮತ್ತು ಅದರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ದೊರಕಿಸಲು (4) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. ಇದರಿಂದ ಸಾಧನೆಯು ಸರಳವಾಗುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಕಡಮೆ ಜಟಲತೆಯ 
ಹೇಳಿಕೆಗಳುಂಟಾಗುತ್ತವೆ. ` 


| ಯು ಒಂದು ಫಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ ಮತ್ತು (೫೪) ಯು 
೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 7ಯು 
೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 3'ಯು ಸ್ಥಿ ರವಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು f X= (7% 1) ಆಗಿರಲಿ f ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿಣೆ ಎನ್ನುವುದು 
FAX +X) =(T(aX +X”) Y)=(aTA'+1iTX,Y) 
=a( TX 7) (7%3* Y)=cf X'+hf X° ನಿಂದ ತೋರಿಸಲ್ಪ 
ಟ್ರದೆ. ಈರ್ಗ್ಯ ಗೆ ಪ್ರಮೇಯ 16 ನೆ ಅನ್ವಯಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು 
(7) :..೫ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಫ ಸಗಳಿಗೆ, F(X) (1171) ಆಗಿರುವಂತೆ 
»' ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸದಿಶ 7 ಇದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಪಾನಿಸಬಹುದು. 


ಉದ್ದೆ, ಕೋನ ಮತ್ತು ಗಾಕ್ರ 2ತಾ 


71 ಯು ನಿಂದ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುವುದರಿಂದೆ (ಇದು Y ಮತ್ತು 
7 ಯ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ), ೪ ಯಿಂದ ೪'ಗೆ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿ 
ಸಿದ್ದಾಗಿದೆ. ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಈ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು 7 * ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗು 
ವುದು ("7-ನಕ್ಷತ್ರ' ಅಥವಾ *7-ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ' ಎಂದು ಓದಲಾಗುವುದು). ಇದನ್ನು 
(XY) ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬ' ಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿ 7 ಯ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ... 7* ¥ಯ್ಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ, ಸದಿಶ ]”1 ಆಗಿದೆ, ಇದು ' 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಾ ಗಳಿಗೆ (TX, 7 ಎ (20 11) ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧದಿಂದ 
ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳುವುದಾದರೆ 7* 
೫ ಯೆ ಕೆಳಗಿರುವ ನಿರ್ಬಂಧದಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
(8) ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು 7'ಗಳಿಗೆ (TY J =(KT*Y) 


7. *ಯು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. ಅಂದರೆ ಇ ಡಿಗಳು 
ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲು ಮತ್ತು }” ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ 73 
ಮತ್ತು ೫3ಗೆ, 7*(015% + 013 =a7*Y? + 67*1*ಎಂದುತೋರಿ 
ಸಲು ಇಚ್ಛಿಸುತ್ತೇವೆ. 7*(aY > + 83 ಯು (177*(013--113) 
(TX, aY 3+ bY) ಆಗಿರುವಂತೆ ಭಯಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶವೇ 7*(a Y3+ bY 
ಆಗಿದೆ. (TX 013. bY) = ATHY + ATHY ATHY”) 
=(¥XT*Y”)- ಮತ್ತು (TXYN)-(X7*Y9) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
p ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ X ಗಳಿಗೆ (XK T*(aY +03) = (KaT*Y +b 
7*71) ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ 7*(013- bY) -aT*Y? 
--67* 13. ಇದು 7*ಯು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


| (8) ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದಲ್ಲಿ 7 ಯ ಪರಿಣಾಮವನ್ನು ಸ್ಥಾನಾಂತರಿಸುವ 

ಒಂದು ಸಾಧನ ಮಾತ್ರವಾಗಿದೆ. 7 ಯನ್ನು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದ ಒಂದು ಪಾರ್ಶ್ವ 
ದಿಂದ ಮತ್ತೊಂದು ಪಾಶ್ವ ಕೈ ಪಲ್ಲಓಸ ವಾಗಲಲ್ಲ, ಅದನ್ನು TT ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತ 
ವಷ್ಟೆ. ಕೆಳಗಿನವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುವುದರಿಂದ ಈ ಪ್ರಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ವಿತದೀಕರಿ 
ಸೋಣ. [(6) ರೊಡನೆ ಹೋಲಿಸಿ.] 


(a) (75)* = 
(b) (5.-7)* =S*+T* 
(9) (e) (07)* =aT* ಇಲ್ಲಿ ಆಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯ 


(6) (ST) = 
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ಇದರಿಂದ |" ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಮತ್ತು ' ಗಳಿಗೆ (74/17 -(೫7* 
Y) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅದೂ .ಅಲ್ಲದೆ (¥T*Y) ಇ (7*3,%7) ಮತ್ತು : 
(8ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ 71*17%) ಎ (71(7*)*.)ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ.ಅಂದರೆ 
(711೫) -(2,(7*)*.1) -((7*)*%3೫) 1” ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
೫ ಮತ್ತು 37 ಗಳಿಗೆ. 7-(7*)* ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟರುವು | 
ದನ್ನು ಬಳಸಲಾಗುತ್ತದೆ, 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಮತ್ತು 7' ಗಳಿಗೆ (773, 1) =(T,¥Y ) 
(10) ಆಗಿರುವಂತೆ, )” ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 7, ಮತ್ತು 
1, ಆಗಿದ್ದೆರೆ, ಆಗ 7, - 7.. 


ನಿರ್ಬಂಧ (7,301) - (7,117) ಇದು 


೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ XN ಮತ್ತು ]' ಗಳಿಗೆ ((7, - 7೫.30. 
ಇರುವಂತೆಯೇ ಇದೆ. 


Ye Ty - TX ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ।(7/- 7,111 ಎ((7,-7,) 
1. (7; - 7.) 0,1 ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು Yಗಳಿಗೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
TX=TXV ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ. ಇದು (10) ನ್ಸು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ, 
ಇದರಿಂದ (941) ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತವೆ. 

(೦ರ) ನುತ್ತು 9) ಯ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು Beco ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 
(94) ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. (X (67)*1) = ((57)%, 7) = 
(5(7%).3) ಎ (7%(5*3)) ಎ (8(7*5*)7)) )' ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
X ಮತ್ತು Yಗಳಿಗೆ ಎಂದಿರುವುದರಿಂದ ನಾವು (10) ರಿಂದ, (ST)* = 7*S*, 
ಇದು (94) ಆಗಿದ್ದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


T ಯೆ ಮತ್ತು 7*ನ ಮಾತೃಕೆಗಳ ನಡುನಣ ಸಂಬಂಧವು ಒಂದು ಸಮ: 
ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಸರಳರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇದು 
(1) ಮತ್ತು (2) ರ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧಕ್ಕೆ ಸದ್ಯ ಶವಾಗಿದೆ.. ANN ಇ). 
ಯು ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಅಧಾನವಾಗಲಿ. 4ಯು 7ಯ ಮಾತೃಕೆ | 
ಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 12/1, ಸ, ..., ೫?)ಗೆ : ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಗ8ಯು 7 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, ಆಗ Ty. ALAN +A je 


1,3, .... 1 ಗೆ ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ ಭಾಗ ತಿರ (8) ಇದರಿಂದ 7% 
(7%1,%1)೩1. (7%1, XX +E (TXXNUYN pal, ೨, 
-, 1 ಗೆ ಎಂದಿಜಿ. ಇದರಿಂದ ನ 
೫ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವು (ಸ (2, ..., ೫] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು. 4 ಯು {XN Ny 
(11) ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದಕೆ, ಆಗ /ಎ 1, 2, 
ಮತ್ತು ) ಇ 1,2, ಗೆ ಇರಲು ಜ್‌ 


{XL XN ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 *ದ ಮಾತೃಕೆ ೫ಗೆ ನಾವು 
(11) ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸೋಣ. ಇದರಿಂದ 8; (T*X7,X' *(್‌ TX’) 
“(TX ೫೧ = Aj; ಅಂದರೆ, ಡBಯು 4ಯ ಆಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 
ನೀಟಿಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ, ,4 ಯಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
8 ಯು ಒಂದು ಹೆಸರನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, 4 ಯು ಒಂದು /೫ x ೫ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ ಗ್ರ ಟ್ಟ 1ಐ1,2,...,7 ಮತ್ತು ;-. 
1,2,..n ಸಂದ ನ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ nxm ಮಾತೃಕೆ 8 ಯನ್ನು 4A ಯ ಸ್ಥಾನ 
ಪಲ್ಲಟಿನ ಎಂದು ಕ3ಯುತ್ತೀವೆ. ಈ ಮಾತೃಕೆ B ಯನ್ನು ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸ | 
ಲಾಗುತ್ತದೆ (",4- ಸ್ಥಾನಪಲ್ಲಟನ' ಎಂದು ಬದಲಾಗುವುದು). ಈ ಪದಕೋಶದಲ್ಲಿ 
ಫಲಿತಾಂಶವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 


ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 4 ಯು ಗಯ 
(12) ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಯು ಆದೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
7*ಯೆ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದೆ. 


(5) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂಕಿದೆ, 


ಪ್ರಮೇಯ 17. 1" ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 

(XY ) ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 

7 ಯ ಸನ್ನ ಸಮಸ್ಸಿ ಯು -ಹM ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ರ್ಗ್‌ದ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯು-N 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ fol N: 


ಸಾಧನೆ: ಈ ಸಾಧನೆಯ ಕೆಲವು ಮಾರ್ಪಾಡುಗಳೊಡನೆ (ರಿ) ರ ಸಾಧನೆಗೆ 

। ಸದೃಶವಾಗಿದೆ.. 71 ಯು, // ನಕ್ಸೆಂಲಿ ಮತ್ತು 7 *1 ೫1 ಆಗಿರುವಂತೆ: 
ಯಲ್ಲ. ಅನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ. 1 ನಲ್ಲಿ X-ಇರಲಿ. ಆಗ.7¥ ಎ0. ಅಂದರೆ 
0 (0, 7೨೫೪7 1) -(೫೫* 7) (1೫11. ಇದು 14. ದಲ್ಲಿ, 
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N ಇರುತ್ತದೆ. ಎಂದು ಶೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಸ ಎ ಹ: ಎಂದು ತೋರಿಸಲು 
ನಾವು ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು 


೪ ಯು ಪ್ರಮೇಯ 17 ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ. ಹ, ಮತ್ತು ಖೆ, 
ಗಳು ೪ ಯ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. M,ಯು M,ನಲ್ಲಿ ಒಳ 
( 3) ಗೊಂಡಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗೆ, 7 ಗ, 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ,! ದಲ್ಲಿ ೫: ಇರುವಂತೆ ಮತ್ತು ೫: ; 0 ಆಗಿರು 
ವಂತೆ ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸ ಇದೆ. 


(13) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ನಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲದಿರುವ, ನಲ್ಲಿ ಇರುವ ಒಂದು 
ಸದಿಶವು ೫ ಆಗಿರಲಿ. ಹೀಗೆ ¥1ಯು ಖೆ ನಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು X:ಯು 1/೬ 
ದಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ ೫ 4 0 ಮತ್ತು ೫-೫೬೫. ಆದ್ದರಿಂದ ೫:0 
(ಹಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ೫! ,ನಲ್ಲಿ ೫ ಇರಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ) ಮತ್ತು ೫X: ಯು 11, ನಲ್ಲಿದೆ 
(117 ನಲ್ಲಿರುವ ೫%..೫-೫X' ಆಗಿರುವುದರಿಂದ). ಇದು (13)ನ್ನು 
ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 


NM: ಆಗಿದ್ದರೆ, ೫° ೬0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು /ಿ/. ದಲ್ಲಿ ¥* 
ಇರುವಂತೆ ಹ: ದಲ್ಲಿ 112 ಅನ್ನು ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿರಿ. ಆದ್ದರಿಂದ (3೩3 7 *Y)-0 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೆ. (%/2,7*1) - (723, Y) ಆಗುವುದರಿಂದ, 
(7%1,37) . 0, ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ Y ಗಳಿಗೆ ವಿಶೇಷವಾಗಿ (TX, TX?) - 0 
ಆಂದರೆ, 7% 2.0. ಹೀಗೆ [3 ಯು Nನಲ್ಲಿದೆ. ಇದು ಒಂದು ವಿರೋಧಾಭಾಸ 
ವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ N=M: ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ 17, ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ, ಇದನ್ನು 
(12) ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿಯೂ ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು. 


(14) ಸ್ಥಾನ(7)=ಸ್ಕಾನ (73). 
ಇದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 17ರ ಅಂಕನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, . ಸ್ಮಾನ (77) - 
dim 1' - dim 14 - 001 11. - (07 ಗಿ1 -ಸ್ಕಾನ (7*). 


ಭೀಳೆಗಳು : , ಗಣನೆಯಲ್ಲಿ, (12) ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ (8) ಕೈಂತ ಹೆಚ್ಚು 
ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ. ಕೆಲವು ಗಣನೆಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಸೈದ್ಧಾಂತಿಕ ಉಪಯೋಗಕ್ಕೆ (8), 
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12) ಕ್ಕಿಂತ ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಸುಲಭವಾಗಿಜಿ. ಕೆಲವು ಬಾರಿ, ವಿಶೇಷವಾಗಿ 7ಯು 

ಇ್ಯಮಿತೀಯವಾಗಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಾಗ, (8) ರಿಂದ 7*ದ ಸರಳ ವಿವರಣೆಗಳನ್ನು 
ಪಡಿಯಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 7 ಯು ಔR್‌ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಕೋನ ॥ ದಷ್ಟು ಒಂದು 
ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದ ಆನರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 7*ವು (ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ ನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ) 6 ಕೋನದಷ್ಟು ಒಂದು ಪ್ರ ದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದ ಆವರ್ತನೆ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂಬುದು (8) ರಿಂದ ಸುಲಭವಾಗಿ ಕಾಣುತ್ತ ದೆ. ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 7* 
T= ಅಂದಕಿ 7* . 7-. 


7* ಇ 7-! ಆಗುವಂತೆ ಮಾಡುವ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಯನ್ನು ಅಂಬೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇದನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ 4ರಲ್ಲಿ ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲಾಗು 
ವುದೆ. 7* ಎ 7' ಆಗಿರುವಂತೆ ಇರುವ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಯನ್ನು ಒಂದು 
ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು, 7*.- - 7 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 
7 ಯನ್ನು ವಿಷಮಸಮಾಂಗ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ನಾವು ಇದೇ ಪದಕೋಶವನ್ನು 
ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ ಬಳಸುತ್ತೇವೆ: 4" -.4-! ಆಗಿದ್ದರೆ 4 ಯು ಲಂಬೀಯ; 4"- 4 
ಆಗಿದ್ದರೆ 4 ಯು ಸಮಾಂಗ್ಯ; ಮತ್ತು 4" - - 4 ಆಗಿದ್ದಕೆ ,4 ಯು ವಿಷಮ 
ಸಮಾಂಗ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ 3ಕಲ್ಲಿ 
ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲಾಗುವುದು. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶ ಕುತೂಹಲಕಾರಿಯಾಗಿಜೆ. 


15 7, -೫[* ಮತ್ತು 7, ಎ-7** ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ 7.7... 7. 
(15) 7ಗೆ ಈ ಪರೋಕ್ತಿಯು ವಿಕೈಕವಾಗಿದೆ. 


(15) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 17ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಮಾಡಲು (13) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸ 
ಲಾಯಿತು. ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 4ರ (28) ಮತ್ತು (12) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
(14) ನ್ನು ಸ್ಥಾನಿಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 17ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣ 
ಮಾಡಲು (14) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು. [ಅಗ ಸಾಧನೆಯು (5)ರ 
ಸಾಧನೆಯ ನಕಲಿನಂತಾಗುತ್ತದೆ.] 


೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದ್ದಾ, ಗ (8)ರ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಿಜಿ. ಭಯು ಲೆನಂತ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರುವಾಗ, (7) ಅನ್ವಯವಾಗದಿರ 
ಬಹುದು, ಅನೇಕ ಮಹತ್ವದ ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ, (7) ಸಾಧಾರವಾಗಿರಬಹುದು. (8) 
ಸಫಲವಾಗುವಂತೆ ೫ ಯ ನೇಲೆ 1 ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7* ಇದ್ದರೆ, ಆಗ 
7ಯು7* ಎಂಬ ಹೆಸಂನ ಓಂದು ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳು. 
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ತ್ರೇವೆ. ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಅಫಂತಆಯಾಮದ ಕೆಲವು ಪ್ರಸಂಗಗಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು 


ಕೊಡುತ್ತವೆ. 


1. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


R’ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ, ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿ 
7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ T* ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಿರಿ. ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿ ಗಳಿಗೆ ಆಧಾರಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ, ಪ್ರಮೇಯ 17 
ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿ ಪರಿಕರ್ಮಿಯೂ ಸಫಲವಾಗುತ್ತ ಜಾದು "ತಾಳೆ: 
ನೋಡಿರಿ. 


(8) 7 (2೧2) ಇ (೧೫-೫೩--೫--2) 

(ಏ) 7ಯು 7] - ಅಕ್ಷದ ಸುತ್ತ 7/4 ಕೋನದಷ್ಟು ಒಂದು 
ಆವರ್ತ್ಶನೆಯಾಗಿದೆ. 

(6) 7ಯು x೭ ಸಮತಲದ ಮೂಲಕ ಹಾಯ್ದಿರುವ ಎಲ್ಲ ಬಿಂದೃ 
ಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿಫಲಿಸುತ್ತದೆ. 

(೮) 7:ಯು ೫ ಸಮತಲಕ್ಕೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ ಪ್ರಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ. 

(6) 7 (೧ ಪ 7( ಜು - 2೬ಸಿ, -2x- 3) 


RO ( (ಬು ೫ಬ ಲು PY) = Xxx +(x, + ೫॥) 
(೫, % ೫2) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಹೊಂದಿರಲಿ. ಪ್ರ ತಿಯೊಂದು 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಸೆ 7 * ಅನ್ನು ವಿವರಿಸಿರಿ, 
[ಬಹುಶಃ ಸಮಾಕರಣ (8)ರ, ಉನಯೋಗ ಅತ್ಯಂತ ಸುಲಭವಾಗಿದೆ. ] 


(a) (ಜಾ) ಎ (೫-3 )) 
(ರ) P(xp=(0x+y) 
]' ಯ ಸ್ತರ 4 2ರ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. ॥ ಯು 
(Pad Ff (೧8(1)6 ಮಿಂದ" ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಆಂತರಿಕ 


ಗುಣಲಬ ವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ. ಪತಿಕರ್ಮಿಗಳೆ ಫೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ: . 
ಪಾಶ ರ್ಸ್‌ ಬಂಧಿಗಳೆನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಭಿನೆ: ಭಾಗ (4)ರ 
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ಅಭ್ಯಾಸ 7(೧)ಯನ್ನು ಮತ್ತು ಭಾಗರಃ ಅನುಕಲನ, ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ.] 
(8) (T, /)(!)ಎ(04/6ಗಿ f(t) 

(b) (Tf (ಗ) -1(0/60) / (ಗಿ 

(೦) (7[/)(೧)(6/0ಗಿ! (ಗಿ ಇ 
(6) (Tf Mf / (udu 

(6) (Tf MO=S it+ uy / (udu 

ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ ಅಭ್ಯಾಸ ೫ರ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
(ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ರ ವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ). ಆ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಸಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗಳಿಗೂ ಮಾತೃಕೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1. (ಗಿ ಮತ್ತು 7. 7.7, ಮತ್ತು 7, ಗಳು ಅಭ್ಯಾಸ 
ಡಿ ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನು ವಿವರಿಸಿರಿ . 

(a) 7,*7 (b) TAT) 

(೦) (7, 7/2“... (6) (7,7,7 7 7, 

(6) T*+T, 

p ಯು (4.8) = ಹಾ AB +A B+ AB; ಸ] + A228 
ಯಿಂದ ವಿವರಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದೊಡನೆ 9x 
ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಪಾರ್ಶ್ವ 
ಬಂಧಿಯನ್ನು ಕಂಡುಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (8)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 


ಇವುಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಬಹುದು. ಓಂದು ಸರಳತರ ವಿಧಾನವು, (A B= 
17(8' A) ಎಂದು ಗಮನಿಸುವುದು ಮತ್ತು ಅಧ್ಯಾಯ | ಭಾಗ ಗರ 


ಅಭ್ಯಾಸ ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದು ಆಗಿದೆ.] 


(a) 74ಎ ೧4: ಇಲ್ಲಿ € ಯು ಒಂದು 2x82 ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದೆ. 


(0 TA+AC- C4 ಇಲ್ಲ. ಯು, ಒಂದು2' ತ ಮಾತೃಕೆ 


ಯಾಗಿದೆ ,. ೨ 1ಬ. 3.೫11 
* ` 311 
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(೧) 74.46% 04. ಇಲ್ಲಿ € ಯು ಒಂದು 2 x 2 ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿಹೆ. 


;' ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು 7 ಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಕೇವಲ 7*ಯು 
ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 11, (ಉಟ) ಮತ್ತು 
ಪ್ರಮೇಯ 10, ಪ್ರಯೋಜನಕಾರಿಯಾಗಿವೆ.] 


(8) (9ರ) ಮತ್ತು (9೭) ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(8) (15) ನ್ಹು ಸಾಧಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ : 7; -(7-.7*)/ 
ಮತ್ತು 7, .(7- 7*)/2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.) 

(a) ಅಭ್ಯಾಸ 1ರ ಯಾವ ಪರಿಕರ್ನಿಗಳು ಸಮಾಂಗನವಾಗಿವೆ? 
ಯಾವುವು ವಿಷಮ ಸಮಾಂಗವಾಗಿವೆ? ಯಾವುವು ಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿದೆ? ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನೂ ಒಂದು ಸಮಾಂಗ ಮತ್ತು ವಿಷಮ 
ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಮೊತ್ತದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. 


(0) ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನೂ ಅಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಭಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಒಂದು 
ಸಮಾಂಗ ಮತ್ತು ಒಂದು ವಿಷಮ ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ 
ಮೊತ್ತದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. 


1 
ಭಯು, (ಗ ಈ) - | 1 (dt ಯಿಂದ ' ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದೊಡದೆ 05೮ಆ( ೬.ಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 7ನ ಸಮಸಿ 


 ಯಾಗಿರಲಿ.' 7ಯು, K(15)ಯು0 ೬1 <1 ಮತ್ತೆ 


05851 ಗಾಗಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ವಾಸ್ತನಿಕ-ಮೌಲ್ಯೀಕೃತೆ 


ಅವಿಚ್ಛೆನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, (7 f (ಗ) ಎ | 13) f(s) 


45 ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ 


ಪಂಕಮಿ7ಯಾಗಿರಲಿ. 
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(8) 7*ಯು (TFN) - | Koh f (sds ಯಾದ 
ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ರೆ, ಆಗ 7*ಯು 7' ಯ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯಾಗಿದಿ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) ಕೇವಲ ೫ ( 15) -8 (81) ಆಗಿದ್ದರಿ ಮಾತ್ರ 7'ಯು 
ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


1 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವು (He) | f (೧೪೧6! ಯಿಂದ ವಿವರಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವುದರ ಜತೆಗೆ ೪ ಯು ಬಹುಸದಿಗಳೆ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) 7(/ಎ/(1)ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ೯ 
ಆಗಿರಲಿ. 7 (1) (9) ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ್ಥಗಳಿಗೆ 
ಆಗಿರುವಂತೆ, ೪ ಯಲ್ಲಿ 8 ಸದಿಶ ಇಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : 17 ಯಲ್ಲಿ F(f) ಎ (P98) ಆಗಿರುವಂತೆ 
ಒಂದು | ಇದ್ದರೆ, ಆಗ್ರ" (1) ಎ0 ಆಗಿರುವ ಎಲ್ಲ / ಗಳಿಗೂ 
(18020. 81) ೬0, 8೫50 ಆಗಿರುವುಡರಿಂದ 
((1- ೧:00)? ಅದ್ದರಿಂದ (1 - f)ge 0]. 

Tf = (0/0/) f (1) ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ರುವ 
೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. 
7 ಯ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿ ಇಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿ 
ಸಿಂ. [ಸೂಚನೆ: 7* ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ ಭಾಗಗಳ 
ಅನುಕಲನದಿಂದ / (7*8) ಎ (181) - f (08(0) 
=( 8) Te) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ (/ಓ (7.7) 
8) - f (Mg(1) -/ (0) g (0) ¥ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ! ' 
ಮತ್ತು £ಗಳಿಗೆ. (ಗ). ಎ೬ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಭಾಗ (೧) 
ಯನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


(b 


Re 


., Rಯು ಅಭ್ಯಾಸ 2 ರ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ ಮತ್ತು 


7. ಯು ಔ? ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ 7*ನ 


ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಒಂದು ,ಸರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು 


ಬರೆಯಿ), 
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ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ ' 
4 ಮತ್ತು 08 ಗಳು? x ಗ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವುವು ಸಮಾ 
ನಾರ್ಥಕಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(8) 4 ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಒಂದೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸಂಕೋಚಿಸಿದ ಸೋಪಾನ 
ವ್ಯೂಹ ಮಾತೃಕೆಗೆ ಸಂಕೋಚಿಸಲ್ಪಡಬಹುದು. 


(ರ) 4 ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಒಂದೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟ್ರಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 
(0) .4 ಮತ್ತು % ಗಳು ಒಂದೇ ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಪಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 
(6) P ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ A=P,B. 


[ಸೂಚನೆಗಳು : (೩) ಯು (0) ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲು 
ಅಧ್ಯಾಯ 1 ರ ಭಾಗ3 ರ (36) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. (0) ಯು (€) ಯನ್ನು 
ಒಳನೊಂಡಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲು ,4' ಮತ್ತು ಔ" ಗಳು ಒಂದೇ ನೀಟಸಾಲಿನ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಯನ್ನ ಹೊಂದಿವೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಅನಂತರ ಪ್ರಮೇಯ 
17 ಮತ್ತು 8ರ ಮೇಲಿನ ಟವಪ್ಪಣಿಗಳನ್ನು : ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. (0) ಯು (6)- 
ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲು 4 (ಮತ್ತು 8) ಯ ಶೂನ್ಯ ಸವಮಸಷ್ಟಿಗೆ 
ಒಂದು ಆಧಾರವು (೫', 32, ..., ೫ * ಆಗಿರುವಂತೆ, ಢಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 
1383೬ ೫೩2, ..., NE NEN) ಆಗಿರಲಿ ತನ್ನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
೩ ಆಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು $ ಆಗಿರಲಿ, ತನ್ನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು \B ಆಗಿ 
ಹೊಂದಿರುವ ಪುಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಪ್ರಮೇಯ 8ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಗಣ 
{TX TX... TX" ವು ನಿರವಲಂಬಿತ ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗಿತ್ತು. 
ನಗೆ ಒಂದು ಆರೂರಪು 171, 23, .... 2೬. TN. TX 

ಆಗಿರಲಿ. Pಯು PZ =Z' i=, ಓ ಮತ್ತು PTX) = 
SX', j=k+1,.n ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ, 
ಔ೫ಯು ಓಲೋಮಸಾರ್ಯವಾಗಿದೆ ಬಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಗಿ ಯು ೫2 ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ,4 ಎ ಗೈ 8. (0) ಯು (8) ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ 
ಎಂದು ತೋ೭ಸಲು, ಅಧ್ಯಯ ಇ ಭಾಗಗಿರ ಅಭ್ಯಾಸ (14)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


ಭಾಗ 6. ನಿರ್ಧಾರಕ 
ಈ ಭಾಗವನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಬೆಳವಣಿಗೆಗೆ 'ಮಾಸಲಾಗಿಸಿದೆ. 
ನಿರ್ಧಾರಕವು ನಿಮ್ಮ-ಆಯಾಮಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪ್ರಯೋಜನಕಾರಿ ಗಣನಾತ್ಮಕ ಉಪ 
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ಕರಣ ಮತ್ತು ಉಚ್ಚ-ಆಯಾಮಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಶಕ್ತಿಶಾಲಿ ಸೈದ್ಧಾಂತಿಕ ಉಪಕರಣ. ಈ 


ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ದೊರಕಿಸುವುದರಲ್ಲಿ ಗಮನವನ್ನು. ' 


ಕೇಂದ್ರೀಕರಿಸೋಣ. ೫ ನಲ್ಲಿನ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ಮತ್ತು 2.2 ನಿರ್ಧಾರಕಜೊಡನ 
ಅದರ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕುರಿತ ಒಂದು ಚರ್ಚೆಯೊಡನೆ ಈ ವಿಷಯವನ್ನು ಪ್ರಾರಂಭಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಮೊದಲು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ 
ದೊರಕಿಸಲಾಗುವುದು. ಅನಂತರ ಈ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. 
ತನ್ನ ಆದ್ಯ ಬಿಂದುವನ್ನು (0,6) ಯಲ್ಲಿ ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ಬಾಣಗಳ ಸದಿಶ 
ಸಮಷ್ಟಿ ಯಂತೆ 12 ಸಮತಲವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು; ಆಂದರೆ, ಔ?ನಲ್ಲಿನ ಒಂದು 
ಬಿಂದು (0) ಯ್ತು, ಆಿದ್ಯಬಿಂದುವನ್ನು (0,0) ಆಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಅಂತಿಮಬಿಂದು 
ವನ್ನು (ಗ) ಆಗಿಯೂ ಹೊಂದಿರುವ ಬಾಣ ಗೆ ಸಂವಾದಿಯಾಗಿದೆ. ಅನುಕೂಲ 
ಗಿ X ಬದಲು X¥ ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗುವುದು ಮತ್ತು (0,0)ವನ್ನು ತನ್ನ್ನ ಆದ್ಯ 
ಬಿಂದುವಾಗಿಯೂ, (ಸಿ) ಯನ್ನು ತನ್ನ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಾಗಿಯೂ ಹೊಂದಿರುವ 
ಬಾಣವು ೫ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲು N- (4b) ಎಂದೂ ಕೂಡ ಬರೆಯಲಾಗುವುದು. 
X= (ಗರಿ) ಮತ್ತು Y= 
(ಆಡ ) ಗಳು 72ನಲ್ಲರುವ ನರವ (a+e, b+) 
ಲಂಬಿತ ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ; ಅಂದಕ್ಕೆ 
(0,0), (ab) ಮತ್ತು (೧0) 
ಗಳು ಏಕರೇಖೀಯನಾಗಿಲ್ಲ. ಆಗ 
X ಮತ್ತು ೫ ಗಳು ಒಂದು 
ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಔಯ 
ಎರಡು ಟಾಹುಗಳಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳು 
ತ್ತವೆ, ಇದರ ಶೃಂಗಗಳು (0, 0), ಚಿತ್ರ-1 
(ab) (೧6) ಮತ್ತು (01-೧46) = ೫ 3 ಗಳಾಗಿವೆ. ಗಯ 
ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನು | ,4 | ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ೫ ಮತ್ತು Y ಗಳ ನಡುವಣ 
ಕೋನವು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಪುದಲ್ಲಿ ಅಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ॥ ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿ). 
ಕೆಳಗಿನ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನು ಅಂಗೀಕರಿಸೋಣ. 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಗಿಯ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಶ್ಲೇತ್ರಫಲವು ೩-141 ಆಗಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ 06೧ ಆಗಿದ್ದರೆ ಧನ 
(1) ಚೆನ್ನೆಯನ್ನೂ ಮತ್ತು 74842 ಆಗಿದ್ದರೆ ಯಣ ಚಿನ್ನೆಯನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತೀವೆ. (1೫3.87 ಯು ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣ ' 
- ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 8 0, ಇ ಅಥವಾ 2. ಸಂಭವಿಸಲಾರದು.) 
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ಈ ಅಂಕನವು, ಒಂದು ಸ್ಥಾನ ವಿನ್ಯಾಸವನ್ನು ಅಪೇಕ್ಷಿಸುವ ಸಮಸೈೆಗಳೊಡನಿ 
ವಿಚಾರ ಮಾಡುವಾಗ. ಬಹಳ ಸಹಾಯಕವಾಗಿರುವ ಚಿನ್ಹಾಪೂರ್ವಕ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲದ 
ಒಂದು ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ನ ಯ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕ್ಷೇತ್ರ 
ಫಲದ p ಯ ಮೇಲೆ ಮಾತ್ರವೇ ಅವಲಂಬಿಸಿರುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ನಾವು ೫,೪ ಬಾಹು 
ಗಳಿಗೆ ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರುವ ಕ್ರಮದ ಮೇಲೆಯೂ ಕೂಡ ಅವಲಂಬಿಸಿರುತ್ತದೆಂದೂ 
ಗಮನಿಸಿರಿ. 


X ಮತ್ತು 17 ಗಳಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾನಾಂತರ ಸ್ಥಾ ನವಿನ್ಯಾಸ 


(2) ಗೊಳಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ನೇತ್ರಫಲವು ೪ ಮತ್ತು ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಲಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಶೇತ್ರಫಲಕ್ಕೆ 
ಪ್ರತಿಷೇಧವಾಗಿದೆ. ಕೆ ಬಿಟ ಅಜ ನ 


4 ಯ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನು (0) ಮತ್ತು (೧4) 
ಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲಾಗುವುದು. 1 4| ಯ ಥಿ ಯ ಪಾದ % ಎತ್ತರದಷ್ಟು 
ಮತ್ತು 4 > 0 ಆಗಿರುವಾಗ €॥೧ 0 > 9, | 41 ಯು ಎಂದೂ, 4 ೭. 0 
ಆಗಿರುವಾಗ 810 8 £0 ಎಂದೂ ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. .0 (1, 0) ಮತ್ತು 
X ಗಳೆ ನಡುವಣ ಕೋನವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 6, (1, 0) ಮತ್ತು 7'ಗಳ 
ನಡುವಣ ಕೋನವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 08 ಇ ಕೃ -. 8, ಮತ್ತು (1b) ಎ 
1a + 1” (cosh, sin ಗೈ):(೧0) ಇಲಿ 030056. 51೧ಕ್ಕೈ) 
(ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿ. 

1X ಇದು ೫ನ ಉದ್ದವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು | ]'| ಯು ¥ ಯ ಉಡ್ಡವಾಗಿರಲಿ. 
ಆಗ 4 -.13(1111 sing= VE + PC +d" sin(0-0)= 
Ath YC +d (sin 8, ೦೦56,-0056, 51೧6,) - (4/a + BE 
cos) (3/೧0 sin8,)- (Va +b sinh, ) (1/೧. 03 
೦೦5ಕೈ) ೧0 - bೀ. ಇದರಿಂದಾಗಿ 


(೩, b) ಮತ್ತು (೧ 0) ಗಳಿಂದ ಫಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾನಾಂತರ 
3). ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 'ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು ೧4 - ಯೀ 
ಆಗಿಡೆ. 
ಮತ್ತು 
೧೮8 ೮ ೫ ಆಗಿರುವಾಗ (1 - ಶೀಯು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೂ 


4). ಮತ್ತು 7 ೮0 ೮3%. ಆಗಿರುವಾಗ ಖುಣಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೂ 


ಇರುತ್ತದೆ. 


ಉದ್ದೆ, ಕೋನ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರ 247 


(4, ಶಿ) ಮತ್ತು (೧.4) ಗಳು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅವು 0 ಕ್ಷೇತ್ರ 
ಫಲದ ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು "ಹೇಳಲಾಗಿ. 
ವುದು. ಇದು, ಕೇವಲ ad=bc ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (ab); (cd) } ಯು 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, (3) ರೊಡನೆ ಹೊಂದಿಕೆಯಾಗಿದೆ (ಅಧ್ಯಾಯ 1, 
ಭಾಗ 2 ರ ಅಭ್ಯಾಸ 7ನ್ನು ನೋಡಿ). 


ಈಗ 7 ಯು ೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ರಃ 
(7) ಯಿಂದ ಸೂಚಿಸಲ್ಪಡುವ 7 ಯ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸ 
ಲಾಗುವುದು, . 


(01 (7) ಯು (4h) ಮತ್ತು (೧) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 

(5) ಮತ್ತು 7 (೧ 0) ಮತ್ತು 7(೧ 0) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಶ್ವೇತ ತ್ರಫುಪ್ರ 
ಇವೆರಡರ ನಿಯತ ಅನುಪಾತವಾಗಿದೆ. 


ಹೇಗೇ ಆಗಲಿ, ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು { (0), (೧d) | ಯು ನಿರವಲಂಬಿತ 
ವಾಗಿರಬೇಕೆಂದು ಅಪೇಕ್ಷಿಸುತ್ತದೆ, ನಿರ್ಧಾರಕದ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು ಒಂದು ಭೌತಿಕ 
ಅಥವಾ ಜ್ಯಾಮಿತಿಯ ಅಳತೆಗಳಿಲ್ಲದ ಒಂದು ಆಯಾಮವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ: ಜ್ಯಾನಿಂ 
ತೀಯವಾಗಿ ಡೇ! (7) ಯು, (0 ಗಿ) ಮತ್ತು (೧:1) ಗಳು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿ 
ದ್ಹಾಗ ಹೊರತು, ಅವುಗಳ ಆಯ್ಕೆಯ ಮೇಲಾಗಲಿ ಅಥವಾ ಅಂತರ ಮತ್ತು ಕೋನ 
ಆಯ್ಕೆಯ ಮೇಲಾಗಲಿ ಅವಲಂಬಿಸಿರುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಇದನ್ನು 
ಈ ಭಾಗದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಬೈಜಿಕವಾಗಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 


[Au ಇ 

4 [4 1] » 

7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿಕಲಿ. ಆಗ 7 (@b)=(Ayu+ Ab Au + 
; Ah) ಮತ್ತು 7(೧6) ವಾ (AC + Aid; AC Ad) ಹೀಗೆ 
(3)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 70) ಮತ್ತು 7೧04) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರ 
ಸಲ ಟ್ಟ ಸಮಾಂತರ 'ಚತುಭಜದ್ನು ನವಿನ್ನು ಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು, (4,4 
“Ab die - ಕೊ4) (ಸೆ. + AMA dud )=(4., 
Au Adi (04-ಗೀ) ಆಗಿದೆ... ' 
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(09) ಮತ್ತು (೧4) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ. ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ಸ್ಮಾನನಿನ್ಯಾ? ಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕ್ಲೇ (ತ್ರಫಲವು 04 - ಹದ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


(6) det {TF ನ ಡಾ Aud ದ್‌ ಗೆ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಒಂದು ೨೫x 2 ಮಾತ ಕೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲು (6) ನ್ನು ಉತ 
ಯೋಗಿಸುತ್ತೆೇೇವೆ. ಹೀಗೆ 


4, A 


A= 111% 


| ಆಗಿದ್ದರೆ ೮ಗ,/ ಯ ನಿರ್ಧಾರಕವು 41 (4) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸ ಡುತ್ತದೆ 
ಮತ್ತು ಇಂತಿದೆ: 


(7) det (A)= ಕೈ, Ad 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದೊಡನೆ 4ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ det T) = 
det (4) ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. 4 (7) ಯನ್ನು ಃ ಆಯಾಮಗಳಿಗೆ 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ (7) ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಪಟ್ಟಿ ಮಾಡಲಾಗುವುದು 
ಮತ್ತು ಅನಂತರ ಈ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. (01 (4) 
ಯ ೫12 ಮಾತ ೈಕೆಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟ ಒಂದು ವಾಸ್ತ ವಿಕ ಮೌಲ್ಯಿ "ಕೃ ತ ಉತ ತನ 
ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಳದ "ವೆ. 0 (.4) `ವಿಂಬಕವು ಕೆಳಗಿರುವ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು. 
ಹೊಂದಿದೆ, 

(8) .4ಯ ಎರಡು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳ ಒಂದು ಅದಲು ಬದಲಿನ ಮೂಲಕ 

A'ಯು 4 ಯಿಂದ ದೊರೆತರೆ ಆಗ (10/ (4') ಎ -ಡೇ(ಸ) 

(ರ) .4 ಯ ಒಂದು ಅಡ್ಡೆಸಾಲನ್ನು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗ 

(5) | ಯಿಂದ ಗುಣಿಸ ುವುದರ ಮೂಲಕ 4'ನ್ನು 4 ಯಿಂದ ದೊರಕಿ 
ಸಿದರೆ, ಆಗ (101 (.4') -p'deಗ(A) 

(ಲ) ಸಯ ಒಂದು ಅಡ ಸ ಸಾಲನ್ನು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸು 


ವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಇನ್ನೊ ದು ಅಡ್ಡೆ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ 
.4'ನ್ನು 4 ಯಿಂದ ನೊರಳಿಸಿದರಿ, Sh det (4) - ~der(A) 


46) 461 (1) - 1. 
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(8) ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ (9) ರಂಜ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತವೆ. 
;ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣಧರ್ಮಕ್ಕೂ ಒಂದು ಜ್ಯಾಮೀತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು 
ಡಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗುವುದು. (8) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ಇಧರ್ಮಗಳು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ 16 (4) ಯ ಸ್ಥೆ ಶ್ವೈರೂಪವನ್ನು ತಿಳಿಸುವುದೇ (8)ರ 
ಸತ್ವ ವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 1 (4) ಯು (8) ರ ಗುಣಭರ್ಮಗಳೊಡನೆ 2x2 
ತೃ ಗಳ ಇನ್ನೊ ಯದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃ ತಉತ ತನ್ನ ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಸಕಾ 
ಯ, d(A')= -04(4) ಇದು 4 ಯು (80) ಯಲ್ಲಿರೆನಂತೆ ದ್ದರೆ: 
ತ್ರ; 4 (4') - Pd (4), ಇದು ಸ'ಯು (88)ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ ಮಾತ; 
A = (A) ಇದು 4'ಯು (8c) ಯಲ್ಲಿರುನಂತೆ ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ; ಮತ್ತು 
I Js 1. . 


ಈಗ (4) - 4(4) - 4 (4) ಅಗರಿ. ಉತ್ಪನ್ನ ಯು 
ಗಿರುವ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ: 


(8) .4'ಯು (8) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದಕ್ಕೆ, ಆಗ €(.4') - ॥(.4). 
(ರಿ) 4'ಯು (8b ) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಅಗ | (4) - 


) 08(4)- 
(0) .4'ಯು (8) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಆಗೆ (47) - ೯(.4)- 
(6) 8(1) 0 


ಎಬ್ಬ? «2 ಮಾತೃಕೆ 4 ಗಳಿಗೆ £(4) ೬0 ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 4ಯು 
ರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ (8)ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಉಪ 
ಹೀಗಿಸಿಕೊಂಡು, (88) ಯಲ್ಲಿರುವ P೬0 ಯೊಡನೆ, 4 ಯನ್ನು | ಗೆ ಸಂಕುಚಿಸ 
ಹುದು. (9a, 0, €)-ಗಳಿಂದ್ಯ g(A) ಯು 8(7 ನ ಒಂದು ಆಶೂನ್ಯಗುಣಕ 
ಗಿದೆ. (9d ) ಯಿಂದ (4) ಎ0 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. 4 ಯು 
ಲೋಮ ಅಸಾಧ್ಯವಾಗಿರಲು ಆಗೆ ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿವೆ: 
4» A) “(A> 4:2) ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ ಮತ್ತು 


A, A 
B= [ಕೆ “| 


1ಗಿರದಿ. ಅಗ (೪) ಯಿಂಡ (4) - ॥(8% ವಿಕೆಂದರೆ' ಒಂದು ,4 ಯೆ ಅಡ್ಡ 
` ` 32) 
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ಸಾಲು - 4 ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 4 ಯ ಎರಡನೆಯ. ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ 1 
ಯನ್ನು 4 ಯಿಂದ ಪಡೆದಿವೆ. 
Ai A 
3-(( (| 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (9) ಯಿಂದ £(B) ಎ 0 ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಹೀಗೆ 
g(A)=0. 2x2 ಮಾತೃಕೆ 4 ಗಳಿಗೆ 8 (4) -0 ಎಂದು ಶೋರಿಸಿ 
ಜ್ವೀವೆ. ಹೀಗೆ ಎಲ್ಲ2 x 2 ಮಾತೃಕೆ ಗಳಿಗೆ 4 (4) - ಗೇ! (4) ಆಗುವುದ 
ರಂದ (8)ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೇ 2 ಲ ೫ ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಧಾರವನ್ನು 
ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸುವಂತೆ ಮಾಡುತ್ತವೆ. 


ಒಂದೇ ಒಂದು ೨೨ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲೆ 


(8) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ 
(10) ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ನೈಜ ಮೌಲ್ಯ ಹೊಂದಿದ ಉತ್ಪನ್ನವು" (7) ರಿಂದ 
Pa ಗಾಯ್‌ pS ಡೆ ಶು 
ಏವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 
ಈ ಘಟ್ಟ ದಲ್ಲಿ ೫x ಗ ನಿರ್ಧಾರ ಕವನ್ನು ರಚಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು ಮತ್ತು ಅದು 


(8)ರ ಗುಣಧರ್ಮ ಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆಂದು ತೋರಿಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು. ಆದರೆ 
ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಒತ್ತಿ ಹೇಳುವುದು ಮುಖ್ಯವೇ ಹೊರತು ನರ್ಧಾಂಕದ 
ಗಣನೆಯನ್ನು ಅಲ್ಲ. ಈ ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲು (8)ರ ಗುಣ 
ಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. 

nx ಗ ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರೆಕ ಉತ್ಪನ್ನ 4 ಯು (8)ರ 
ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ, dt (4) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲ್ಪ ಡುವ ಒಂದು ನೈಜ 
ಮಾಲ್ಯ ಹೊಂದಿದ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. (8)ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೊಡನಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಒಂದೇ ಒಂದು ಮಾತ್ರ pe ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಅದೇ ಸಮಯದಲ್ಲಿ, 1 (4) 
ಯು, (8)ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ 7 x 7 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲಿನ 
ಯಾವುವೇ ಉತ್ಸನ್ನವಾಗಿರಲಿ. 

4 ಯ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಸೊನ್ನೆಗಳಿಂದಲೇ ಆಗಿದೆ 

ಯಾದರೆ; ಆಗ (06 (4) -0. 
ಹೇಗೆಂದರೆ, 4 ಯ (ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸೊನ್ನೆಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ: ಯು 4 ಯಿಂದ: 1 ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 0 ಯಿಂದ. ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 
ನೊತಿತ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ A'=A ಮತ್ತು, det (A) =0, det : 
(4) ೭0, (0) ಯನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ. ಹೀಗೆ ಟಂ! ೬4) = 0 ಆಗುವುದರಿಂದ 


(1) 
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(11) ಸ್ಥಾಪಿತವಾಯಿತು. 401 (4) ಯ ಇನ್ನೊಂದು ಗುಣಧರ್ಮವು ಕೆಳಗಿ 


ನಂಕಿದ 


18) 4 ಯು ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಆಗ det(A)=0. 


4ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದ ಕೆ (80) ಯಲ್ಲಿ p೬0 ಅಗುವಲ್ಲಿ 
ಈ ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು A ಯನ್ನ 
ೂನ್ನೆಗಳ ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆ ಔಗೆ ಸೆಂಕುಚಿಸಬಹುದು. ಆಗೆ 
ur (4) ಯು det | (8) ಯ ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯಗುಣಕ ಮತ್ತು 0 (8) -0 
ವುದರಿಂದ ಡೇ! (4) ಇ -0. ಇದು (12) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತ ಹ (11) ಮತ್ತು 
ಟ್‌ ಸಾಧನೆಗಳು (94, ರ. €) ಯೆಂತೆಯೇ ಇರುವ (84, ಶಿ. €) ಯನ್ನು 
11 (4) ಯು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯೊಂದನ್ನು ಮಾತ್ರ ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡಿವು. ಇದರಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಉಂಟಾಗುತ್ತವೆ 


8(.4) ಯು (೪0. ಶಿ ೧) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ೫ ೫x 7 ಮಾತೃ ಫೆಗಳ 
(13) ಒಂದು ನೈಜ ಮೌಲ್ಯ ಹೊಂದಿದ ಉತ್ಪನ್ನ; ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 1 ಯು 
ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಆಗದಿದ್ದರೆ g(A) ಇ0. | ನ 


ಈಗ (10) ನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲು (13)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. 


14) nx ಗ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡುವ ಅತ್ಯಂತ ಹೆಚ್ಚೆಂದರೆ 
ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ ವಿದೆ. 


ಹೇಗೆಂದರೆ, 01 (4) ಮತ್ತು (0 (4) ಗಳೆರಡೂ (8)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ te. 8(.4) - 46! (4) - 6 (A) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
94) ಯು ಗ ನ್ನು ಪಾಲಿಸ ಸುತ್ತದೆ. -4 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಆಗ 
3), £(4) = 0 ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಸಯ ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ 
ನಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ,4 ಯನ್ನು ಗ್ಗ (8b) ಯೆಲ್ಲಿ 0 4 0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ (8)ರ 
ಸಂಕರ್ಮ ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ (4) ಯು 
g (1) ನ ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ಗುಣಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 8(.4) -0. ಹೀಗೆ ಎಲ್ಲ 
nxn ಮಾತೃಕೆ ATi g(A)=0 ಆಗುವುದರಿಂದ ಇದು (14)ನ್ನು 
ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 
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001 (4) ಯು ೧. ಮಾಕೃಕೆಗ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ನಿರ್ಧಾಃ 
(15) ಉತ್ಸನ್ನವಾನಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಕೇವಲ ಯು ವಿಶೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿರ 
ಮಾತ್ರ ಡೀ ಸ) 7-6 ಎಂಬುದನ್ನು (ಖರ ಸಾಧ್ಯಸಯಲ್ಲಿ ನಾ ಟಿ 

ಥಿ 


0 (14) "9 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಯು ಫಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿರಲೇನೇಕಿ 

ದನ್ನು ಗುಣಧರ್ಮ (13) ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. (ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಣ 
ಆಗನಾಫೆ 4 ಯನ್ನು 1ಗ್ಗೆ (8ರ) ಯಲ್ಲಿ P 4 0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ (8) ರ ಕಮ 
ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ 4 (4) ಯು 4 (1) 
ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯಗುಣಕ ಮತ್ತು 001 (1) - 1. ಇದು (18) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ 


(8) ಮತ್ತು (14) ರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬಹುಭಾಗ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಬಹುದು. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವನ್ನು ಪ್ರದರ್ಶಿಸೋಣ. ಡೇ (4) ಯ. 
nxn ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


(16) det (AB) 0! (4) det (ಔ). 


೫%ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಆಗ 408ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿಲ್ಲ. [ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 6 ರ (28) ನೋಡಿ] ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ (11) 
ರಿಂದ ಡೇ! (4B) - ೧ ಮತ್ತು ಥೇ! (8) 0 ಆಗುವುದರಿಂದ (16) ಸಫಲ 
ವಾಗುತ್ತದೆ. ಡ8ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಆಗ (15) ರಿಂದ de! (8) 
20. 4d(4A)ಯೆ, d(4) =dಂt(AB)/det (B ) ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಲಿ. 
ಆಗ 4 (4) ಯು (8) ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 4 ಯ; ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲನ್ನು p ಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ 4' ದೊರೆಯಲಿ." ಆಗ 4/ಔ ಯು 48 
ಯಿಂದ 4ಔ8ಯ | ಆಿಹ್ಮ ಸಾಲನ್ಸು p ಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
[₹೮ =AB ಇರಲು, ಛೃ AB tAAY + ಡೈ ಆಗುವುದ 
ರಿಂದ, 00 =( p4)B;; +6 p42)Bj+ + (p4i)B,- tf det 
(4'B) = pdei (AB) ಆಗುವುಡರಿಂದ 0 (4')=pಡ (4), (8)ರ 
ಇತರ ಭಾಗಗಳೂ 4 (4) ಗೆ ಊರ್ಜಿತವಾಗುವುದನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ತೋರಿಸಬಹುದು. 
(14) ರಿಂದ ಛೆ (4) = det (4), ಅಂದರೆ, det (AB)/det (B) = (4) 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇಮೆ. ಇದು (16) ಆಗಿದೆ. 


(50 1 €) ಯು ನೀಟಸಾಲು ಪರಿಕರ್ಮಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಲ್ಪಡಬಹುದೆಂಬು 
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ದನ್ನು ತೋರಿಸಲು (8) ಮತ್ತು (14) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ; 
(8) A ಯ ಎರಡು ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದ 
` ರಿಂದ, 4 ಯಿಂದೆ ,4' ಅನ್ನು ಡೊರಕಿಸಿದಲ್ಲಿ ಆಗ 0 (A) 
= 70614). 
(b) 4ಯ ಒಂದು ನೀಟಸಾಲನ್ನು p ಯಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರಿಂದ, 
(17) 4'ಅನ್ನೆ ಸಯಿಂದ ದೊರಕಿಸಿದಲ್ಲಿ, dಂ( 4") p dt(A)- 
(0) .4 ಯ ಒಂದು ನೀಟಿಸಾಲನ್ನು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ಬಂದದ್ದನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ನೀಟಸಾಲಿಗೆ ಕೂಡಿಸುವುದ 
ರಿಂದ, 4 ಯಿಂದ ,4' ಅನ್ನು ದೊರಕಿಸಿದರೆ, ಆಗ 6 (4') 
det (A) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


(17) ನ್ನು ಸ್ಕಾ ಪಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 4 
ಯಿಂದ 4'ಯು, ; ಮತ್ತು ಸ್ಮ ನೀಟಿಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ 
ಪೊರೆಯ. 0 (4) - 60 (4) ಆಗಿರಲಿ. 1 ಮತ್ತು € ಅಡ್ಡ ಸಾಲೂ 

ಸು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಢ ಯು 4 ಯಿಂದ ದೊರೆಯಲಿ "ಮತ್ತು 

j Mey ಹ ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ 8'ಯು ಯಿಂದ 
ದೊರೆಯಲಿ, ಆಗ 4ನ 7 ಮತ್ತು ; ಅಡ ್ಲ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡು 
ವುದರಿಂದ ಔ'ಯು  4'ನಂದ ಜೊರಿಯುತ್ತದಿ. ಒಗೆ det (B')= - det 
(A). ಆದ್ದರಿಂದ A(B)= -det (B')=det(A")= -6(4). 
ಇದು 0(.4) ಯು (80) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 4 (4) 
ಯು (8b) ಮತ್ತು (8() ಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆನ್ನುವ ಸಾಧನೆಯೂ ಅಷ್ಟೇ ನೇರ 
ವಾಗಿದೆ. 1'ಯು 7 ನಿಂದ ; ಮತ್ತು ] ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡು 
ವುದರಿಂದ ದೊರೆಯಲಿ, ಆಗ /' ನಿಂದ 1 ಯನ್ನು ; ಮತು ಶು J ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು 
ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಡೊರಕಿಸಬಹುದು, ಹೀಗ 01). -det 
(I) =det (1)=1- ಆದ್ದರಿಂದ 4 (4) ಯು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಾಗುವುದರಿಂದ 0 (4) -ಡೇಃ (A); ಅಂದರೆ 0 (4) - -60 (A') 
ಇದೇ (174) ಆಗಿಡೆ. | 


(178) ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಗ"ಫ 0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಮುತ್ತು 
d (4).ಯನ್ನು dt (4')/p ಇಲ್ಲಿ 4" ಯು (1h) ಯಲ್ಲಿರುವಂತಿದೆ, ಎಂದು 
ವಿನರಿಸೋಣ. ಆಗ 0 (4) ಯು.ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ. ಅಂದರೆ 0 (4) 
(8) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದರಿಂದ, (14) ರಿಂದ, 4 (ಸ) - 01 (.4) ಎಂದು ತೋರಿಸು. 
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ವುದು ಸುಲಭ, ಹೀಗೆ dt (A) - 61(.4'). Pr 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, `ಆಗ ನೀಟ 
ಸಾಲಿನ ಸ್ಥಾನ (4') 5 (1-1) ಆಗುವುದರಿಂದ, ಸ್ಥಾನ (47) < (1-1) 
ಹೀಗೆ 4' ಯು ನಿರೋಮಸಾ ಇಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲ. (12) ರಿಂದ det (4") ಎ0 ip 
(4)=p 601 (4) ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು (17) ಯನ್ನು ಸಾಧಿ 
ಸುತ್ತದೆ. (170) ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು 4'ಯು (17¢) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ 
ಮತ್ತು 4(4) - 0! (4') ಆಗಿರಲಿ. ಮತ್ತೆ 4(4) ಯು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ 
ಉತ್ಸನ್ನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 4 (4) - 601 (4). ಇದು (1%() ಆಗಿದೆ. 

(17) ರೆ ಒಂದು ಪರಿಣಾಮವು 

(16) 6 (4') ಎ0! (A) ಎಂದಿದೆ ಇಲ್ಲಿ ಸ" ಯು 4 ಯ ಸ್ಥಾನಪ್ಲಟನ 
ಆಗಿದೆ. 

(18)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು 4; 4) - ಡೇ (.4) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 4 ಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮವು 4"ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ನೀಟಸಾಲಿನ. ಪರಿಕರ್ಮ 
ವನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ, (17) ರಿಂದ 4(4) ಯು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಾಗಿಜಿ. ಹೀಗೆ 1641-00 (ಖೈ ಇದೇ (18) ಆಗಿದೆ. 

(16), (17) ಮತ್ತು (18) ನ್ನು ಸ್ಥಾವಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ಸಾಧನೆಯ 
ವಿಧಾನವು ಹೀಗಿದೆ: ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 0 (4) ಯನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು 
ಮತ್ತು 4 (4) ಯು ಒಂದು ವಿಧೇಯಕ ಉತ್ಪನ್ನ, ಅಂದರೆ, (8)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. [ (10) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು 6 (4) det (AB)! 
661(8) ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ; (18) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು 0 (4) - 4 
(.4') ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳೊಳ್ಳು, ತವೆ, ಇತ್ಯಾದಿ] ಈ ಸಾಧನೆಯ ವಿಧಾನವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸ್ಟಾ ಸ್ಪ ಡಬಹುದಾದ ಹೆಚ್ಚಿನ ಸಿವ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ನಿರ್ಧಾರಕದ ೭ ಬಹುಭಾಗ ಶಿಷ್ಟ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಸುಲಭ 
ವಾಗಿ "ೆೊೊರಕಿಸ ಬಹುದು. 

ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶವು ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ರಚಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಸಹಾಯಕವಾಗಿದೆ. 

4] ಯು ಒಂದು /«1 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 1 ಆ 85/7 ಆಗಿರುವ 
5 ಒಂದು ಸ್ಮಿರಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. j=1,2,..,n ಗೆಗ್ಗೆ 
b+ c; ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. 8 ಮತ್ತು 0 ಗಳು 
(19) JED on ಹ ಅ ಛೈ = 4, ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
nxn ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿರಲಿ; 1 5 ಆಗಲು Bb pi=l, ಕ 
“*°3 11 ಮತ್ತು CC ಗ) ಇತ 2, ು Mm ಆಗ ಡೇ! (4) 
det (8B ) + det (e)- - 
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ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು (8()ಯೊಂದಿಗೆ ಸೇರಿಸಲು 4 ಯ 
ಸ್ಥಿರವಾಗಿದ್ದಾಗೆ 4 (4) ಯು ; ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಯಳ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 
ನಂದು 3೪ ಯುಶ್ತ ಜಿ. (19) ನು ಸಾಧಿಸಲು, C4 Cap Kn ಗಳು 
ಸ್ಟ ರವಾಗಿರಲು ಮತ್ತು ; ಅಡ್ಡ ಸಾಲು ಹೊರತಾ ಗಿ8..4 ಮತ್ತು ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲು 
ಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ d(B)= det (A) - de (ಲ) ಆಗಿರಲಿ ; ಜ್‌ 
CoD ಆಗು Bi+Cpj= ೨೫. d(B) 
ಯು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದ Ee ಸ್ರಯಂ ಸಿದ್ಧವಾಗಿದೆ 
ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆd (B' -- de (8B), ಇದರಿಂದ 
(19) ಹೊಕಿಯುತ್ತದೆ. 


ಹಗಗxಗ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ರಚಿಸೋಣ. ಇದನ್ನು ಅನುಗಮನಪೂರ್ವಕ 
ಮಾಡಿದಲ್ಲಿ; ಅಂದರೆ, (7-1) x (1-1) ನಿರ್ಧಾರಕದಿಂದ ೫x೫ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು 
ಹೇಗೆ ದೊರಕಿಸುವುದೆಂಬುದನ್ನು ಜ್‌ ವುದು. ಹೀಗೆ 7? ನಿರ್ಧಾರಕವು 


6 x 6 ನಿರ್ಧಾರಕದಿಂದ 6 ೬ 6 ಸನಿರ್ಧಾರಕಪು 5 ೫ 5 ರಿಂದ ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. 


ನಿಜರಿಮ್ಟು4x ನ್ನು ರಿಂದ ಮೆತ್ತು 4) ತಿನ್ನು 2x32 ರಿಂದ ಸು 
ತ್ತೇವೆ. ಇದು (7) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಇದು ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿ 
ಮಾಡಲು ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಅಭಾ ಸ್ಯಾಸಗಳು ಉಳಿದುವನ್ನು. 
ಕೊಡುತ್ತವೆ. ತಡಿ ಪ್ರಸಂಗದಿಂದ ಪಾ ್ರಾರಂಭಿಸಲಾಗುವುದು. 14 ಯು ಒಂದು 
ಸೋಡಿ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಈಗ (0 (.4) ಯನ್ನು ಹೀಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತಿ ವೆ. 
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| 4, ಕೈ, Au A, 
(20) det (A) = Ai; det Wx A 1] A de| 4] 
; A A 
+ Ade 5] 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು (8) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುವುದು ಸುಲಭ. 
ಉದ:ಕರಣೆಗೆ, (8) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸೊಣ. ಈಗ 


Aid A 0A ‘Ay aA 
A’ ನು A An - 243 . ಆಗಿರಲಿ, 
ಹೆ A; Ay 
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ಆಗ 


det (4') (4, - 04.) ಡೇ! (ಗ ಸ 


- A, det [4 yp ಆಕೆ ಹೊ ೦ಸ್ಸೆ ] 
3 


9 33 


A ಡೆ ಆಗ 
ಆ ೬10 ೪7 


(10) ಮತ್ತು (16) ಗಳಿಂದ 
det [4 - 00. Ay a4n] 
ಡೊ 


A 
“4g ಕ್ಲ (ಕ ಕ್ಲ! 
- 46. fad: ಸ] 
(8c) ಯಿಂದ 
dd ಸಸ): 


ಹೀಗೆ 
det (41) = (4, -6.4,:) ಕಸ 4] - _ An det [4 ಗ 4] 
+44 de] 4] + A de Ye ಜಸ 6ೇ1(.4). 


ಇತರ ಅಡ ಸಾಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳಿಗೂ ಇದೀ ರೀತಿಯ ಗಣನೆಯು ಅನ್ವಯಿಸು 
ವುದರಿಂದ (8) “ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ. 


(14) ರಿಂದ 3 ೬3 ಮಾತೃಳೆಗಳ ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಧಾರಕ ಜ್‌ (20) 
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ವ್ಧಾ ವಿಸ ತ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾ ನಿಸಲಾಗುವುದು. ಇದೇ ರೀತಿಯ ಒಂದು ಗಣನೆಯು 
(4) ಮತ್ತು 0/(4)1 ಗಳು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ನಿವರಿಸಲ್ಪಡಲು 


») LL > A pa A » [4 4] 
2 dM ddd dd | 


4 dal 4] 
ಸ 4121 23. 


ಮುತು, 


Sy § R Aud) , [4 | 
22) 04-46! ಗೆ 4] As det | 


ಆಗ 4 (4) ಮತ್ತು, 4,(A) ಗಳೆರಡೂ (ನ) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. ಏಕೆಕತಿ 
ಯಿಂದೆ (1 (4) - (1 (A) - (101 (A) ಎಂದು ತಿಳಿ ಯುತಿ ತ್ತೇವೆ. 

ಈ ರಚನೆಯು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣಗೊಳುತ್ತದೆ. ಸಯ ಒಂದು ; ೨ ಗ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ, (1- 1)x(n- 1) ಸಿರ್ಧಾರಕವು ಜ್ಞಾತವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟು 'ಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ. 4 (೧) ಯು, ಸಯ / ನೇ ನೀಟಸಾಲನ್ನೂ ಮತ್ತು ;ನೇ 
ಅಡ ನು 'ರ್ಣಿಸ ಸುವುದ ರಿಂದ ದೊರಕಿಸಿದ (n—1)x(n-—1) ಮಾತೃ ಕೆಯು 

ನ ಸಂಕೇತಿಸಲಿ. A (ಗ) ಇದನ್ನು ಸಯ ಅಲ್ಪ ij ನಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ; ಯು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 
ಉತ್ಪನ್ನ (01 (4) ಯು 


(25) 0 (AAA SE AAD) 
+ (1A An j) ಯು 

nxn ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲಿನ ರಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿದೆ. (23) ರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪ& ಟ್ಟಿರು ರುವ 
ಉತ್ಪನ್ನವು (೪)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂಬುದರ ಸಾಧನೆ (20), ಇದು (ಕ)ನ್ನು 
ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂಬ ಸಾಧ್ಯನೆಯಂತೆಯೇ ಇದೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡ 
ಲಾಗಿದೆ. (28) ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿ ಸರುವ ನಿಯಮವನ್ನು ]ನೇ ನಿಟಿಸಾಲುಗುಂಟಿ 
ನಿರ್ಧಾರಕದ ಲಾಫ್ಲೇಸ್‌ ವಿಸ್ತರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾ 2 ಯ ಮೇಲೆ (೨೨ 
33] 
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ಅವಲಂಬಿಸುವುದಿಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ; ಅಂದಕ್ಕೆ ಯಾವುದೇ ಸ್ಥಿರ ಭಯು, 
1 ಅ/ಆಗು ಮೊದಲಿನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಇದು (14)ರ ಒಂದು 
ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. 


ನಿಯಮ (23), ಗಣನೆಗೆ ಅಷ್ಟು ತೃಪ್ತಿಕರವಾಗಿಲ್ಲ. ಗಣನೆಯಲ್ಲಿ (8), 
ಎಷ್ಟೋ ಹೆಚ್ಚು ಉಪಯೋಗಿಯಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ 4 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸ 
ಲಾಗುವುದು. 


ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳಿಂದ ಒಂದು ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಲು (18) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿ 
ಸಬಹುದು. ;ಯು ಸ್ಥಿ ರವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


(24) 0 (AAA 1) (-1) ೨ AS) 
(1) ಕ Alin): 


(23) ರಲ್ಲಿ ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟಗೊಳಿಸಿ (18) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ ಇದು 
ಸಿದಿ ಸುತ್ತದೆ. 
ಸುತ್ತಿ 
(14) ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಸ್ಥಾಹಿಸಿ 
(25) ದ್ದೇವೆ. (4) ಯು (8) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ೫ x ೫ ಮಾತೃಕೆಗಳ 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಸನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಎಲ್ಲ ,4ಗಳಿಗೆ 
8.4) ಎ06. 

ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಒಂದು ಮಾತೃಕೆಯ ವಿಲೋಮಕೆ, ಒಂದು ಉಪಯುಕ್ತ 
ಸೂತ್ರವನ್ನು ಸ್ಮಾನಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. |ಯು ಠಿ 8 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
£(4) ಎ -.4[4(1,3).4,4 (2, ೨) - ಕ್ರೈ4 (3, 2) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
£ಯು (0) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದರಿಂದ ಎಲ್ಲ ,4ಗಳಿಗೆ ; (4) 0. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ 
ಫಲಿತಾಂಶವು ಇಂತಿದೆ, 


4 ಯು ॥; »« ೫ ಮತ್ತು ಓಟ? (ಅಥವಾ ;7್‌ 1) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 

(20) ANCA ADK) + (-1*' 34,402 k) + 
(DAA n+ + (-1)*',4(77) ನಿಂದ ನಿವರಿ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟ 2 (A) ಉತ್ಪನ್ನವು 


(9) ರ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದರಿಂದ ಎಲ್ಲ 4ಗಳಿಗೆ £(4) - 0 (26)ರ 
ಸಾಧನೆಯು ಇಲ್ಲಿಯೂ ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಬಿಡ 
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ಲಾಗಿದೆ. (23), (24) ಮತ್ತು (೨0) ನ್ನ್ನ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಸಂಯೋಜಿಸಬಹುದು, 
೪7 ಕ ಆಗಿರುವಾಗ ಕೃ ಎ0 ಮತ್ತು ಠ್ಮಿ-.1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
(AAD Kk) AAD) + ... ೬ 
(27) (1) Ad Ak) ನ್ಯ 6 (4) ಮತ್ತು (-1)'14A 


(1. + (-1) 24, A(r2) +e (-1) A Xx Arn) 
= 001 (4) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


Bml<ssenlctesnt ಗೈ ಎ(-ಟಿ*ಓ4(145) ನಿಂದ 


ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟರುವ nxn ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. B ಯನ್ನು 4ಯ ವರ್ಗೀಕೃತ 
ಹಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. (8 ಯು ಭಾಗ ರಿ ರ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗೆ ಯಾವ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ.) (27)ನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು, 
(28) AB=BA-(det(A)) 1. 


ಹೀಗೆ ಕೇವಲ (101 (4) 40 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 4 ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ 
[ನೋಡಿ (17), ಮತ್ತು 


(20) det (4) 2:0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 -(1/det (4)) B ಇಲ್ಲಿ 
Bಯ ಸಯ ವರ್ಗೀಕೃತ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯಾಗಿದೆ. 


(16) ಮತ್ತು (84) ನಿಯಮಗಳಿಂದ, 1 - 1 (1) -ಛಗೇ! (AA) 
ದ det (A) det (Ay. 8:0 (4))4% ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


(30) det (.4-') ಐ 1/40 (A), 


(21) det (8) ಎ ಟೇ((4)7-!, ಇಲ್ಲಿ ಔಯು 4 ಯ ವರ್ಗೀಕೃತ 
ಬಂಧಿಯಾಗಿದೆ. 


ಹೇಳಿಕೆ (೫1) ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗವಾಗಿದೆ, 
(22) 4 ಯು ಗ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸಂ! (0.4) ಎ ade!) 


(82) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು (8) ಯ ೫ ಅನ್ವಯಗಳಿಂದ (ಪ್ರತಿ ಅಡ್ಡಸಾಲಿಗೂ 
ಒದೊಂದು) ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಈಗ (01 1' ಎ ೫ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (101 (7) ಯನ್ನು 1'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷ್ಸವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯ ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಇದು ಆಧಾರದ ಆಯ್ಕೆಯ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿಲ್ಲ ಹೇಗೆಂದರೆ 4 ಯು ಒಂದು 
ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 8 ಯು ಮತ್ತೊಂದು 
ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 
8- PAP, ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 7 2 ?] ಮಾತೃಕೆ P, 
ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. [5 ಸಸ್ಯೀಯ 1, ಗರ (ರಿಗಿ) ನೋಡಿ.] det (B) 
=det(P AP") =det (P,)det (KE : = dei(P,) x det 
(07!) 001 (4) -0ೇ1 (4). ಇಲ್ಲಿಯೆ ಅಂತಿಮ ಸಮತೆಯ (29)ನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡಿದೆ. 


[07 


(4) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಸಪು ಮುಂದಿನಂತಿದೆ. 7 ಯು ಗ” ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ರೀಲೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ ರಿ ಗುತ AN ಯು ಢಗೆ 
ಹ್‌ 
೨ಬಿ 


ಒಂದು ಅಧಾರವಾ ಇಗಿದ್ದರೆ ರ, ೮ಯೊು ತನ್ನ ;ನೇ ಸಾಲನ್ನು ಸ'' ಆಗಿ ಹೊಂದಿರುವ 
ಫಿ 

1 ೫ ॥ ನೂತೃತೆಯಾಗಿರರ ಮತ್ತು. “» ಯು TX ಅನ್ನು j=l... 

ತನ್ನ /ನೇ ೮ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ೫ x ಗವ 

TM ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ CA Mu 


(20) ನೋಡಿ.] 


33 0! (D) 
ಏಕೆಂದರೆ, 


det (7) = det (A) = det (A) 


det (೧) 414) _det (CA) det (D) 
det (Cy) dei (C) der (C) 





0೨ ಡ್‌ ಎ N p 2 ಆ, pe 
ಆ ದೈರಿಂದ uct (('). ಯನ್ನ 168.1 XN ಸಿ 1 ಸ] ಬಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 


n - ಆಯಾಮದ ಸಮಾಂತರೀಕ್ಕ ತದ ಸಾ ನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಸಲ್ಪಟ್ಟ 77 - ಆಯಾಮದ 
ಟು 4 4 


ಗಾತ್ರ ಎಂದು ವ್ಯಾಶ್ಯಸಿದ್ದಾ, ೬ ಆಗ det (7) ಯು (೩1, ೫2, ಎ 21 ನಿಂದ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 1) - ಆಯಾಮದ ಸಮಾಂತರೀಕೃತದ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಆಯಾನುದ ಗಾತ್ರಕ್ಕೆ (TX, TX, ..., 731] ಸಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
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1 - ಆಯಾಮದ ಸಮಾಂತರೀಕೃತದ ಸ್ಥಾನ ವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ೫ - ಆಯಾಮದ 
ಗಾತ್ರದ ಅನುಪಾತವಾಗಿದೆ. ಇದು der (7)ಯು ಆಧಾರ (೩1, ೫%, .... X"]ನ 
ಆಯ್ಕೆಯಿಂದ ಸ್ವತಂತ್ರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಮುಂದಿನ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ೫ -ಸ ಆಗಿದ್ದಾಗ, € ಯ ನಿರ್ಧಾರಕವು (ಯ ಅಡ 
ಸಾಲುಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾಂತರೀಕೃ ತದ ಗಾತ್ರವನ್ನು ಖಂಡಿತವಾಗಿ ಕೊಡು 
ದೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. ಇದು ಮೇಲೆ ಉಪಯೋಗಿಸಿದ "ಗಾತ್ರ' ಪದದ 


ಸ್ಸ್‌ ಸಮರ್ಣಪುತ ದೆ 
ನ್ರಿಯನ್ನು ಸಮರ್ಥಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. (a) (7)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 223 ನಿರ್ಧಾರಕ್ಕೆ (8) ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು 
ಸಫಲವಾಗುತ್ತವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) A= | | ಆಗಿದ್ದರೆ, 


[ad 


ಆಗ 4! (4) ಯು (00) ಮತ್ತು (೧೧0) ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಥಾನ ವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟ್ರ ಕ್ಷೇತ್ರ ತ 
ವಾಗಿದೆ. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಈ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, (8)ರ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ವಿವರಿಸಿರಿ. 
(ಉದಾಹರಣೆಗೆ, (80) ಯು (1, 0) ಮತ್ತು (0, 1) ಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಸ್ಕಾ ನವಿನ್ಯಾಸ 
ಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು 1 ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ.] 


(೭) (11) (12) ಮತ್ತು (10) ನ್ನು? x 2 :ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ, ಣಃ 
ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ, (4) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 
ನಿರೂಪಿಸಿ, - 


(6) 5ಮತ್ತು 7ಗಳು | ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿರಲಿ; 

det (5) ಮತ್ತು 461 (7) ಗಳು (4) ರಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಂತೆ 

. ಇರಲಿ. 5 ಮತ್ತು 7'ಗಳಿಗೆ (10) ನ್ನು. ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ 
'ನಿರೂಪಿಸಿರಿ. 
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(6) 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 
2x2 ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ (19)ನ್ನು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ, 


(1) ನ್ನು ಅಥವಾ (28) ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಈ ಮಾತೃಕೆಗಳ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಗೆಮನಿಸಿ: (೧). 
(6) ಮತ್ತು (8) ಅಂಶಗಳಲ್ಲಿ ವಿಸ್ತರಣೆಗೆ ನೀಟಿಸಾಲುಗಳನ್ನು ಎಚ್ಚರಿಕೆ 
ಯಿಂದ ಆರಿಸುವುದು ಸರಳತರ ಗಣನೆಗೆ ದಾರಿ ಮಾಡುತ್ತದೆ.]. 


(op: 1] (0) [5 3] 


ಹ 
೧ 
ಸ್‌ 

——— 
 & 
{ 

bh ಪಾ ಹಾ 

ಅ... ಗಾ 6 


| (6) 3 1 2 
1 0 
| 


__— 


೫. 1 2 1 (ಗ (1 ೧ ೫ 1 1 
1 1 0 1 00 1 10 
೪ 0 0 1 1 00 00 
1 3 0 1 0 30 0 

0 1 0 ೪ 0 


4 ಯು ಒಂದು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯ ೫ x ಗ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ (01 (4) - 44": A ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
(23) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ]. 


(84) ಮತ್ತು (8) ಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೀತಿಯ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಪರಿ 
ಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಒಂದು ಗಜ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಮೇಲು ತ್ರಿಕೋಫೀಯ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸಂಕುಚಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು ಅನಂತರ 
ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಲು ಅಭ್ಯಾಸ 3 ನ್ನ್ನ ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಅಭ್ಯಾಸ (೨) ರಲ್ಲಿ (€) ಅಂಶಗಳಿಂದ ). ಅಂಶ 
ಗಳವರೆಗೂ, ಇರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ನಿಷ್ಟತ್ತಿಸಿ. 
1 (84) ಯ ಉಪಯೋಗವು ಚಿನ್ನೆಗಳೆ ಒಂದು ಬದಲಾವಣೆಯನ್ನು 
ಕೊಡುವುದೆಂದು ನೆನಪಿಡಿರಿ.] 


ಅಭ್ಯಾಸ ತಿನ್ನು ಅನೇಕ ರೀತಿಗಳಲ್ಲಿ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಬಹುದು. ಒಂದು 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣವನ್ನು ಕೊಡಲಾಗುತ್ತದೆ. 4 ಯು ಗಗ ಆಗಿರಲಿ, 
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8 ಯು ೬x ಆಗಿರಲಿ, ೮ ಯು ೧x ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 0 ಯು: 


17 ಶೂನ್ಯಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 


C 
D= A 5} ಆಗಿರಲಿ, 


ಅಂದರೆ, 
A An A 
Au An ಕನ Ann 
ಡ್‌ ಗ್ಯ 4 a Aha 
2 0 0 .. 0 
೧ ೧ ... 0 
0 0 ..0 


B, 


ಲೆ) 


C pS 


ಗ 
Bde 
Bis 


Biss: 


Ch 


Cu 


C nk 
B, 
೫. 


ಶ್ಮ್ಮಿ 


det (0) = dei(A) det (8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 
Aಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಲ್ಲದಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ ೧ ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು (12) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 4ಯು 
ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, 4 ಮತ್ತು (ಗಳು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರಲು 
ಬಿಡಿ ಮತ್ತು d(B)=det (D)/det (A) ಎಂದು ವಿವರಿಸಿ. 
d(B)ಯು (8) ನ್ರು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಅನಂತರ 


(14) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ] 
(i. ಕೆಳಗಿರುವುದರ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ನಿಷ್ಟ 


ಯೋಗಿಸಿರಿ, 


೦ 


6) 


1 0 
0 1 1 
0 0 3 1 
0 0 0 


(b)[4 
2 
0 


0 


೦೦೦೦೦ ಣ್‌ ಎ 


ಏ೦ಿ ವು ಎ. ಿುಂ HH 


ರು 


ಅಲಿ i= 
[ 


ತ್ರಿಸಲು ಅಭ್ಯಾಸ ರಿನ್ನು ಉಪ 


pe ಬ. ಆಇ. ed ek be 
| 
(ಮದ್ದಲ್ಲ ರೂ ಗಿಂ! 
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1 (15) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ವಿರೋಮಸಾ; 
ವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು. ಎಂದು ನಿರ್ದರಿಸಿರಿ. ಮಾತೃಕೆಯ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದ ಕ್ರಿ ಅದರ ವೃಸ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೆಲು (28)ನ 


ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
(afr 1 0 (0) ಗಗ... 1 0 
1 2 ೬1 2 ಎ1 11 
- ದಿ 1 0 183 
(0) 1 0 1 2೫ 
-1 1% 1] 
1 0 1 ] 
3 1 0 2 
ಹ (a) 3x3 ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿರುವ (19) ನು ಸ್ಥಾನಿಸಿ ಎ 


(ಗಿ) ನೇರವಾಗಿ ಗಣನೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ, (7)ನ್ನ್ನ ಉಪಯೋಗಿಸಿ, (೨0), 
(21) ಮತ್ತು (22) ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 
(ಲ) 3x5 ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ (26) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. 
1... (8) (10) ನಲ್ಲ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ 48) ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು 


ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ (10) ರ 
ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿರಿ. 


(0) (23), (8)ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(0) £(.4) ಯು (9)ರ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸು 
ವುದರಿಂದ (26) ನ್ನು ಸ್ಥಾಫಿಸಿರಿ. 


0. det (A) # 0 ಆಗಿರುವಂತೆ 4ಯು ಒಂದು ॥ x 7! ಮಾತೃಕೆ 
ಆಗಿರಲಿ. ಮತ್ತು 
2] ೫ 
೫ |3| ಮತ್ತು 1ಎ 32 | ಆಗಿರಲಿ. 


x y 


11. 


12. 
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C,ಯು ಸಯ ;ನೇ ನೀಟಸಾಲನ್ನು 7 ಯಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ನಿಸುವುದ 
ರಿಂದ 4 ಯಿಂದ ಬೊರಕಿಸಲಾಹ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಚ್‌ 
ಸಮಾಕರಣವು Xj = den C ;/det (4). = ಸಬೆ...) 11 
ನಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರ ೫ ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಇದನ್ನು ಕ್ರೇಮರೆನ ನಿಯಮ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 
ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮವನ್ನು ಸ್ಮಾಪಿಸಲು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಬರೆಯಲು (29) 
ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


x=( 1 ) 

೫ 

X ((-?)*4(1,7),* CAL + 
(-1)*1.4(17).) 

ಮೆತ್ತು J ನೇ. ನೀಟಿಸಾಲುಗುಂಟ ಲಾಸ್ಲೇಸ್‌ ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಉಪ 

ಯೋಗಿಸಿರಿ (C= App + (0242) 

N+ + (-1Anj)y:] 

ಕ್ರೇಮರನ ನಿಯಮವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ (ಅಭ್ಯಾಸ 10 

ನೋಡಿ). 


ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಪ್ರತಿ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


(a) ಶೆ೫-2)»ಎ 1 (0) x+2y-2=1 
೩.೫3 3x-2y4+2=0 
2x+y+z=2 
(0) ಶಾ 
x+y = 
೫-241 


4 ಯು ಒಂದು ೫1? ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಯ ಒಂದು 7-ಅಡ್ಡ 
ಸಾಲುಗಳುಳ್ಳ ಅಪ್ರಧಾನವು 4 ಯಿಂದ 1-೫ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು 
34] 
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ಮತ್ತು ೫-7 ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ವರ್ಜಿಸುವುದರಿಂದ ಡೊಕೆತ ಒಂದು 
ಮಾತೃ ಕೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುವುದರಿಂದ ಪಜಿಯಲಾಗು 
ತ್ರದ. 4 ಯ ಎಲ್ಲ ಸ-ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳುಳ್ಳ ಅಪ್ರಧಾನಗಳೂ 2ಎ; ಗೆ 

ದೃಶ್ಯ ವಾಗುವುದಾದರೆ ಮತ್ತು ಅದ ಶ್ಯವಾಗದ ಕನಿಷ್ಠ. ಒಂದಾದರೂ 
ತ ಲ 7-ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಆಪ್ರಧಾನವು ಇದ್ದರೆ 4 ಯ ನಿರ್ಧಾರಕೆ 
ಸ್ಥಾನವನ್ನು r ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೆ ನೆ. ಣೆಯು 3x8 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ್ಥಾ ಸ್ಥಾ ನ 4 ಮತ್ತು ಖೆ ಯ ನಿರ್ಧಾರಕ ಸ್ಥಾನ ಒಂದೇ 
ಆಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ಸಿ [4 ಯುಃ 1 ಆಗಿರುವಾಗಲೂ ಈ 
ಫಲಿತಾಂಶವು ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ.) 


ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದು ಪರ್ಯಾಯ ರೂಸನನ್ನು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ 
ಸಿದ್ಧಾ ಂತವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ದೊರಕಿಸಬಹುದು. 1) ಸ್ವರದ ಒಂದು 


ಣೆ ರೂಪದಾ ಗಿದೆ ಇಲ್ಲಿ 

ಕೆಮಯೋಜನೆಯು ೯ 1710. (21 pe on) ರೂಪಿದ್ದಾ ಗಿ ಎ 

(೫ ಇರಲು 1. /೭0ಕ್ಟ 1೬50 ಇರುವಂತೆ ಪ್ರತಿ 
ತೆ 


ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದೆ. (೮ರ ರ) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ದ ಪಾರ್ಶ್ವಜೋಡಿಗಳೆ ಅದಲು ಬದಲುಗಳೆ ಒಂದು ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ 
n— tuple (1 » ೨, ..., ೫) ಅನ್ನು ದೊರಕಿ ರಕಿಸಬಹುಶಿಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ 
ವಾಗಿರಬೇಕು. ಒಂದು ದತ್ತ ರೆ ಬೇಕಾದ ಅದಲು ಬದಲುಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯು ಯಾವಾಗಲೂ ಸೆ ಮವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ ಆಥವಾ ವಿಷಮವಾಗಿರು 
ತ್ತ ದೆ ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯು ವಿಷಮವಾಗಿದ್ದರೆ -1 ಎಂದೂ ಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ 
+ 1 ಎಂದೊ ಅದ ಚಿನ್ಹೆ ಯನ್ನು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


(8) (1೨,...,1) ಅನ್ನು ದೊರಕಿಸಲು ಅಗತ್ಯವಾದ ದ ಪಾರ್ಶ್ವ 
ಜ್‌ ಅದಲು ಬದುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಯಾವಾಗಲೂ ಸಮ 
ವಾಗಿದೆ ಅಥವಾ ವಿಷಮವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: 
೫) ಇಪ್ರ ತನ್ನ ನೇ ಆ ಅಡ್ಡೆ ಸಾಲನ್ನು 1 ದ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಾಗಿ 
ಹೊಂದಿರುವ ೫ ೫x ಗ ಮಾತೃಕೆ ಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 0ದೆ ಚಿನ್ನೆಯು 
66 (£ 9)ಗೆ ಸಮವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(b) der (A)= So(sgne)de, 1 ್ಯೊಡಿ Ae ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. [ಇದರ ಅರ್ಥ n ಸ್ತರದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಕ್ರಮ 
ಯೋಜನೆ ೦ಕ್ಕೆ £4) ಸಲಿ... ಸೆರಗ ಗುಣಲ ಬ ವನು 


ಈ 


14. 
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ರೂಪಿಸಿ, 52ಗ « ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿ (ಎ. 6)ದ ಚಿನ್ನೆ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿ 
€ಗೂ ಒಂದು ಪದ ಕೂಡಿಸುವುದು. ಇದನ್ನು ತೋರಿಸಲು ಬಲ 
ಭಾಗವು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತದೆ, 
ಅಂದರೆ (8) ನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ಶೋರಿಸಿರಿ.] 


py ಯಔ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಒಂದು ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. TA = 
AB ಇದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಇರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ Bಯು ಸ್ಥಿ ರ2 2 ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿದೆ. 


det (7) - (00! (8) )* ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 


B, ೫, 0 0 


೫. ೫.೭. 0 09 [ra 
0 0 Bi Bj 5 T ತ 
0 0 ೫, ಶಿ, 


ಮಾತೃಕೆಯಾಗುವಂತೆ ೪ ಯ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ.) 


. 4 ಯು 4 £« 4 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) ಅಭ್ಯಾಸ ಕನ್ನಾಗಲೀ ಅಥವಾ (38)ನ್ನಾಗಲೀ ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
dt (4) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಬೇಕಾದ ಗುಣಾಕಾರ 
ಕ್ರಿಯೆಗಳ ಗರಿಷ್ಠಸಂಖ್ಯೆ 72 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಗುಣಲಬ್ಧ 
8006 ಯು ಮೂರು ಗುಣಾಕಾರಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ.) 


(0) ಕ್ರೇಮರನ ನಿಯಮನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ (ನೋಡಿ ಅಭ್ಯಾಸ 10), 
4] 7 ಬಿಡಿಸಲು ಬೇಕಾದ ಗುಣಾಕಾರ ಮತ್ತು ಭಾಗಾಹಾರ 
ಕ್ರಿಯೆಗಳ ಗರಿಷ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆಯು 364 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(€) ಅಧ್ಯಾಯ 1 ರಲ್ಲಿರುವ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಸಂಕುಚನೆಯ ವಿಧಾನವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. AX ೬ 3 ಬಿಡಿಸಲು ಬೇಕಾದ ಗುಣಾಕಾರ 
ಮತ್ತು ಭಾಗಾಹಾರ ಕ್ರಿಯೆಗಳ ಗರಿಷ್ಠ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನ್ನಿ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, ಸಮಾಕರಣಗಳ ವೂ ಹಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಕ್ರೇಮರನ 
ನಿಯಮವು ಸಮರ್ಥ ವಿಧಾನವೇ 
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4 ಯು 161 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಃ ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರರಿ. 
60! (1:1-4) ಯು ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ ರೊಡನೆ 7 ಸ್ತರದ 
ಕ್‌ 


ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿಜಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ : ಅಭ್ಯಾಸ 
13ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಅಥವಾ ಅನುಗಮನ ಮತ್ತು (28) ನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


10. 


ಭಾಗ 7. ಮೂರು ಆಯಾಮಗಳಲ್ಲಿ ಓರೆಗುಣಲಬ್ಬ 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಔR?ನ ಜಾ ಮಿತಿಯನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರಮುಖ ಉಪಕರಣಗಳು ನಿರ್ಧಾರಕ ಮತ್ತು ಓಕೆಗುಣಲಬ್ಬ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 
ಇದು ಆಪ್ರಸಂಬಂಧಿ ಪರಿಕಲ್ಪನೆ ಆಗಿದೆ. 78 ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ಆದ್ಯಬಿಂದುಗಳೆ 


(0, 0, 0) ರಲ್ಲಿರುವ ಬಾಣಗಳ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
ದ, 


ಆಂದರೆ, ಔ?ನಲ್ಲಿರುವೆ ಒಂದು ಬಿಂದು (೫. ೫೪ ೫3) ವು (0, 0,0) ವನ್ನು ಆದ್ಯ 


ಬಿಂದುವಾಗಿ ಮತ್ತು (೫ ಸ೪ ೩3) ಯನ್ನು ಅಂತಿಮಬಿಂದುವಾಗಿಯೂ ಹೊಂದಿ 


ರುವ ಬಾಣ ೫ ಗೆ ಸಹಗಾಮಿಯಾಗಿದಜೆ. ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ೫ ಬದಲು ೫ ಎಂದು 
ಬರೆಯಲಾಗುವುದು ಮತ್ತು (0, ೧, 0)ವನ್ನು ತನ್ನ ಆದ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 
(x; x» ಡಾ) ಅನ್ನು ತನ್ನ ಅಂಕಿಮಬಿಂದುವಾಗಿಯೂ ಹೊಂದಿರುವ ಬಾಣವು Xx 
ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲು ಎ (ಯ ೫ 3). ಎಂದೂ ಕೂಡ ಬರೆಯಲಾಗುವುದು, 
"ಯೂ ಅದೇ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಗ್ರಹಿಸಿ 
ಇದನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು (X, Y) ಅಂಕನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. ಸದಿಶ ಉದ್ದ 
ಮತ್ತು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನವನ್ನು ಈ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


73ಗೆ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಒಂದು ಸ್ಥಾನ ನಿನ್ಯಾಸವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತೇವೆ. ೫ -- 
ದು (71 ೫23 3323 ಮತ್ತು Z (2೨ 2» 23) ಆಗಿದ್ದರೆ, 


(Ns ಹ 2) Y 
ಯು ಕೆಳಗಿನಂತಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಅದು 


ಆಗ ಕ್ರಮಸಡಿಸಿದ ತ್ರಿವಳಿ (3 3. 2] 


ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ, 


| NX ೫) 
det |೫: ೫೬ ೫3 [20 


2; 2 po 
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ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನಂತಿದ್ದಕೆ ಅದು ಒಂದು ಮಣಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


(1) 


(3) 


(ಗ) 


ಪತ್ತು Y 


೫] ೫ NX 
det |೫। ೫: y|<0 
2; ಶೊ ಪಿ 


{¥, 1. 2] ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ (Y,7,X} 
ಮತ್ತು (7, ೫೧ 3 |] ಗಳು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಗಳಾಗಿವೆ ಮತ್ತು 
1೫. 2,೫], (2, ೫ ೫] ಮತ್ತು 17, ೫ 2] ಗಳು 
ಯಣಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಗಳಾಗಿವೆ. 


{XN 7. 7] ಓಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದ್ದರ ಆಗ 
111.02: V2}, {X+aZ 7. 7]. (೩ Y+ ಇಸ 
2]. 130 7.02, 2), (ಬ 1. 2. ೦%] ಮತ್ತು 
12೧ ೫. 2.41] ಗಳೆಲ್ಲವೂ, ಆ ಯು ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಗಳಾಗಿವೆ. 


020 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (¥, ೫, 2) ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳ 
ಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ (0X, ೫, 2]. 13: 080 2; ಮತ್ತು 
{¥, ೫, 07 ] ಗಳೆಲ್ಲವೂ ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಗಳಾಗಿವೆ. 


01೮.0 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (೫ 1, 7] ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ 
ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ aX, ೫, 7], 1X, a¥, 2] ಮತ್ತು 
{¥, ೫. 02) ಗಳೆಲ್ಲವೂ ಖುಣಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಗಳಾಗಿವೆ. 


(ಸ, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ತ್ರಿವಳಿಯು ಒಂದು 
ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ. 


ಇವು ಭಾಗ ಗ ರ (8) ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಾಗಿವೆ. ಈಗ XN ಎ (ಬ ೫x ೫) 
ಐ (೫) ೫೫23) ಗಳು ಎರಡು ನಿರವಲಂಬಿತ ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. 7 ಎ 


(2, ಶೈ. ಸ್ಯ) ಯು ಮುಂದಿರುವ ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಲಿ. 
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(a) IZ1=1X11Y 1 sin 8, ಇಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು Y ನಡುವಣ 
ಕೋನ 8. 


(6) (0) (೫7, ೫) -(1. 1) ೯.0. 
(0) (20 2. 7] ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ. 


ಈ ಮೂರು ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸದಿಶವು ಖಚಿತವಾಗಿ ಒಂದೇ ಇದೆ. 
(54) ನಿರ್ಬಂಧಪು ನಮಗೆ 7 ನ ಉದ್ದವನ್ನು (5b) ನಿರ್ಬಂಧವು 2ಗೆ ಕೇವಲ 
ಎರದೇ ಆಯ್ಕೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ ಮತ್ತು (6) ನಿರ್ಬಂಧವು ಇವುಗಳಲ್ಲೊಂದನ್ನು 
ವರ್ಜಿಸುತ್ತದೆ. 7 ಅನ್ನು ಸ ಮತ್ತು ]' ಗಳ ಓರೆಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 
ಮತ್ತು 7 .. ಸ x Y ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 1 ನೋಡಿ). 


NX ಮತ್ತು yಗಳು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದ ರೆ, un Xx 3 ಅನ್ನು 0 ಎಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು. 12) ¥} ಯು ಅನಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ 8 - 0 ಅಥವಾ ಇ 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದು (64) ಯೊಂದಿಗೆ ಸುಸಂಬದ್ಧ ವಾಗಿದೆ. ಇದರ ವಿಲೋಮವೂ 

ಸಫಲವಾಗಿದೆ; ಅಂದರೆ, 8-0 ಅಥವಾ ಇ ಆಗಿದ್ದ ರೈ ಆಗ ಸ' ಮತ್ತು Yಗಳು 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿವೆ. ಹೀಗೆ, (00) ಯಿಂದ, 


(7) Xx ೫0 ಕೇನಲ 
XN ಮತ್ತು Yಗಳು 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ, 


51೧:0 = 1-cos’?# 


ಹ 1-( (XX) y 
IX IY! 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 





(64) ನಿರ್ಬಂಧವನ್ನು ಹೀಗೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು, 
(೫) 1ಸ' € ೫1೬111: 117 1 - (೩೫. YY 
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ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಿತ್ಯ ಸಮಾಕರಣಗಳಿವೆ. 
(9) XxSY=-YxX 
(10) AN x Y)=(aX)x Y= X+ (೧7)ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆ 4 ಗೆ. 
(11) (X+aY)+ Y= X+(Y+aN)=Xx 3 ಯಾವುಜೀ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ ಸಂಖ್ಯೆ ಗೆ. 


(೧) ಮತ್ತು (1) ರ ಒಂದು ನೇರ ಪರಿಣಾಮವು ಗುಣಧರ್ಮ (0) ಆಗಿದೆ. 
a(X x Y)=(aX)x Y ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 71 - (1 « 7) 
ಮತ್ತು 73 (02) « Y ಆಗಿರಲಿ. 7! ಕೂಡ 72 ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನೇ ಪಾಲಿಸು 
ತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 0 ೯0 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ 21. 73-.0 
ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. ೧೫೦ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ | 73|' -1aX PY P-(aX, YY 
=X PHY X,Y) )- 17112. ಹೀಗೆ1Z 1-12. X ಮತ್ತು 
Y ಎರಡಕ್ಕೂ 7! ಲಂಬನಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 7 ಯು aX ಮತ್ತು Y ಗಳಿಗೂ 
ಕೂಡ ಲಂಬವಾಗಿರಲೇಬೇಕು. ಕೇವಲ 40೫, Y} ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ (೫ Y}) ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂಬುದು ಸ ಸ್ಪಷ್ಟ. ಆದ್ದರಿಂದ( X, Y | 
ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. ಆಗೆ {X,Y XxY) 
ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ. a>0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (5) ರ ಎರಡು 
ಅನ್ವಯಗಳು (a೫, ೫. Z'} ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮ' ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದಿ ಎಂದು 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ೧0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (4)ರ ಎರಡು ಅನ್ನಯಗಳು (NY, 71] 
ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ 7 ಕೂಡ 
7 3ನ ನಿರ್ಬಂಧಗೆಳನ್ನೇ ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 21-2 Xx 1) 
=X x (af) ಸಮತೆಯನ್ನು ಕೂಡ ಇಂಥದೇ ಒಂದು ವಿಧಾನದಿಂದ ಸ ಸ್ಟಾ ಪಿಸ 
ಬಹುದು. 


(XN+aY) x Y= Nx 1 ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. ಆಗ ಇದರಿಂದ 
ಮತ್ತು, (೪) ರಿಂದ (11) ರ ಇನ್ನೊಂದು ನಿತ್ಯ ಸಮಾಕರಣವು ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಎರಡು 
ಸದಿರಗಳು, ಕೇವಲ ಅವು (0, 0, 0) ಯೊಂದಿಗೆ ಎಕರೇ ಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಮಾತ್ರ 
ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ನಾವು ಕೇವಲ 13೧ Y} ಯು ಅನಲಂನಿತವಾಗಿ ದ್ದರೆ 

ಮಾತ್ರ (೫ ೧೫, 1 } ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇನೆ. ಈ 
ಸಂಗದಲ್ಲಿ (¥ .. 47) ೫ ಮತ್ತು X x Y ಗಳೆರಡೂ 0 ಆಗಿವೆ. 1 ] 
ಖು ಸಿರವಲಂಬಿ ಬಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟಿ ಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 1%” +a}, 


a ಆ 
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Y}ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿದೆ. (ನ)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ (X+ 
Y)x ೫1-11 + aYPIYP(X + 03 3 p= (111 .. 
(೫. ೫) .111) 171 (8. YP = 203) IYF-a(y,y 
೨11121] 0-(2( YY ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. (2(-. 03) «೫ ಯು yy 
ನಷ್ಟೇ ಉದ್ದವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. (X+aY) x YOಯು ೫. ೧೫ ಮಃ 

2 ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದೆರಿಂದ (1'.. 1) « ೫ ಯು ಸಿ'ಗೆ ಮತ್ತು 7ಗೆ ಲ: 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು £8 +a, ¥(X +a¥)x Y} ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿಎ 
ಬಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. (2) ರಿಂದ (೪ ¥, (N+a¥)xY} ಯಬ uoc 
ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಹೀಗೆ (+a) x ೫ ಇದು Yx 7 ಯ 
ಪಾಲಿಸುವ ಎಲ್ಲ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. (೩.07) « Y=XNxyY 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀವಿ. ಇದು (11)ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


ಓರೆ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ಎಂದು ಅರ್ಥೈಸಬಹುದು. (64) ಯಿಂದ 
IN x 21/1 ಯು ಕ ಮತ್ತು ¥ ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾನಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. (ಚಿತ್ರ 2 ನೋಡಿಂ.) 





ಈಗ (೫, ೫] ಯು ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು aX + 
PY+C(XxXY)=0 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 0 ಎ (0, « Y)=aNXxY) 
(1, 3 «2೫)-. (೫ XY ೫3೫) ಎ13 31. ಈ ಕೊನೆಯ 
ಸಮತಿಯು (6) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತದೆ. (೮0) ಯಿಂದ I¥ x 712 
ಎ0. ಹಿಗೆ 0-0. ಆದ್ದರಿಂದ aX + bY -0. 120 ೫7. ಬ«3೫] 
ಯು ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದೆ. ಮತ್ತು ಆದ್ದರಿಂದ R5ಸೆ ಒಂದು ಆಧಾರ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. ೫ ವು ೫ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶ 
ಪಾಗಿರಲಿ, ಆಗ Wr-aX+bY+o(Xx¥Y) ನಾವು (60) ಯನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 
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(12) (Xx ೫ Madre. 
ವು ೫x Y ಮತ್ತು ೪ ನಜುಪಿನೆ ಕೋಫವಗಿರಲಿ (೬0 ಆಗಿದ್ದ ಕೆ 
0ಆಥ <n? ಮತ್ತು ೧೮೦ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ, n/ 3S ~ದು (12) ಹೇಳ 
ತ್ರಡೆ. ಕೇವಲ (2 1 (Xx) } ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವೆಳೆ. 
` ಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, (೫, ೫ ಒಂದು ಸಾ ತಿ 'ವಳಯಾಗಿರುತ ದೆ ಎಂದೆ" 
(2) ರಿಂದ ಕಿಳದಿಡ (೫. ೫. Xx ೫] ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿ" 
ಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಕೇವಲ ೭ > ೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (೫ 1. €( Xx ೫) ಯ 
ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಂಯೋಜಿಸಿದರೆ 
ಇಂತಾಗುತ್ತದೆ : 
ಅವು. ೫ ಮತ್ತು NY ನಡುವಿನ ಕೋನವಾಗರಲಿ, ಆಗ' 
0<¢<n/?, ಕೇವಲ (೫% 7, Wjನು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ' 
(13) ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಮತ್ತು 7/2 ೮ಛ್ಧಿ ಇಇ ಕೇವಲ 
೫. Y, ೫ ಯು ಒಂದು ಖುಣಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ. 


6ವು ಸ ಮತ್ತು Y ನಡುವಣ ಕೋನವಾಗಿರಲಿ. 84:0 ಅಥವಾ 7 ಮತ್ತ 
34/2 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ |(XNxY, W l= WAI 
1 71111/161೧ 0 ೦೦5 ; (|. ಇದು ಕೇವಲ. XY, W ಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಸಮಾಂತರೀಕೃ ತದ ಗಾತ್ರವೇ ಆಗಿಜಿ (ಚಿತ್ರ 3 ನೋಡಿ.) 





(2೩೧೬1, 11) - +X, 7 ಮತ್ತು Wಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಮಾಂತರೀಕೃ ತದ ಗಾತ್ರ, 1೩. ೫, Wj} ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮ, % 
(14y ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಧನ ಚಿನ್ನಿಯೊಡನೆ ಮತ್ತು. {¥, 2: ೫] ಯೆ 
ಒಂದು ಯಹಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಂಯೊಗಿದ್ಧರೆ ಖಣ ೬ ಚಿನ್ನೆ ಯೊಡನೆ ಇರುತ್ತದೆ 


ಎಂದು (13) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕಿಳಿಯುತ್ತಿ ಟನೆ.” 
35) 
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1X, YW} ಯು ಒಂದು ಅವಲಂಬಿತ ಗಣವಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ ಕ್‌ ]' 

ಮತ್ತು 7 ಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾಂತರೀಕೃತದ ಗಾತ್ರವನ್ನು 0 ಎಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು (14) ರೊಂದಿಗೆ ಸುಸಂಬದ್ಧವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ ; ೪ 
Y, W} ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (೫, Y} ಯು ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರಬೇಕು. 
(Xx Y 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ)ಅಥವಾ ನು ೫ ಮತ್ತು Yಗಳೆ ಒಂದು ರೇಖೀಯ 
ಸಂಯೋಜನೆಯಾಗಿರಬೇಕು(ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ವು ೫x Y ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತದೆ.) 
X, Y ಮತ್ತು Wಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ್ಯ ಸಮಾಂತರೀಕೃತದ ಗಾತ್ರವು 
y,W ಮತ್ತು ಸಗಳಿಂದ ಸಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾಂತರೀಕೃ ತದ ಗಾತ್ರದಷ್ಟೇ 
ಇರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಕೇವಲ ( ). ೫ 4; ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿ ಸಕ 
ಮಾತ್ರ. /೫1. ೫ ೫) ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಶ್ರಿ ನಳೆಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


(ನೋಡಿ(1)], 


(18) (Xx SMH =(NxXHN ) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ಈಗ (Nx Y, ೫) ಮತ್ತು ೫x ಗಳನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 
ಗಣಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸೂತ್ರವನ್ನು ಕೊಡಬಲ್ಲೆ ವು. 


X= (xp ಬೂ ಜಾ ಬೆ (Yr VY) ಮತ್ತು ೪ ಎ 
(Wp Ws» 11) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


XN ಜ್ಯ 
(10) . (ಸ 2 331”) ಒಟ), ೫. Vl 


(16) ನ್ನ್ನ ಸಾಧಿಸಲು 


ಸ X ಸ 
A=ly PM ೫ ಆಗಿರಲಿ. 


WW MW 


ಮತ್ತು 0 (1) ಎ (Xx YW) ಆಗಿರಲಿ. (A) ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. ಯ ವಿರಡು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು 
ಒದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ 4 ಯಿಂದ 4' ದೊರೆಯಲಿ. ಇವು ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು 
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ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (9) ರಿಂದ 4 (4) - -4(4). ಇವು 
ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಾಗಿನೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ, ಆಗ 
(10) ಮತ್ತು (0) ನ್ಸು ಉಸಟಿಸಸುವರಣವ (4) ಎ (Wx ¥, X) 
ಎ (17.0 W) ಇ -ಸಗೀ 1. ೫1) ಎ (-d4) ನಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ. ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು MAR ಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ, ಆಗ 
ಇಂಥಡೀ ಒಂದು ಸಾಧನೆಯು d (4 ) = 1 (4) ಎಂದು ರೋನಸುತ್ತದೆ ಇನು 
ಭಾಗ ರ (ಗೇಯ ((4)ಗೆ ಸರಿಯಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


(31 «3 ಚೆ!) ಇ (ಸಗ 11111) - (೧(`2(0«3 ).11- (01) 
XY, ೫1) (ಗೀ (0 YW) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, (10) ನ್ನ್ನ ಮತ್ತು:ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಬದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ, ಭಾಗ 6ರ (8h) ಯು 
(1 4) ಗೆ ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಭಾಗ 0ರ (ನಂ) ಯನ್ನು 
4) ಯು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯು (11) ಮತ್ತು (15) ರ ಪರಿಣಾಮ 
ವಾಗಿಹೆ. ಅದರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಒಂದು ಅಭ್ಯಾಸದಂತೆ ಬಿಟ್ಟದೆ 


೨(1, 0, 0), ಸಿಳ ಎ (0, 1, 0) ಮತ್ತು X35 « (0,0, 1) 
ಆಗಿರಲ್ಲಿ ಆಗ (6 je ಉ ನಗ ೫7! 3೧2ಎ [3 ಎಂದು ಹೊಂದಿರು 
ವುದರಿಂದ KS » 23) ಎ dA(D=(X'xXK5 13) ಆಗಿರು 


ವ್ರವರಿಂದ ಭಾಗಗರ N 1) ಯು ಸಾಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
A) ಯು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 3x3 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮೇಲೆ 
ಅಂತಹ ಒಂದೇ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಮಾತ್ರ ಇರುನುದರಿಂದ 4.4) = dt (4) 
ಬಂದು ಹೊಂದಿರಲೇಬೇಕು. ಇದು (16) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


ಫಲಿತಾಂಶ (16) ಆನೇಕ ಪರಿಣಾಮಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. [ಭಾಗ6ರ (19) 
] 


(4x YY» 1/1) ಯು ಇತರ ಎರಡು ಸ್ಥಿ ರಾಂಕಗಳೊಂದಿಗೆ ಒಂದು 
ಚರಾಂಕದ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ; ಅಂದರೆ, ((0A! 
+hX x Yh 17) ಎ 0 «೫, W+MX x YW) 
(11) (Xx (2171 8157),17) =a Xx 1117) (೫3೫3, 
117); Sos (೩ «7, aW'+ BW) =a( Xx PW) 
+ bAXPW) {XN 5} ಯು ನಿಯತ ಆಧಾರ 
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(18) ೫08೫ (XX YX ON (XX PX) + (NxY, 
XX 


ಆಗುವುದರಿಂದ, X= (xpx> x3) ಮತ್ತು Y=(y, J» ೨13) ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗುಂಟ ಲಾಪ್ಲೇಸ್‌ ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸು 


ವುದರಿಂದ 
A3 x2 Xx 
p ಮಾ 01 2 3 | 
0 ) ೫. ೫. 


| 
(Xx 1. x)-4 | 
1 
೫, ೩. 3) ದ 
(Xx ೫.೫3 - ಗೇ! ೫. py yl--ded*' 3] 
0 0 #1 4 


A 


ಎಸಕ 


KR ತ x NX ಸ ಎ , Xx; x2 
(XxX ೫. ಹ) - ಆ! |೫, 2, ೫, 0611. 
0 0 1 Xi ೫2 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ 
(1) ONS NEE BSS 
x23): ~ 
ಟೀಕೆಗಳು : ಫಲಿತಾಂಶ (16), ಫಲಿತಾಂಶ (15) ರೊಂದಿಗೆ ಸಂಯುಕ್ತ 
ವಾಗಿ ೮ !.4) ಅನ್ನು 4.ಯ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳಿಂದ ನಿರ್ಥರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ n-ಆಯಾಮದ 
ಸಯಾಂತರೀಕ್ಕ ತದ ಸ್ಥಾನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 7-ಆಯಾಮದ ಗಾತ್ರ “ಎಂದು 
ಕರೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಫೂರ್ಣ ಸಮರ್ಥನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


(19)ನ್ನು (0) ರಿಂದ ನೇರವಾಗಿ ಸಿದ್ಧಿಸಿಕೊಳ್ಳಬಹುಡಾಗಿತ್ತು ಮತ್ತು ಓರೆ 
ಗುಣಬಬ್ಬದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಟತ್ತಿಸಲು (19) ನ್ಹು ಉಸಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳೆ 
ಭಹುವಃಗಿತ್ತು. (19) ನ್ನು ಕೊನೆಗೆ ಸಿದ್ಧಿಸಿಕೊಳ್ಳಲು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿದ್ದೇಕೆಂದರೆ 
ಈ ವಿಧಾನವು ಓಕೆ. ಗುಣಲಬ್ಧದ ಜ್ಯಾಮಿತಿಕ, ಗುಣಧರ್ಮಗಳ. ಮೇಲೆ ಮತ್ತು ೫ 
ನನನ ಸ್ಫಸವಿನ್ಯಾಸದೊಂಡಿಗೆ ಅಡರ ಸೆಂಬಂಧಕ್ಕೆ ಪಾ ್ರಿಮುಖ್ಯತೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
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ಅಂಕನ i=(1; 0, 0), }={0, 1, 0) ಹುತ್ತ k= (0, 0, 1) ಯು 
ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿದೆ. ಇವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ನಾವು (19)ರ ಈ ರೂಪನನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ :, 


i j "% 
(20) XxY=det ಗ pS x} 
೫: ೫: ೫3 


ಅನಂತರ ಕೆಳಗಿರುವುಡರ ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗುಂಟ ಒಂದು ಲಾಪ್ಲೇಸ್‌ 
ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ತೆಗೆಡುಕೊಳ್ಳುವುದರಿಂದ Xx ೫ ದೊರಕಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ij ಓ 
Xi ೫) ೫) ಕ 
೨೫1: ೫೩ ೫3 


1] ಮತ್ತು ಓ& ಗಳು ಸಂಖ್ಯೆ ೈಗಳಾಗಿಬ್ಬದಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಸೂತ ತ್ರವು ಅಷ್ಟು ಸುಸ್ಪಷ್ಟ 
ವಾಗಿಲ್ಲ. ಆದರೂ (19) N ನೆನದಿಡಲು ಒಂದು ಸರಳರೂಸವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
(20) ರಿಂದ 


(21) ixj=k=-jxi ixkz- j= -kxi 
jxkei=-kxj ixi=zjxj=kxk=0 
ಪಡೆಯುತ್ತವೆ. 


ಇವುಗಳನ್ನು (6) ರಿಂದ ನೇರವಾಗಿಯೂ ಸಿದ್ಧಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. 


ಒಂದು ದ್ವಿತೀಯ ಓರೆ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು (6c) ಯನ್ನು ಈ ನಿರ್ಬಂಧದಿಂದ 
ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟಗೊಳಿಸಿ ಪಡೆಯಬಹುದು 


(22) (೫ 3. Z} ಒಂದು ಖುಣಾತ್ಮಕ ತ್ರಿವಳಿಯಾಗಿದೆ. 


ಇದನ್ನು ಅ ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸೋಣ. ಆಗ 7 - ೫%. 
೨9)ರ ಮೇರೆ (6) ಯತ್ನು ಸ್ಥಿ ಸ್ವೀಕರಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಯಾವ ವಿಶಿಷ್ಟ  ಕೌಶಣವೂ ಇಲ್ಲ. 
ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ ಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಪ್ರಾಯಕ ಹೊಸ ಓಕೆ ನುಣಲು ಸಿವನ್ನು ಉಪೆೋಗಿಸುತ್ತೆ "ವೆಂದು 
ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸಲು "ಬಲಗೈ ಸಿಯಮ' ಅಥವಾ ಗ ಓನಿಯಮ' ಎಂದು ಕರೆಸಿ. 
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ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. ಬಲಗೈಯ ಸೂಚಿಬೆಸಳನ್ನು 
1 ದಿಕ್ಷೆನಲ್ಸಿಯೂ, ಬಲ ಸಯ ಮಧ್ಯದ ಬೆರಳನ್ನು / ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು ಬಲಗೈಯ 


5 
ಹೆಬ್ಬೆರಳನ್ನು ಹ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿಯೂ ತೋರಬಲ್ಲೆವಾದಕ್ಕೆ 1೧ ; ಹ) ಯು "ಬಲಗ್ಗೆ 
ಸಿಯಮ'ದಿಂದ ಸ್ಟಾನನಿನ ಸ್ಯಾಸಗೊಳೆಸಲ್ಪ್ಟಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. fj pk ಯು 


ಬಲಗೈ ನಿಯಮದಿಂದ ಸ್ಟ್ರಾ ನನಿನಾ ನ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಟ್ರದೆ ಎಂದು ಹೇಳಿದ ಮತ್ತು ((() 
ಯನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿದರ, ಆಗ ನಾವು (1. 2. ೫7೨ 7] ಕೂಡಾಬ 

ನಿಯಮದಿಂದ ಸ್ಥಾ ನವಿನ್ಯಾಸಗೊಳಸಲ್ಪಟ್ಟದ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು Xx Y 
ಸಟ ಮತ್ತು )'ಗಳ “ಬಲಗೈ ಓರೆಗುಣಲಬ್ಬ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಪರಿಕಲ್ಪ 


ತಗ ಲ 
ನ ಗ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿನೆ. ಆದರೆ ಸಾಧನೆಗಳೆಲ್ಲ ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಕಠಿಣವೂ ಆಗಿವೆ. 


ಸ 


3೬ 2” ಅನ್ನು ವ್ಯಾ್ಯೆಸುವಾ ಇಗ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ದ ಬಳಕೆಯು ಕೂಡ 
[9 w 
ನಿರಂಕುಶವಾಗಿದೆ. (೫, Y), ಯು ು ಇನ್ನೂ ೦ದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವಾಗಿರಲಿ. 
ಟ್ರ ನ ha yy 
ಆಗ ಇದರ ಸಾಫೇ ಕವಾದ ಓ ಕೆಗುಣಲಬ ವನ್ನು 'ವ್ಯಾಬೈಸಲು (೧) ನ್ನ್ನ ಉಪಯೋಗಿಸ 


ಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಮಾಡುವಾಗ ಗ ಲ ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ಉದ ಮತ್ತು ಕೋನದ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು (೫, ೫ನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲೇಬೇಕು. 


ಓರೆ ಗುಣಲ ಲಬ್ಬವು ಸುಲಭವಾಗಿ ಉನ್ನತತರ ಆಯಾಮಗಳಿಗೆ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣ 
ಮಾಗು ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಣ' ಮೇಲೆ, (0) ಮತ್ತು (6) ನಿರ್ಬಂಧಗಳು 
ಮಾತ್ರ ವಿವರಿಸುತ್ತವೆ; ಅಂದರೆ (6h ) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಮತ್ತು 
ಇಡಲ ಟ್ರಿರುವ ಉದ್ದದ ಆ ಸದಿಶಗಳು ಅವುಗಳ ಅಂವಿಮಬಜಂದು 
} ನ ಲಂಬೀ ಯ ಪೊರಕವಾ ಗಿರುವ ಎರಡು ಆಯಾಮದ ಉಪ 
ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಹೊಂದಿವೆ. ಈ ವೃತ ತ್ರದಿಂದ ಒಂದು 


ತ್ರಿಕೊಳ್ಳಲು ಅವಕಾಶ ಕೊಡುವ (6) ಯಂತಹ ಒಂದು ಸರಳೆ 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ಈ ಅಭ್ಯಾ ಸವು ಕೆಲವು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಓರೆ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವನ ಸೋಸಿ ಹೇಗೆ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಂಸ್ಕ್ರರಿಸಬಹುದೆಂಬು ದನ್ನು 


ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಭಾಗದ ಮೊದಲನೇ ಪಂಚ್ಛೆ ಪರವ ಔಯ 
;' ಯೊಡನೆ ಸಮಾಕರಿಸ ಸಲ್ಪ ಟ್ರಿ ಡೆ ಎಂಡು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳುತ್ತೆ ಆಕೃತಿ 


[AS 
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ಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದು ಸಹಾಯಕವಾಗಬಹುದು. 


(8) ೫, ೫ ಮತ್ತು 7 ಗಳನ್ನು ಶೃಂಗಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ 
ತ್ರಿಕೋನದ ಸ್ಲೇತ್ರಫಲವು } |(3'- 7) (೫-2) 
ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) ೫. 1, 2 ಮತ್ತು W ಗಳನ್ನು ಶೃಂಗಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ 
ಷಡ್ಭುಜಾಕೃತಿಯ ಗಾತ್ರವು | 1 ((X-W) x (Y-W), 
2-W) ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) ೫ ನಿಂದ ]' ಮತ್ತು 7 ಗಳೆ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ 
ರೇಖೆಗೆ ಇರುವ ಲಂಬದೂರವು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ: 

I(X-Z)x(Y-2) 


Ey 
(6) ೫ ನಿಂದ y, 7 ಮತ್ತು ಗಳೆ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ 
ಸಮತಲಕ್ಕಿರುವ ಬಂಬದೊರವು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ: 


_॥(3- 17) ೬ (೫-೫1), 1-10!) 
1(17-31/) x (Z-W) 





(6) ೫X ಮತ್ತು Y ಗಳೆ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಗೂ, 
ಮತ್ತು 7 ಮತ್ತು W ಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ 
ಕೇಖೆಗೂ ನಡುವೆ ಇರುವ ದೊರವು 


1((%- ೫7) «2-೫. (- 2)! 


15 717:1೫- 1/71“ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


` ಸದಿಶ ಆಂಕನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ನಾನಾ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಚಿಶ ಗಳನು 
4 ಶ್ರ ಹ 
1 


ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿನರಿಸಬಹುದು. 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


ವು ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಸತ್ಯವೆಂದು 


28 ಕೇಖಾಕ್ಮಕ ಬಸ ಜಗಣತ' 


(8) Y ನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವನ್ನೂ ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ ` 7 ೪ನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ 
ಒಂದು ಗೋಲವು | 3/- Y1 = ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ೪ ಸದಿಃ 
ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿವೆ. 1] 


೫ ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 2 ಮೂಲಕ. ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ 
ಸಮಶಲವು(X - 7,೫) -0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ೫ ಸದಿಶ 
ಗಳೆ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿದೆ. 


(b 


ಇ 


(ಛಿ. ೫ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗಿರುವ, 2 ಮತ್ತು 0 ಮೂಲಕ 
ಹಾಡು ಕೋಗಿರುವ ಕೀಖಿನೆ ಸೆಮಾಂತರವಾಗಿರುವ. ಕೀಖೆಯು 
ಸಮಾನವಾಗಿರುವ ನೀಔಯು(X - 3/೬ 7,ಎರಿ Sn 

ನಂತಿ ಎಲ್ಲ ೫ ಸಯಿಶಗಳ ಸಂಗ್ರಕವಾಗಿನಿ. (ಸೂಜಿಸಿ: (1 
ನ್ನ್ನ ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ, 
3. ಕೆಳಗಿರುವ ನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶಗಳ ಸಂಗ್ರಹಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಜ್ಯಾಬ 
ಗುಣಧರ್ಮವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 
(8) ¥ ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುವ, Xx 2-751 
ವಂತೆ, ಎಬ ಗಳ ಸಂಗ್ರಹ. 
(ಗಿ; 8 ಮತ್ತು 21ಳು ಸ್ಥಿ ರವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ (1 1/.7/-1 
ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎ ೪ ಗಳ ಸಂಗ್ರಹ. 
(0) ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ (Xx 7, 1 « 2) 
೬.0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳ ಸಂಗ್ರಹ. 


4. X=(10, 1). ೫ ಇ(0, 1, 1),2 ಎ (1 1, 1). W = 
(1, 2, ೨) ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
(a) (XxX PZ) 
(b) (SX -2Y+ 7) «೫. 
(c) Xx ೫-377 
(6): (Xx Y)x(Yx Z) 
(60) (((XXYIXWYIXTZ)IXW 
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(1) ೫, ್ಭನುತ್ತುWಗನು ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವಂತಹ ತ್ರಿಕೋನದ 
ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ. 


(9) ೫ ೫... ೫ 7,2 ೪ 1/ಗಳನ್ನು ಶೃಂಗೆಗಳಾಗಿ ಹೊಂಡಿರುವ 
ಷಡ್ಬುಜಾಕೃತಿಯ ಗಾತ್ರ. 


(೧) ನಿಂದ! ನತ್ತು 7 ಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಗಿರು3 
ರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬದೂರೆ. 


(1) ೫. ಮತ್ತು ]' ಮೂಲಕ 2 ಮತ್ತು ೫೪ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ದೂರ. 


(1) Wನಿಂದ ೫, Y ಮತ್ತು 7 ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ 
ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಇರುವ ಲಂಬದೂರ. 


d (4) ಯು ಭಾಗ (6) ರ (ರ್ವ) ಯನ್ನು 


ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂಬುದನ್ನು 
ತೋರಿಸುವುದರಿಂದೆ (16 ) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೆ 


ಈಳಿಸಿರಿಿ 


ನಿಯತ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ದ ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, {YL )3, ೫3] 

ಯು 7" ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿಂಲಿ. Yi 

Y= &« YY’ ಎಂದೂ ಮತ್ತು ]'1, Y?-y¥) ಆಗಿದ್ದರ 

ಆಗ 7! ೫8. ಇ.) 2 ಮತ್ತು yyy ಎಂದೂ 

ತೋರಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ : Yix Y?- ೬ ೫೫ ಎಂದೂ, 7! 

೫ ಜು )]2 ಎಂದೂ ಮತ್ತು YX Y= ಇ 1 ಎಂದೂ 

ತೋರಿಸಲು (೧4) ಮತ್ತು (೧p) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಅನಂತರ - 
(14) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


(XXSYYXTZ=(X, 2) 1%. (೫. Z)N ಎಂದು ತೋರಿಸಿದ 
[ಸೂಚೆನೆ : ೫. Y ಮತ್ತು 7ಗಳು | ೬ (1,0,0), ] = (0,1,0) 
ಜಥವಾ | ಎ (0,0,1) ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದಾಗಿರುವಾಗಿನ 
ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ರೂಪಿಸಿರಿ. ೫ ಫಿರಂಕುಶವಾಗಿರುವಾಗ ಮತ್ತು )7 
ಮತ್ತು ೫ ಗಳು |, ; ಅಥವಾ | ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದಾ 
ಗಿರುವಾಗ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸ್ಥಾ ಬಿಸಲು (17)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸ ಪುನಃ 
(17) ನೆ ಎರಡು ಸಲ ಅನ್ವ್ಯಯಿಸಿರಿ.] 

36) 
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10. 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಅಭ್ಯಾಸ 7ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನೂ ಸ್ಥಾಪಿಸಿ 


(8) (XX SIXTH TKK +( YX ZINC 


(b) {X, Z} ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ 
ಆಗ ಕೇವಲ (Y, 7) = 0: ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (Xx Y)» 
1 ೯.೫೫ (1 « 8). 


(8) (17)ನ್ನ್ನು ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು a ಮತ್ತು, 
ಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ಸ ೫, ೫1! ಮತ್ತು 11/2 ಗಳಿ 
(Xx ೫, 017! .. 07/77) ಎ ೧(2೧ಗ« 7೫,೫11) .. 
(೫% Y, ೫/2) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ಮು ಉಪಯೋಗಿಸಿ (17 
ನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಿ. ಇದು ಭಾಗ 6 ರ (19) ರೆ ಒಂದ 
ಪರ್ಯಾಯ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


(0) (0.1 bX) «3೫: 0(೫ ೬೫). (೫1 +Y 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


7೫೫ ಯು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ. 7 ಯ 
೫? ಮೇಲಿನ ಒಂದು ವಿಷಮಸಮಾಂಗ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ 
ಅಂದರೆ 7* ಇ 7. TX = Yx NX ಆಗಿರುವಂತೆ ನೀನ 
ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸದಿಶ 7 ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 7 ೮ 
ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನ ರೂಪದ್ದಾಗಿದೆ 


0 a ಥಿ 
ಲಿ 0 Cc} 
| -b - 0 


Y ೨ (-೧ಗಿ.-ಗಿ ಆಗಿರಲಿ.] 
(೩.೫.2 ಯು ನಿರವಲಂಬಿತವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. d(T): 


(TXx TYTZ Xx Y,Z ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ 
ಭಾಗ 6ರ (18) ನ್ನು ಮತ್ತು (383) ನ್ಹು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
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ಟಪ್ಪಣಿಗಳು 


ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಅನೇಕ ಅನ್ವಯಗಳಲ್ಲ ಕೇವಲ ಕೆಲವನ್ನು 
ಮಾತ್ರ ಕೂಟ್ವಿದ್ದೇವೆ. Robinson [22), ಜ್ಯಾಮಿತಿಗೆ ಹೆಚ್ಚು ಅನ್ವಯಗಳನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. Kin [18] ನಲ್ಲಿ ಬೀಜಗಣಿತ ಮತ್ತು ಜ್ಯಾಮಿತಿಯ ಹೆಚ್ಚು 
ಪುರಾತನ, ಸಂಪೂರ್ಣ ಮತ್ತು ಹೆಚ್ಚು ಪಠನಾರ್ಹ ಸಂಸ್ಕರಣವು ಇದೆ. 


ಹಿಲ್‌ಬರ್ಟ್‌ ಸಮಷ್ಠಿಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ, ಅನಂತ ಆಯಾಮದ 
ಸಮಷಿಗಳೆ ಒಂದು ವಿಶಿಪ್ಟವರ್ಗವು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಈ 
ಸಮಸ್ಪಿಗಳ ಸಿದ್ಧಾಂತಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪ್ರವೇಶಿಕೆಯು Bert (11011 [2] ನಲ್ಲಿದೆ. ಫೋರಿ 
ಯರ್‌" ಶ್ರೇಣಿಗಳಲ್ಲಿ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಗಳ ಮತ್ತು ಆಂಬೀಯತಶೆಯ ಅನ್ವಯಗಳಿಗೆ 
Tolstoy [25, ಅಧ್ಯಾಯ 2] ನೋಡಿರಿ. 


ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಹಕಾರಿಯಾಗುವ ಉದ್ದದ ಒಂದು ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯಿಂದ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ದವು ಅಂಕುರಿಸುತ್ತದೆ. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಈ 
ವಿಷಯದ ಒಂದು ಪ್ರತಿಭಾಪೂರ್ಣ ಸಂಸ್ಕರಣಕ್ಕೆ, Nickerson, ot al (21, 
*ಧ್ಯಾಯಗಳು 6-8] ನೋಡಿರಿ. 


ಭಾಗ ಡಿ ರ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಉಸಯುಕ್ತ 
ನಾಗಿವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, Kuplan [16] ನೋಡಿ. ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಹೆಚ್ಚ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು 41101 [1] ನಲ್ಲಿ ಕಾಣಬಹುದು. ಅನೇಕ ಚಲನಕಲನ 
ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕ್ರೇಮರನ ನಿಯಮದ ಒಂದು ಅನಂತ ಆಯಾಮದ ಸದೃಶವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಬಿಡಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ [vit [20, ಅಧ್ಯಾಯ 3] 
ನೋಡಿ. ಓರೆ ಗುಣಲಬ್ಧದ ವಿವಿಧ ಅನ್ವಯಗಳಿಗೆ' Kaplan [17] ನೋಡಿರಿ. ಓರೆ 
ಗುಣಲಬ್ಧವು ಕಕ್ಕಿಂತ ಬೇರೆ ಆಯಾಮಗಳಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿಲ್ಲ. ಟಿನ್ಸಾರ್‌ ಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ ಒಂದು ಸಂಬಂಧಿತ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗೆ Smirnov [24, ಅಧ್ಯಾಯ 3] 
ಮತ್ತು Jacobson [15, ಅಧ್ಯಾಯ 1] ನೋಡಿರಿ. 

ಭಾಗ4ರ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಕಾರ್ಯಕ್ರಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗ 
ಸಾಗುವ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿವೆ. ಈ ಪ್ರಮುಖ ನೂತನ ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿನ 
ಕೇಂದ್ರೀಯ ಉಪಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಪ್ರನೇಶಿಕೆಯನ್ನು cen [1]ರಲ್ಲಿ ನೋಡಿರಿ. 


ಬಿಡಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪ೭ಕರ್ಮೀಯ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ 


ಭಾಗ 1. ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ'ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು : 1 


ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಅನೇಕ ಪ್ರಯೋಜನಗಳಲ್ಲಿ ಬಿಡಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ 


ಏರಿಕರ್ಮಿಯ ವಿವಿಧ ಗುಣಧರ್ಮಗಳ ನನ್ನು ಕಾಣುತ್ತೇವೆ. ಇದರಿಂದ ಬಿಡಿ ಪರಿಕರ್ಮಿಗೆ 
ಸೀಮಿತವಾದ ಸಾಹಿತ್ತದ ಬಗ್ಗೆ ಗಣನೀಯ ವಿಷಯ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿದೆ. ಈ ಅಧ್ಯಾಯವು 


ಇಂತಹ ಕಲವು ಫಲಿತಾರಗ (ಆ ಪರಿಚಯ ಕುರಿತಾಗಿದೆ. 7ಯು %7'"ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾ 
ರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರಿ 7ಯ ಬಗ್ಗೆ ಅನೇಕ ಪ್ರಕ್ತೆ ಕೈಗಳೇ ಹುಟ್ಟುತ್ತೆ ವೆ. 7'ಗೆಒಂದು 
ಇಸಕಯನ್ನು ಹೇಗೆ ಕಂಜುಹಿಸಿಯುವುದಂದು ಅಧ್ಯಾಯ ರಲ್ಲ ತೋರಿಸ 
ಆನಂತರ ಮಾತ ಕೆ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 7.ಯ ಸ್ನುನ 
ಎ ತಿಯನು ಹೇಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಯಿತು. 'ಈ 
ರೂಕ್‌ ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆ ಗಾನಾಕಾರದ ಸಿದಾ ್ಲಿಂತವನ್ನು {7 

ಮು ಮತ್ತು 7 ಯ ಇತರೆ ಘಾತೆಗಳನ್ನು ಬೈಂಡುಹಿಡಿಯಲೂ ಕೂಡ ಉಪಯೋಗಿಸ 

ಬಕುದಾಗಿತ್ತು.. 001 ನ ಯು ನಿಶಾಲವಾಗಿದ್ದಾಗ, ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಗಣನೆಗಳು 


೩ 


ಡ್‌ 

ಒರಳ ಕ್ಲಿಷ್ಟ. 1 ಯು ಒಂದು ಏಕಮಾತೃಕ ಫಿರೂಪಣೆಗೇ ಮಿತಿಗೊಂಡಿದ್ದರೆ. 
೧ K K 

ಇದು ಒಂದು ಗಂಭೀರವೆನಿಸುವ ಅಡಚಣೆಯಾಗುತ್ತಿತ್ತು. ಆದರೆ py ಗೆ ಒಂದು 


ಯೆ ಆಧಾರದಿಂದ 7ಗೆ ಒಂದು "ಸರಳ ಮಾತೃಕೆ. ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು 
ಹಿಡಿಯಲು ಸಾಧ್ಯ ವಾಗಬಹುದು. ಅಧ್ಯಾಯ 1ರಲ್ಲಿ ನೋಡಿದಂತೆ, ಕರ್ಣ 
ೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃ ತಗಳ ಮಾತೃ ಜೆ ಗುಣಾಕಾರ ಅತ್ಯ ಂತ | ಸರಳವಾಗಿದೆ. 


ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಿಸಲಾಗುವುದು. T ಯ 
ಯು ಕರ್ನಾರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ, ;' ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಓಡಿಯಬಹುದೇ? ಹಾಗಿದ್ದರೆ, 7 ಯ ಬಗ್ಗೆ ಉತ್ತರಿಸಬಹುದಾದ ಪ್ರ ಶ್ಲೆಗಳು 
೪ ಮೊದಲನೆಯ "ಪತ್ತೆ ಗೆ ಉತ್ತರವು ಯಾವಾಗಲೂ ಅಂಗೀಕಾರಾತ್ಪ ಕವ 

ಆದರ ಅದ ಪ್ರವಶಾತ್‌ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಒಂದು ದೊಡ್ಡ ವರ್ಗಕ್ಕೆ ಅದು ಅಂಗೀಕಾರಾತ್ಮ ಕ 
"ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 7 ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಬಾತ್ಮಕ" ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯಗ ಳನ್ನು ಕುರಿತ 


ಹ 
೨೬೪೮ 


ಅಜ 
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ಪ್ರಶ್ನೆಗಳು ಸಹಜವಾಗಿ ಕೆಲವು ಬಹುಪದಿಗಳ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಕುರಿತ ಪ್ರಶ್ನೆಗರಗೆ 
ದಾರಿ ಮಾಡುತ್ತವೆಂಬುದನ್ನೂ ತೋರಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 2 ಮತ್ತು 3 ಸೇ ಭಾಗಗಳ ಛು 
ಬಹುಪದಿಗಳೆನ್ನು ಚರ್ಚಿಸಲಾಗುವುದು. ಅನಂತರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಿದ್ದಾಂತವನ್ನು 
ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃ ಕೆ ನಿರೂಪಣೆಗಳ ಪ್ರಶ್ನೆ ಗೆ ಅನ್ವಯುಸಲಾಗುವುದು. 
ಮಃ ಅಧ್ಯಾಯದ ಅತ್ಯ ಂತ ಪ್ರಮುಖ ನೆಲಿತಾಂಶ ವನ್ನು ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟ ದೆ ಅಂದ: 
ಒಂದು ಸಮಾಂಗ ಪೊಕವಿಸಯು ಯಾವಾಗಲೂ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಕರ್ಣಿರೇಯಾತ್ಮ 

ಮಾ ತೃಕೆ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಅಧ್ಯಾ ಯದ ಫಲಿತಾಂಶದ ಅನ್ವ ಯ 
ಗಳನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ 4 ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಈಗ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಾರಂಭ 


4 


ಇದೆ ಷದ ಎಣ ಕೆ 
ಸಲಾಗುವುದು. 


7 ಯು ಕೆಳೆಗಿರುವಂತೆ ೫2 ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 


ಜೀವ 5-1 [x] [x 
| p= ರ >] [| ] 
(1) T(xy)= (xy) ಇದ M13 y y 


ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 
ಎ 
(1 1) (1, -1)} ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಕವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 


ಹ 11.1. 
2 alll) 


ಆಗುವುದರಿಂದ 
(2) TQ, 1)=2(1, 1) ಮತ್ತು T(1-1)=4(1, -1). 

ಹೀಗೆ (1, 1), (1, -1)] ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿರುವ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ, 


[ ಕೆ ಇದು ಒಂದು ಕರ್ಣಕೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆ. 


ಈ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 7 ಗಾಗಿ ಸುಲಭವಾಗಿ ನಿರ್ವಹಿಸಬಹು 
ದಾದ ಕೆಲವು ಗಣನೆಗಳನ್ನು ಸಟ್ಟ ಮಾಡೋಣ. ಹ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ - 1 ಅನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದರೆ {(1,1), (1 -1) } ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7*ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 
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ಇಂತಾಗುತ್ತದೆ. 
(1) ಗೆ 
T ಯೆ ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ; ಏಕೆಂದರೆ 
1 0| 
0 4) 


ಮಾತೃಕೆಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು | (1, 1), (1, -1) ) ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ವಾದ 7 ನ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 


| 1] 


1 
4 


"॥' ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
7%: Y+ AX ಮತ್ತು 
7% - ೫. ಸಸ. ಇವೆರಡೂ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


(8) 1 (1, 2), (1, -1)] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7- »/ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 
ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 
2A 07 
[6 4] 


ಹೀಗಿರುವುದರಿಂದ ಕೇವಲ ಈ ಮಾತೃಕೆಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು 3' ಗೂ (5) ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಹಾರ ೫ ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ; ಅಂದರೆ, 
ಕೇವಲ 32 ಮತ್ತು ಸಿ44 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


T ಯು ಒಂದು ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆಯೇ? ಚೀರಿ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ, 
೪1-7 ಆಗಿರುವಂತೆ 718 ಮೇಲೆ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ $ ಇದೆಯೇ? ಕೆಳಗಿರುವುದರ 
ಸರಳ ರೂಪದಿಂದ ಇದನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಉತ್ತರಿಸುವುದು ಶಕ್ಯವಾಗಿದೆ. 


11 
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{(1, 1). (1, -1) ] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವ ಔ* ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು $ ಆಗಿರಲಿ 


3 5] 
₹11 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ €$2 ಎ. 7 ಎಂದು ತಿಳಿಯಲಾಗುವುದು, 


(2 
2೬ 


1, ಯು ಯಾವುದೇ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 2. 1 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 1(1,1)/(1,-1)]ಗೆ 
ಸಾಫೇಕ್ಷವಾದ ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಗ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಔ ಆಗಿರಲಿ 

"yk 0 
[o 41. 
ಆಗ 


(6) R*= 7. ಇದು ಕೆಳಗಿನ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತ ದಿ. 


93/£ Ok 2೫ 0 
2 yp 9 


ಈಗ ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಲಾಗುವುದು. ೪ ಯು ಒಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು" ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 1೩1.೩3, ..., Xn} ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ವಾದೆ 7 ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಮಾಕ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರುವಂತೆ VA 
ಒಂದು ಆಧಾರ (Xi, ೫೩, .... ೫1] ಇದ್ದರೆ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುವುದು. ಹೀಗೆ (1) ರಲ್ಲಿಯ "ಸರಿಕರ್ಮಿಯು 72 ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ « ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ. 


7.ಯು ಭ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
{XX ಸ] ಯು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 
ಕರ್ಣಕೇಖೀಂಯವಾಗಿರುವಂತೆ V ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ಯು ( (x, ೩೫೨, 
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a 4} ಗೆ ಸಾಪೇಕವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
d 0 0...0 
0 pA 0...0 ಇದರಿಂದ 


. 


00 0..(್ಗೆ 





(8) dot (7) = Addo 


ಕೇವಲ (1 2.0. /.- 1,2... ಗೆ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ವಿಲೋಮ 

ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 7-' ಅನ್ನು (N15 8X ೧)ನು 
ಸಿ ಎ 

ಪದಗಳೆಲ್ಲ ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿವರಿಸಬಹುದು; ಏಕೆಂದರೆ ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಟವಾದ 7-'ನ 


ಮಾತೆಕೆಯು 4! ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು 


ವಿ 


ಟ್ರ 
1 ೧ ...0 
(ಗ 
ಎ 0 ..0ಛಿ | 
(1) 4 (ಗ, AAEM: Ln ದರ. 
0 0 


k ಯು ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ 2.1 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (|, ಸ',...,ಸ( 1] 
ಇದರ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7೬ ಯ ಮಾತಕೆಯು (* ಆಗಿದೆ. ಇಲ್ಲ 
K ತ ನ 


dX 0...0 


(10) pO 0 0 


0 0.4 


1-1, ೨3, ..., 7 ಗೆ ಎ0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊ ದ್ಳಣ ವ ನತ್ತು ಹ ಯು 
ಒಂದು ಪೂಣಾಂಕ 2.೬ ಆಗಿರಲಿ. (೫1, ಸತ Xn ಸಾಸಪೇಕ್ಷವಾದ 
ಕೆಳಗಿನ ಮಾತ್ತ ಕೆಯನ್ನೂ ಹೊಂದಿರುವ |" ಯ ಮೇಲಿನ ಕೀಖಾತ ಕ ಪರಿಕರ್ನಿಯ. 


11% 0 ...೪ 
() 1k ,,.0 
(11) B- \ d: 


(| 0... (1! & 
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| ಲು 
ಆಗ 081: ಎಕ್ಕ ಆಗುವುದರಿಂದ 
(12) R=T. 
2 ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
(13) TX:-¥Y+AX ಇದು ಕೇವಲ (T- ANN - Y ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


NNN) ಗೆಸಾಪೇಕ್ಷನಾದ 7 -A1ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 


ಬೀಗಿದ 


dj|-A 0 .. 0 


(14) ೧- 0 0೨)... 0 


0 0 ..ಗೈ-ಸಿ 


ಹೀಗೆ ಕೇವಲ 601 (೧);೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ಅಂದರೆ, 1ಎ 12,...ಗಗೆ 
4 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7] - 3”. ಸಸ ಯು |" ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 


ಹರಾ ಕ ದಲಿ 3 
]: ಗೂ ಒಂದು ಏಕ್ಸೆಕ ಪರಿಹಾರ ೫ ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 
ಬು 


ಈ ಉದಾಪರಣೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಗಣನೆಯ 
ಸರಶೆಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರಬೇಕು. ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಮುಂದಿನ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ 
7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯಿವಾಗಿರುವಾಗ ದೊರಕುವ ಹೆಚ್ಚು ಸರಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು 
ಕೊಡಲಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರಮುಖ ಪ್ರಶ್ನೆಯೆಂದರೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ಪಾಗಿದೆಯೋ ಇಲ್ಲವೋ ಎಂದು ಹೇಗೆ ನಿರ್ಧರಿಸಬಹುಬಿಂಬುದು. ಈ ಪ್ರಶ್ನೆಗೆ ಸರಳವಾದ 
ಉತ್ತರವಿಲ್ಲ... ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸರಿಕರ್ನಿಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಬಚಿತಪಡಿಸುವ ಒಂದು ನಿರ್ಬಂಧವನ್ನು ಕೊಡಲಾಗುವುದು ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಕರ್ಣ 
ರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಸ್ವರೂಪಾಂಕಿಸುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು ಅನಂತರ ಯಾವುದಾದರೂ 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ಆಗ 
7ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 

ಆಧಾರ (೫1, 3, ..., ೫") ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು A 
ಆಗಿರಲಿ. 4 ಯು (7)ರ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ 4 ಯು ಕರ್ಣರೇಖೀಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ, ಆಗ 4 ಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ 


(12) 7% =dN',i- 1,2. /| ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
| 
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7.1 ಎಸಿ! ಸೆಮಾಕರಣವೂ ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣವೂ ಒಂದೇ ಆ 
(01- 7310. 
21; 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 41 - 7 ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲ ಎ. 


ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ, ಅಂದರ, 
ಐ 


det (ಗ1- 7) - ಟಿ. ಇದುವೆ 


ಈಗ ಸ್ವಲ್ಪ ಹೊಸ ಪದವಿಜ್ಞ್ಯಾನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. 
7್ಗಯು ]'ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಶರ್ಮಿಂಡಾಗಿರಲಿ, ಲಿ 1- 
ಯು ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ C ಯನ್ನು 7 
ಒಂದು (ವಾಸ್ತವಿಕ) ಸ್ರರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. |: 
ಖಾಂತೆ ಆಯಾಮವದ್ಹಾಗಿದೆ. ಇಂದು ಇಟ್ರುಕೂ ಳ್ಳೊ ಣ. ಆಗ ಶಕೆಳಗಿ೧: 


ಸಮಾನಾರ್ಥಕಗೂಗಿವೆ. 


(a) (ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 
(0) ಶೂನ್ಯತೆ (1-7) 0. 

(16) (೦) 7X - (ಸ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ೭0 ಇದೆ. 
(೮1 001 (1-7) 0. 


(16) ರ ಸಾಧನೆಯು ಅಧ್ಯಾಯ 9, ಭಾಗ6 ರ (15) ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯ 
10 ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. TX =cX ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸದಿರ ೫ ;-0 ಇದನ್ನು 
ಗೆ ಸೇರಿರುವ (7 ಯ) ಒಂದು ಸ್ವರೊಪಾಂ ಕಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
( ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಣಿಯಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ (1- 7 ಯ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು (ಗೆ ಸೇರಿರುವ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಉಪಸನುಷ್ಟಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ಈ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿದೆ ಕೆಳಗಿನಂತಾಗುತ್ತದೆ, 
(17) T ಗೆ ಸ್ಮರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದ್ದ ಒಂದು ಆಧಾರವು ೪'ಗೆ 

ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7'ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 

7 ಯು ಕರ್ಣರೀಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಮತ್ತು (1ನ) ಸಫಲ 

ವಾಗುವಂತೆ (ಸ, X%, ..., ೫] ಯು ಳಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. 


(16) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ ಟೈ ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವ"ೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ 


ಬಿಡಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸಿದ್ದಾಂತದ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ 151 
[3 


ಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು / ಇ 1,2,..ಗಗೆ ೫: ಯು ಟ್ಲಗೆ ಸೇರಿರುವ ಒಂದು 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದೆ ಆಗಿರುವ 
(21, ೩3, .... ಸ} ಯು 7'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ನಿಲೋಮವಾಗಿ, 
|' ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು 11, 31... ೫7], i= 12 ಎ, nn X'ಯು 
(ಗೆ ಸೇರಿರುವ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿರುವಂತಿ ಇರಲು ಆಗ (15) ರ 
ಸಮಾಕರಣಗಳು ಸಫಲವಾಗುವುದರಿಂದ 171, ೫5, ..., ೫") ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 
7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. ಇದು (17) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 


7 ಯು ಕರ್ಣರೇಬ್ಯವಾಗಿದೆಯೋ ವೋ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುವ 
ಸಮಸ್ಯೆ ಯು, 0ಟ ((1- 7) 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ¢ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡು ಬಡಿಯುವ ಸಮಸ್ಯೆಯೇ ಆಗಿಜೆ ಮತ್ತು ಅಂತಹ ಗಳಿಗೆ "ಸಾಕಷ್ಟು » 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಸಮಸ್ಯೆಯೇ ಆಗಿದೆ. 6! (6-7) 
ಇ. ಸಮಾಕಣಣವನ್ನು 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸನಾಕರಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 
det (1-7) -0 ಯು" ಸಾಕಸ್ಟು ವಾಸ್ತವಿಕ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರಲು 
ಅಥವಾ ಒಂದು ದತ್ರಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು "ಸಾಕಷ್ಟು' ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದದಿರಲು 7' ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಲಾರದು. ಈಗ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು 
ನೋಡೋಣ. 


7 ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ೨ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಯಾಗಿರಲಿ- 
| R | 1 291] 1 
0) Topsy) sme, 7] J=[5} 


ಗ್ಯ (160) ಯಿಂದ ಕೇವಲ ಕೆಳಗಿರುವಂತಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯ ಒಂದು 
ಸ್ನರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು ( ಅಗಿದೆ. 


(10) det [5] 2 |=o- 


ಇ 
L 


1 2 
det [ಅ |= +l 


cr 
ಮತ್ತು (2.3. 1.20 ಸಮಾಕರಣವು ವಾಸ್ತನಿಕ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ. 
ಹೀಗೆ 7 ಯು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ್ವ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ Tಯು 
ಸರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲಾರದು.* 
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7 ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿ ಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟಣ್‌ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಿ 


©) Toxy)=(xy) ಇದು ಕೇವಲ [9 1 | ಗೆ 


ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ. 
೦ ಖ 
ಆಗೆ, ಕೇವಲ ಕೆಳಗಿನಂತಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ( ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಜಿಲೆ 
ಆಗಿದೆ. 
೫ | (ಗ 1 —1 ಸ 
(2 1) det | i) (1) ಟಿ 


ಹೀಗೆ 1 ಯು 7ಯ ಏಕಮಾತ್ರ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ್ತರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 
ಆದ್ರ ರಿಂದ, ರ್ಗಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (17) ರಿಂದ ಕನಿಷ್ಠ ಎರಡು ನಿರವ 


ಲಂಜತ ಪರಿಹಾರಗ ೪ನ್ನು ru. Jy) = (xp)n ಗೆ ಹೊ ೦ದಿರಬೇತು. 
ಶೂನ್ಯತೆ (1 - 7ಎ ಮಂಜಿ. 1. 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಇ (910) ರುವುದದಿದ 


10-1 
[0 0} 
(1-7) 1 ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಆಗಿಲ್ಲ. 
77. / ಆಗಿದ ಕ ರ್ರ ಆಗ 


ವಮ 
[os 
ಮಾ 
( Foe 
= 
1 
[| 
Poa 
ಇ 
| 
Ru 
» 


det (ei 1: ) = def 


Ke 
ps 6 = ೨ ಅಗ್ರ ಸ್ಸ್ಸ್ಸ್‌ ನ 
ಕಗಳು ಒಂದೀ ಸರೂಪಾಂಕ ಸಮಾಕರ ಇವನ್ನು ಹೂಂದಿವೆ ಎಂದೂ, ಆದರೂ 


ಬ್ಯ 
ವೆ. 7 ಯ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯುವಾಗಿಜೆಯೋ ಇಲ್ಲವೋ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಲು, 
ಇಂಕ ಸಮೀಕರಣವು, ಅದು ವಾಸ್ತವಿಕ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೂ 
ದ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಸಾಕಷ್ಟು ಮಾಹಿತಿಯನ್ನು ಕೊಡುವು ನ್ರದಿಲ್ಲ ನಂದು ತೀರ್ಮಾ 
ಸಿಸುತ್ತೀನೆ. ಆದರೂ ಸ್ವರೂಪಾ ನಕ ಸಮಾಕರಣಿವು ನನುಗೆ ಸಾಕಷ್ಟು ಮಾಹಿತಿ 


ಒದಗಿಸುವಂಥ ಒಂದು ಸನ್ನ್ಟಿವೇರವಿದೆ. 


1) ೭111 1, 001 (01- 7) ೬0 ಪ್ರಿ, dd, ನಂತ 
ವಿಶಿಪ್ಟ ವಾಸ್ತನಿಕ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದ ರಿ (ಅಂದರೆ, ; ,- 

ಬಜ). ಅಗಿದ್ದರೆ (ಫ್‌ ಟೈ ಮತ್ತು 1ಎ 1,2,....1 ಗೆ ಆ (1 1-7) 
- 0]. ಆಗ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 
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ಇದು ಕೆಳಗಿರುವುದರ ಒಂದು ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. 


ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 3. 1 ಎ 1೨, ..,ಓಿಗೆ 00%1-7) -0 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಟೆ, ಡೈ ---, ಡೈ ಗಳು ಪ್ರತ್ಯೇಕ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ, 
1ಎ ಸತಿ, ಓಗೆ ಸ !ಯು ಗಗೆ ಸೇರಿರುವ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶ 
ವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ {XX A] ಯು ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ 
ಗಣವಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ: [;[=1,2,..,) kf 7! 0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ TX'=~d 
ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ೫4a, “+N *=0 ಎಂದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. Si=(d1- 7) (0,1-7)...(ಗೈ]- 7) ಆಗಿರಲಿ. 


) ASX 4 ೧5 N+ ta SNE :0. 


1-1, ೨, ...,ಓ, SX ಅನ್ನು ಗಣಿಸಿರಿ ಇದರಿಂದ SX = 
- 7) ((01-7)... (ಗೈ (1-7) (dd - TX)... 
ಓಎಸ್‌ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, (41 - T)N* - 0 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 
೬-0೧. ಅಲ್ಲದೆ 


“kl 
ಮ (01- 7) ((d, - 7) 2160 ((ಗೈ -] 1- 7) (ಛೃ! - 7) 
De TAM! ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 

(ಟೈ1- TIA (dd NE ! ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
(dl 7) (1-7) ೩-1 (ಟೈ -ಗ್ಳಿ.) (dy l- T) 
'--0, ಅಂದರೆ, $೫*"1 ಎ0. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ SXN'=0, ಇದಾ 
13k ಮತ್ತು SX ೯ (ಗೈ-ಗೈ) (dd) Ad dN. 
(23) ಕೆಳಗಿನ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸಂಕುಚಿಸಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 

(ddd) Add KX ಜಿ. 


4! 50 ಮತ್ತು ಡೆ ಫಡ [38೨k ಗೆ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 4, =0 
ಹೊಂದಿರಲೇಬೇಕು. $,=(d1-T) (0ೈ1-7)...(ಟ1- 7) 
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ಆಗಿರಲಿ ; ಅಂದರೆ ;£2 ಗೆ ಕೈ ವೆ(A1- T) ಅಸನರ್ತನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬವಾ. 
ಆಗ aN +aN +. +a" =0 ಇದರಿಂದ 
(29) aS X +a +- +a,SX* ೬0 ಆಗಿದೆ. 
(23) ರಿಂದ (24) ನ್ನು ದೊರಕಿಸಿದ ರೀತಿಯಲ್ಲೇ, 


(26) a(d-d) (dy-d,)-- dd) 13:20 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
2 2ಗೆ ೫4೬ 0 ಮತ್ತು ಟಿ ಆ" ಡೆ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೧-0 ಎ 

ಹೊಂದಿರಲೇಬೇಕು. ಈ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯು ; ,2,..., 

1೯0 ಅನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಇದು {XXX} ಯು ಒ 


ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಬೀಕೆಗಳು : ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 8 ರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪವನ್ನು 20 ಮತ್ತು 2. 


ಪ್ರಮೇಯಗಳಲ್ಲಿ ಕೊ್ರಿದೆ, ಅವುಗಳ ಸಾಧನೆಗಳಲ್ಲಿ $$, ಮತ್ತು ಕೃ ಗಳಂ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 


82 ಮೇಲಿನ ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಲ ಓರು 
7, ಆಗಿರಲಿ 
- . i ‘11 ( 1 
2 1 ಚ ಲ ದು ಕೇವೂ X_N 
(24) Ti{xy) = (xy) ಇದು ಕೇವಲ | 2] WM ನಾ | 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ 
ಎ NS. 


c-1 -1 ಐ 
de | 1 | ಎ (€-1)(€-2) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


೧೭೬1 ಮತ್ತು ೧೪ ಗಳು 7, ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಚೆಲೆಗಳಾಗಿರುವುದನ್ನು ನೋಡ. 
ತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ (22) ರಿಂದ 7, ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 7,ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಃ 


ಆ 
ps 


ಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವೆ ಔ: ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುಂ 
ರಿಂದ ದೊರಕುತ್ತದೆ 


ಅ (0-1 ೬(ನ0300 


ಇದು 7,ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕೆ ಸೆವಿಕೆಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 1(1, 0), (1, 1)] ಅನು 
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ಇಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿ ಜೊರಕಿಸುತ್ತದೆ. [ಅಂದರೆ 7, (1, 0) (1, 0) 
ಸತ್ತು 7,(1, 1) -2(1, 1). : 


7 ಯು (1) ರಿಂದ ವಿನರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೫2 ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ. 
1ಗ ನಿಯತ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 7,ನ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ 


೫111113 


ಎಡಿ R 
det (1-77) - 4" ಎ] ಎಣಿ-ಕ04 10 = (6-4)% 


ಇದರಿಂದ 


ದ್ದರಿಂದ, ೧ಎ4 ಯು 77,ನ ಏಕಮಾತ್ರ ಸ್ವೈರೂಪಾಂಕ ಬಿಲೆಯಾಗಿದೆ. 
~~} 
ಶೂನ್ಯತೆ (41-77, - ಶೂನ್ಯತೆ [| WM 1 ಇ! ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


rT, ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಆಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದರೂ 7 ಮತ್ತು 7, 
1ಳೆರಡೂ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯಗಳಾಗಿವೆ. 


7, ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ 122 ಮೇಲಿನ ಸರಳ ನರಿಕರ್ಮಿ 
ನಾಗಿರಲಿ 


1 100 


20) TAxy) - (x,y) ಇದು ಕೇವಲ! 2 [>] -[5] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 


ಆಗ (೨೨) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 4-1 ಮತ್ತು (ಎ೪ ಗಳು 7,ಗೆ ಸ್ವರೂ 
ಎಂಕ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ 7, ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 7 ಯು (1) ರಿಂದ 
'ಡಲ್ಬಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಿಯತ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 


೧4 7,ನ ಮಾತೃಕೆಯು ಹೀಗಿದೆ. 


( 3-1 1 100 4 99 
[-1 3]+[o 2 -[ >| 
ಇದೆರಿಂದ 


-4 0 
([(1-(7 7,744 ("ನೆ ಪಸಂ 304118 en. 
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ಸಮಚತುರಸ್ರದ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ನಾವು 747, ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ್ವರ 
ತ ಬೆಲೆ; ಲನ ಕೊಂದಿಲ್ಲವೆಂದು ು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೆ "ವೆ. 


ಅಧ್ಯಾಯ . ರಲ $ ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದಾಗಲೆಲ್ಲ S+ 
ಮತ್ತು 97 ಗಳು ಕರ್ಣರೇಬ್ಯಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದು ಭರವಸೆ ಕೊಡುವ ನಿರ್ಬಂಧನೊಂದನ 


"ಸ್ವಮೂಪಾಂಕ ಚಿಚೆ' ಪದಪುಂಜವು ಆನೇಕ ಸಮಾನಾ ನಾರ್ಥಕಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಃ 

ಇವುಗಳ ಕೆಲಪು ಈಜೆನ್‌ ಜಿಲೆ, ಗು: ಸ್ರಮೂಲ, ಮೇಲು ಜಿಲೆ, ಯುಕ್ತಜೀ 

ಸ್ವಾ ಪಾಂಕ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ' ಗಳಿಗೆ ಸಾಕಷ್ಟು ಚೆ 

ಯೋಗಿಸುತ್ತೆ! (ನೆ. ಕೆಲವು ಲೇಖಕರು 7 ಯ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ರ; 

ಸಂಪೂರ್ಣ ಸಂಕುಚನ ಯೋಗ್ಯ ಅಥನಾ ಮಿಥ್ಯ ಬಗೆಯದು ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತಾ: 
(£04) ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಸಮತಾ ಸಮಾಕನಣ ಬಂದೂ ಕೂಡ ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 


1" ಯು ಸಾಂತ ಆಯಾಮವಾಗ್ನಿ ದ್ಹಾಗಸ್ವ ರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯ ನ್ಯಾಖ್ಯಾನವು 
ಇದೇ ಆಗಿದೆ. ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಶೂನ್ಯತೆ (1. T= ೧ ಆಗಿದ್ದರೂ ಕೂಡ(1 7 
ಯು ವಿಶೋಮಸಾಧ ಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿರಬಹುದು. ಈ 
ಶಿಷ್ಠ ಎರಡು ವಿಧಗಳ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಜೆಗಳ ನಡು ವೆ ಪ್ರತ್ಯೇಕತೆಯನ್ನು ಗುರುತಿಸು 
ತ್ತಾರೆ; ಆಂದರೆ, ಕೂನ್ಯಕೆ (1-70 ಮತ್ತು ಶೂನ್ಯತೆ (೧1-17) 0 
ಆಗಿರುವಂಥವು. 


ಪೂರ್ವಪಕ ಮ ಸಾರ್ವತ್ಮೀಕರಿಸಬಹುದಾಗಿತು. ಮತ್ತು ಕರ್ಣರೇಖ್ಲು 

2A NR NS ಎವಿ ಅಧಿ, kf 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕನವನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದಾಗಿತ್ತು. ಇದರ 
~ ಇ 


ಬದಲಾಗಿ ಬಹುಪದಿಗಳೆ ಬಗೆ ಅನೇಕ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಸಂಗತಿಗಳನ 
1) 
_ 
[a] 


‘ A ಹ್‌ 
2 ರಲ್ಲಿ ಸಿರೂಪಿಸಲಾಗುವುದು. 


೦ದು ರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. (21, ೫2, ..., ೫] ಯು ೪ ಗೆ 
ದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು |), 72, ..., )'1| ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7ಯ 
ಸಾತೃಕೆಯು ಸೆ ಆಗಿರಲಿ. ($1, ೫5.., ೫% ಇದಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 
"ಯ ಮಾತೃಕೆಯು, 8 ಇರಲಿ. ಒಂದು ಕರ್ಣರಬಾತ್ಮಕ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರುವಂತೆ 
ನ ಒಂದು ಅಡಾ ರವಾಗಿರುವೂತೆ | 1, ೫5. » Nn} ಇದೆ ಬಂದರೆ, ಆಗ 7ಗೆ 


ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಒಂದು ಸಣ್ಣ ವಿಷಯವಿದೆ. 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ಕ್ರ 


೭೧೯ ಓಿ 


ಭಾ 


7 


eg 
24 
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2 


ಬಂಧಿಸಿದ ಅನೇಕ ಗಣನೆಗಳು 8 ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ ೭ ಹಳೆ ಸರಳವಾಗ. 
ವೆ. ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು | 31], ೫5... ೫} ನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸುವುದ 
ಂತ ಸ್ಥಯ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಅಂದರೆ (71, 7೩, ..., 7] ನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಿರೂಪಿಸಲು ಬಯಸಬಹುದು. 4 ಮತ್ತು 8 ಗಳ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 0 ರ (50) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಇದನ್ನು ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು 4 ಯ 
ಸದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. 


ಭಾ 


[= 


aC 


(1) ರಲ್ಲಿ ಹೀಗಿರಲಿ 
` ಶಿ 21 | ೪ 0 
A [1 5] ಮತ್ತು ೫ 5 ಕ! 
೨ಗೆ |(1, 0), (0, 1)] ಸಾಸೇಕ್ಷವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯ 4 ಆಗಿಪಿ ಮತ್ತು 
1 (1, 1). (1; -1) ] ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7'ಯ ಮಾತೃಕೆಯು 0 ಅಗಿದೆ. 
`ನೋಡಿರಿ (0).] 


1 1 ಡ್ಯ 
Po (1 1) ಆಗಿರಲಿ. 


ಗ್ಯ ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 0 ರ (56)ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ ಅಥವಾ ನೇರಗಣನೆಯಿಂದ 


1811111 


ತಥವಾ ಸಮಾನಾರ್ಥಕವಾಗಿ 


೬4 2 0] 
31) ಸ [ಎ೫4 ಸ್ಟ 2 

(3) ರಿಂದ (6) ರವರೆಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು 0 ಗಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಟವು, 
ಅಂದರೆ ಆಧಾರ (1, 1), (1,-1) ನ ಪದಗಳೆಲ್ಲ, ಗಿ ಅನ್ಫು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಈ 
ರಲಿತಾಂರಗಳನ್ನು ,4 ಗಾಗಿ ಕೊಡಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, |(1, 9), (0, 1)) 
ರಾಪೇಕ್ಷವಾದ 7 ೬ಯ ಮಾತೃಕೆಯು A" ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು ((1; 1), (1, -1)]ಗೆ 
ಕಾಪೇಕ್ಷವಾದುದು. 8% ಆಗಿದೆ. ಹೀಗೆ ಅಧ್ಯಾಯ 1ರ, ಭಾಗ (ರ (ಗಿ0)ನ್ನ್ನು 
ಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ '` 
89) ೫-4೯0 -- 8". 

[38 
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ಅಥವಾ ಸಮಾನಕವಾಗಿ 
(33) A" = P,B*P, ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಹ ಯು ದೊಡ್ಡ ದಾಗಿದ್ದರೆ, 4೬ ಯನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಗುಣಿಸುವುದು ಸುಲಭವಾಃ 
ಕೆಲಸವಲ್ಲ. ಔ*ಯ ಗಣನೆಯು ಕ್ಷುದ್ರವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ ಸೂತ್ರ (33) ರಿಂ: 
ಗಣನೆಯು ಬಹಳ ಮಟ್ಟಿಗೆ ಕಡಮೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಫಲಿತಾಂಶ ಗಳು (4) ಮತು 
(6) ನ್ನೂ ಕೂಡ 4 ಯಪ ದಗಳಲ್ಲ ಕೊಡಬಹುದು. 


(114) 4-1. PB-P 


Luk 0 


(35) 0! 11೩ (ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು €- ಗೃ 0ರ್ಮಿ-! ದು 


ಆಗ ಲ. 
4 ಮತ್ತು 08 ಗಳು /॥ 1ನ ಮಾತ್ವ ಕೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ರ, 8ಎ PAP ಆಗಿರ. 
ನಂತ ಒಂದು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ nxn ಮಾತೃಕೆ ೫ ಇದ್ದಕ್ಕೆ ಚಟ ಯು 0? 
ಸದೃಶವಾಗಿದೆ ಎನ್ನಲಾಗುವುದು. ॥8-- PAP Ne ಆಗಿದ್ದರೆ; ಆಗ,4 ಧಿ 
BP, ಆಗುವುದರಿಂದ 8 ಯು 4ಗೆ ಸದೃ ಶವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಗಮನಿಸಿರಿ.) 4 ಯು 
ಒಂದು ಕರ್ಣರೀಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಗೆ ಸದೃ ವಾಗಿದ್ದ ರ,.4ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಆಗಿದೆ 
ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುವುದು. ಅಧ್ಯಾಯ Mf ಭಾಗ ಗ ರ (50) ರಿಂದ ನಾವು ಕೇವ 
4 ಯು 1” ಮೇಲಿರುವ ಅಥವಾ 677 V-n ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7' ಯ ಯಾವುದೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಷವಾದ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 4 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 





ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. 88 ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ ಮತ್ತು ಆದಕ್ಕೆ ಸಂವಾದಿಯಾದ ಒಂದು ಸ್ವರೂ 
ಪಾಂಕ ಸದಿಶವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(8) 7 ಯು ೫X - 7 ಇರುವ ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಫಲನವಾಗಿದೆ. 


ಹಳ 


(0) 0 ೮ 8 ೮ ೯ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 7 ಯು ಇ ೫ಐ2 ರೇಖೆಯ 
ಸುತ್ತ 8 ಕೋನದಷ್ಟು ಆವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. 


(0) 7 ಯು 2೭೦ ಸಮತಲಕ್ಕೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದೆ. 
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) 7೫ 2» 2) (4%), 2೫2 ರೆಜ-2)- 
(6) T(x ೫ 2) ಎತತ) 2 2) 3 2 2). 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಟಿತ ಸದಿಶ ಸ ಸಮಷ್ಠಿ 7 ಯ ಮೇಲಿನ ಸರಳೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 
ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(83) V=RS Txyz)= (x 2x+2p3x+ ಸ) --32) 
(b) P=RE Txy2)=(3x-p-x+3y 2) 


(0) V=RS Txpo=(x+Yy+DX+Yy+D 
2೫5-೫5೨2) 


. (06) 17 ಯ. <2 ಸರದ ಬಹುಸದಿಗಳೆ ಸ ಮಷ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ; (Tf) 


(1) - (1/೧), / (udu 


(ಆ) ]'ಯು 22೨ ಮಾತೃಕೆಗ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿದೆ ; 7/4 BA, 


“1 07 
8 “|! 3] 


(/) ೫ ಯು232 ಮಾತೃ ಕೆಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ; TA ಇ BA 


ಇಲ್ಲಿ 
೫2 |1 1 
10 2೨ 
ಕೆಳಗಿರುವ 72 ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯಗಳಾಗಿರುವುವು 
ಯಾವುವು? 
(8) T(x )) ಇ (ಜಗಾ x+y) 


(0) 7 ಯು (6, 0) ಸುತ್ತ ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ 6 ಕೋನದಷ್ಟು 
ಅವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ, ಇಲ್ಲಿ 0೭ Bm 


(c) T7ಯು)y .೫ ರೇಖೆಯ ಸುತ್ತ ಪ್ರತಿಫಲನವಾಗಿಿ 
(6) T(x 3 (xp 2ರ 47) 
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4. (8) ಅಭ್ಯಾಸ 2ರ 7 ಪಂಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಹ೨ಎ1ಗೆ 
ಗಯ ಒಂದು ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಿರಿ. 

(ರ) ಅಭ್ಯಾಸ 2ರ ಯಾವ 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ (12) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ, 
02 ಎ 7 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ ಔ॥ಿ ಅನ್ನು ನೀವು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಲ್ಲಿರಿ ? 

(€) ಅಭ್ಯಾಸ ೨ ರಲ್ಲರುವ 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ, ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು yn TX= Y+AN ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸರಿಹಾರ y 

ಅನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ A ನ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ವಿವರಣೆಯನ್ನು 
ಕೊಡಿರಿ. 


ನ, ಈ ಅಭ್ಯಾಸವು 2 x ಶಿ ಪ್ರಸಂಗದ ಒಂದು ಸಂಪೂರ್ಣ ವಿವರಣೆಯನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ (4M -2) ಒಂದು 
ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ, ಅದರ ಮಾತೃಕೆಯು ಯಾವುದೋ 
ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಹೀಗಿದೆ 


a ಗಿ 
೧ ad 

(8) 7ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸಮಾಕರಣವು 01 (1 1-7) F - 
(a+d+ ad-be =O ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(b) (a-d + 4be <0 ಆಗಿದ್ದರೆ ರ, ಆಗ7 ಯು ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : (a+d)y-4(ad-bc) - (a-d)? + 4hbc-] 

(೦) (a-d} + 4be >0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 3ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ] 


(ಡಿ 


(6) (a-dY + 4ರೀ ಎ0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಕೇವಲ 
7=((4+4)/2) 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) ಗಿ ”-€ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ (ಣ. 7ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸ. ಸೂಚೆನೆ: (೧) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ 
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ಎಂದು ಅಥವಾ (ಎ 04 ಮತ್ತು ಸಿ-0 ಎಂದು ಶೋರಿಸಿರಿ.] 


7 ಯು T(x ೫ 2) ಇ (034 ಗ), cxtdy 2) ಯಿಂದ 
ನಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೫೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 
ಕೇವಲ ಈ ಕೆಳಗಿರುವಂತಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 
a ಗಿ 
| ಕ ಯು 


ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಯಂತೆಯೇ ಇದೆ. ಸೂಚೆನೆ: 
7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು । ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು ಕೇವಲ 7 
(೫ AS 0) =} (x V 0) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 


2 a]5)-1] 
c djy Vv 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 

1 0 

A = 0 C | 

ಇಲ್ಲಿ 8 ಯು 1/1 ಆಗಿದ್ದೆ (ಯು ಹ ಅಗಿದೆ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು 0 ಯು ತಕ್ಕ ಗಾತ್ರದ ಒಂದು ಶೂನ್ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಪ್ರತಿ 
ವಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಕೇವಲ 6 ಮತ್ತು (ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಮಾತೃಕೆಗಳಂತೆಯೇ ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಸ4 ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಮಾತೃಕೆಯಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇದು ಅಭ್ಯಾಸ 6ನ್ನು 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸುತ್ತದ, 


4 ಯು ಒಂದು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯ ೫ «71 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರ: . 
4) ಸೈ; ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ,4 ಯು ಒಂದು 
ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಯಂತೆಯೇ ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 
[ಸೂಚೆಸೆ: 01 (1 1- 4) = (1- ಟ್ರೈ) ((-.ಕ್ಟಿ) ... 
(1 - ಕ್ಲೈ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 


ಮುಂದಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಯಂತೆಯೇ 
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2. 


ರೇ ಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಇರುವುವು ಯಾವುವು? (ಸೂಚನೆ : 5 ರಿಂದ 8 ರವರೆಗಿನ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
ಸಹಾಯಕವಾಗಬಹುದು.] 
2 1 0 0 (0) 
1 1 0 0 


0 0 3 1 
0 0 1 0 


0 0 


ಅರ್‌ ಓಂ ಇತ 
ಓ4 ಜ್‌ ಟ್‌ ರಾವಿ 
ಳ೦ಐಅವವಿ 

ರಿ 

ಅ 


ಜಾನ ಬ್ಲ 
ಮು 


(0೧2 1 


ks 
[8 
pS pe 
ಜಮ 


1200000 
0೧0೧54 1000 
000೧೦2 
0000 
0000 
0 000 


೦೬೭ 


| (೧6100000 


(0 
ಆ 
01 1 
0 


7 ಯು ಕರ್ಣರೇಬ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೪-7 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು 
ಪರಿಕರ್ಮಿ €ಳ ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


4: ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ಇಲ್ಲಿ 


1. 3 2 
A=1|3 ಇ 2 
1 1 2 


yp ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (೫, ೫) ಯು 
;`'ಯ ಮೇಲಿನ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವಾಗಿರಲಿ. ಗಯು;'ಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) ಕೇವಲ ಯು 7*ದ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ (ಯು 7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು" ತೋರಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ : (೧1-7* -(1-1*. 
ಪ್ರಮೇಯ 11ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


14. 
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(0) ರೀ, ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 7.378 ೧೫ ' ಮತ್ತು 7*2/3 
ದ ೧% 2 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ(X', 2/2) 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ: 

lc, - eX ೫2) =0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.) 
(0) 7* ೬ -T ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು (ಯು. 7 ಯ ಒಂದು 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆರೆಯಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ ೧:0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


[ಸೂಚನೆ : 7ಎ (1 ಆಗಿದ್ದರೆ, (7X, 17) ೬0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


೫ (೧7೫ PAD sp ಯು 0 ಆ 1೬ ೦ಂಗೆ 


` ಶಿ 
ವ ವ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಏರಲಿ. 


"64 d 
ತ 1 (1). _. ೫2(1)) ಎ. ಭಾ (| 
ಗೆ... 40) 


(d!d) Y (1) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸೋಣ. 7 ಯು R" ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. /ಎ. 1, ಚ, ..., ೫ಗೆ 
7XN'=cX' ಆಗಿರುವಂತೆ, ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು, (ಸ !, x, 
ಎ. ಸ") ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣವು 


ಫೆ HD = TY (0) ಯು 


Y(O=X=zaX'+aXN"+ +N" ಆಗಿರುವಂತೆ 
ಒಂದು ಪರಿಹಾರ Y(1) ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, ಈ 
ಪರಿಹಾರವು ]”(ಗಿ ಇ 067%! +e + ೧೧ 
ಸಿ ನಿಂದ ಕೊಡಲ್ಬ ಡುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : {X, 

2೩7, ೬.೫”) ಸಾನೇಕ್ಷವಾಡ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ (4/4) Y (1) 
= T (೫(ಗಿ) ಮತ್ತು Y(0)=೫ಯು ಹೀಗಾಗುತ್ತದೆ: 

(0/41) 2 (1) - Z(t) ಮತ್ತು ZO) licen 
ಇಲ್ಲ YO - 2/(1)೩1.. 7(0೩3....... ZO 


ಅಭ್ಯಾಸ 13 ರ ವಿಧಾನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣ 
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ಗಳ ವ್ಯೂಪಗಳಿಗೆ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಿರಿ. 


ZY _ 


[AN ರ್ಯ ಡ್‌ ಮಡ ಖ್ಯ ಠೊ 


!1/ 

ಇಲ್ಲ] (೧) *. ಸಟ] (0) ಎ ತೆ. 

1೧. Oxf 1 ಗೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌರ್ಯೀಕೃತ 

ಉತ್ಪನ್ನ ನ್ನ್ಡಗಳು (1) ಯ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯು )' ಆಗಿರಲಿ. 7/1) 

EN ಯಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಸರಳ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಲಿ. 


(a) ಆ ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು Tf- 
cf ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಎಲ್ಲ / ಗಳಿಗೂ (1 - 0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


(hb) 0 ೬ 0 ಇ &ಆಗಿರುವಂತೆ (ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ 
ಯಾಗಿದ್ದ ರೆ. ಆಗ ೭1-7 ಯು ವ ಪ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: | -c ಯೆ (1-17 
ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.) 


ಇ 
1 


(೦) 6 ೮. 0 ಅಥನಾ (2. | ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (1- 7 ಯು 
ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು (1-7) ಗೆ ಒಂದು ಪರಿ 
ಪೂರ್ಣ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ ತೋರಿಸಿರಿ. 


1. ಒಂದು? x2 ಮಾತೃಕೆಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿಡೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು 
ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬಕೆಯಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
ಅಭ್ಯಾಸ 5 ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ] 


ಭಾಗ 2. ಬಹುಷೆದಿ ಸಿದ್ಧಾಂತ 
ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಸ್ವರೂಪಾಂಕೆಸಲು ಬಹುಪದಿಗಳ ಮೇಲಿನ ಕೆಲವು 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಬೇಕಾಗುತ್ತವೆ. ಇಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸುವ ಬಹುಪದಿಗಳ ಮೇಲಿನ 
ಫಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಕೊ ಇಟ್ಟಿದೆ, | _ 
ಒಂದು ಬಿಹುಸದಿಯು ಮಂದಿನ ರೂಪದ ಒಂದು ಸಾಂಪ್ರದಾಯಿಕ ಬೀಜೋಕಿ 
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ಗ್ಯ 06/13-00... +a 


_ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ೧ಯೂ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಈ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಸದಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. [ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಟ್ಮ ಯು 
ಒಂದು ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ (1) ನ್ನು ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಬಹುಪದಿ, ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು 4, ಯೂ ಒಂದು ಪರಿಮೇಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರಲು ಪರಿಮೇಯ ಬಹುಪದಿ 
ಎಂದೂ ಕಕೆಯುತ್ತೀವೆ.] ಬೇಕೆ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ವೋಷಿಸ ಲ್ಪಡದಿದ್ದಲ್ಲಿ, "ಬಹುಪದಿ' ಎಂಬ 
ಪದವು "ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿ' ಎಂಬ ಅರ್ಥವನ್ನೇ ಕೊಡುತ್ತ ಡೆ. ಬಹುಭಾಗ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಅಥವಾ ಬಹುಪದಿಗಳಿಗೆ ಬದಲಾಯಿಸದೆಯೇ ಸಾಗುತ್ತವೆ. 


{oF 


(1)ರಲ್ಲಿ ೩, 40 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೫ ಅನ್ನು / ಬಹುಸದಿಯ ಸ್ತರ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು 008 / ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀವೆ; ೧ ಅನ್ನು? ನ 
ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಎ0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು ನ 
ಸ್ತ ರವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ (ಎ 8 4 714 ಣಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ deg f ಎತ; ಮತ್ತು 
&~ 4 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗಛೊ 8ಎ 0. 


f ಮತ್ತು , ಗಳು ಬಹುಸದಿಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ, f+ ಯನ್ನು /ಯ ಸದೃಶ 
ಘಭಾತಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು ಸಂಕಲಿಸುವುದರಿಂದ ದೊರೆತ ಬಹುಸದಿಗಳೆಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ್ಗ -. ++ +--+ ಮತ್ತು 
8 ಗಿ*ಗ1-- ರಿ... +h, ಇದು | ೬1 ನೊಡನೆ, ಆಗೃ/ . 8 
(0,3 ಗ್ಯ) (೧, --ಗ)14(0:--ಗಿ)(ೆ +--+ (0, ರಿನಿ!--೧,,: 
ನ್‌ aಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
(00) + (aa + (೧೧೩)13 4 ... + (aa) ಬಹುಪದಿಯನ್ನು ೩ f ನಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುವುದು. ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳೊಡನೆ ಎಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು 
ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟ್ರಿ ಯಾಗಿದೆ. 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳ ಪರಿಣಾಮ ಇಂತಿದೆ: 


74 8೫50 ಅಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ 10 (1-೫) ಮುತ್ತು 
(2) 8 ಯ ಸ್ತರಗಳ ಗರಷ್ಯತೆ. deg f > deg g ಳಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


def +p 39 
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ಆ. n ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳು, ಎಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯ ಒಂದು ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತವೆ ಎಂಬುದು (2) ರ ಒಂದು ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. 


ವ್ಯ. 0/13 0124... ೧1" ಮತ್ತು gb ttt hr + 
4 ಕೇ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನಾವು (೧ೃಗ್ಳಿ) -- (0b, + abt + (ab, + 1b, 
+ “ab + + ah ಬಹುಪದಿಯನ್ನು / ಮೆತ್ತು 8 ಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ಎಂದು ಕಕೆಯುತ್ತೀವೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು / ¢ ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದ ಪರಿಣಾಮಗಳು ಇಂತಿವೆ 
(3) 858/0187 00/8181) -/£*/1. 


(4) ೫ ೬. 0ಮತ್ತು £ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ 7 ( 0 ಮತ್ತು (08 
(18) 0081. 6688. 


(4) ರಿಂದ ಇವನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. , 
(5) 1 87-/1 ಮತ್ತು / ೫ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ -/ 


ಇದನ್ನು ಕೆಲವು ಸಲ ವರ್ಜನಾನಿಯಮ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. / 
=f h ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ /( (8- h) ಎ0 ಆಗುವುದರಿಂದ /" ಎ 0 ಅಥವಾ  - ॥ 
ಎಂದು (4) ) ರಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಬಹುಪದಿಗಳನು  ಭಾಗಿಸಲೂಬಹುದು ಅಥವಾ ಶೇಷ ಪ್ರನೇಯ ಎಂದು 
ಇಂಕ್‌ 


ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶದಲ್ಲಿ ಇದು ಒಳಗೊಂಡಿದ್ದರೆ ಈ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ಪರಿಚಿತ "ಉದ ಭಾಗಾಹಾರದ ಖಚಿತ ನಿರೂಪಣೆ ಮಾತ್ರ ವಾಗಿಜಿ” 


ty 


80 ಯೊಡನೆ ಮತ್ತು £ ಗಳು ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ p ಎ0 


(0): ಅಥನಾ deg r <ಡdೇg £8 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, f =gq+r ಆಗಿರುವ 
ಏಕೈಕ ಬಹುಪದಿಗಳು q ಮತ್ತು r ಗಳ್ಳು ಇವೆ. 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ( ಅನ್ನು ಭಾಗಲಬ್ಧ ಎಂದೂ ; ಅನ್ನು ಶೇಷ ಎಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. (0) ರ ಸಾಧನೆಯು ಸ್ವತಸ್ಸಿದ್ಧವಾಗಿದೆ. ಸುಮ್ಮನೆ ಉದ್ದಭಾಗಾ 
ಹಾರವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತೀವೆ, ಅಂದರೆ / ಅನ್ನು ಐ ಯಿಂದ, ಯಾವುದೇ ಶೇಷವನ್ನು 
ಹೊಂದಿರದೆ ಹೋಗುವವರೆಗೂ ಅಥವಾ 2 ಗಿಂತ ಕಡಮೆ ಸ್ತರದ 'ಒಂದು ಶೇಷವನ್ನು 
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ಹೊಂದುವವರೆಗೂ ಭಾಗಿಸುತ್ತ ಹೋಗುತ್ತೇವೆ. 7; =0 ಅಥವಾ deg ry <deg 
2 ಆಗಿರುನಲ್ಲಿ/ - £4 +೯, ಎಂದೂ ಕೂಡ ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7, ಎ/ ಮತ್ತು 
q- 4 ಆಗಿರುವಂತೆ ತೋರಿಸಬೇಕು. ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ 0 - [+r - (84 
+r)=glq-q+r-r btr-r=g(q~q)y 0-00 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (4) ರಿಂದ deg (1 -r)=degg + 0840-0೬ 
dee 8 ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ / ಮತ್ತು ॥ ಗಳ ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ /- 7, 
ಅಥವಾ 4g (1-7) ವಯಂ ೪ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. = 6 ಮತ್ತು 
1| ೯-1 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು (0) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. | 


(6)ರ ಉದಾಹೆರಣೆಗಳಂತೆ 


14 70 - 01 --(13--1)(18.-7/- D+(1- 137), 
(7) PIP (tI (ಗಿ. 4/4 4)40, 
124.7 (144. 7).0--(13--7). * 


ಬಹುಪದಿ ಅಧ್ಯಯನದಲ್ಲಿ ಶೇಷಪ್ರಮೇಯವು ಒಂದು ಸಹಾಯಕ ಉಪಕರಣ. 
ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯನ್ನು ಮತ್ತೊಂದರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ ಒಂದು ಬಹುಸದಿಯನ್ನು 
ಪಡೆಯಲು ಸಾಧ್ಯವಾಗದಿರಬಹುದು. ಆದಕಿ ಯಾನಾಗಲೂ ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಧ ವನ್ನೂ 
ಮತ್ತು ಒಂದು ಶೇಷವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


f (() ೬.0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ೧ ಇದನ್ನು / ಬಹುಪದಿಯ 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ವರ್ಗಮೂಲ (ಅಥನಾ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸೊನ್ನೆ) ಎಂದು ಕರಿಯು 
ತ್ತಾರೆ. ಇಲ್ಲ (೧) ಯು ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ : flO=aq+ac+ac+ 
4 ಡಲ" ಇಲ್ಲಿ f ಯು (1) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ಕೇಷಪ್ರಮೇಯದ ಒಂದು ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಬಹಳ ಸಲ ಅಪವರ್ತನ 
ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


08 / > 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ ಕೇವಲ - (1-೧) ಆಗಿದ್ದರೆ 
(8) ಮಾತ್ರ, ಅಂದರೆ / - (ಯು f ಅನ್ನು "ಭಾಗಿಸಿದರೆ' ಮಾತ್ರ ಯು 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


7೬0 ಅಥವಾ'ಗೇ8 7 ನಯ (1 - ೧)! ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ,/" ಎ((-೧) 
4+. ಎರೆಡೂ ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ | ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
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1ಎ4ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ / (೧)ಎ(೧- ೧4೮) ಗಲಿ =d. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಕೇವಲ 4-0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ಅಂದರೆ, ಕೇವಲ f=(t- cy ಆಗಿದ್ದ 
ಮಾತ್ರ (0) ಇ 9 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದೇ (8) ಆಗಿದೆ. (8) ರಿಂದ ಹೀಗ 
ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ 


(9) ಡೇ ಗ ಎ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ್ರ! ಯು ಗರಿಷ್ಕನೆಂದರೆ ೫ ಮೂಲಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. 


ಲ ೧ ಗಳು f ನ ಮೂಲಗಳಾಗಿರಲ್ಲಿ (8)ನ್ನು 71 ಆವರ್ತಿ 
ಅನ್ವಯಿಸಲು /" ಖಾ (1- c(t ೧ರ ೨೪(1- ೧ಾ)8: (4)ರಿಂದ deg f ನಔ 
(t-c)+deglt-c)+ -.. +deg (1-0) 5-088 ೬೫. ಹೀಗೆ 
0681 1 ಎನ್ನುವುದು ೫ ೭ ೫ ಎನ್ನುವುದನ್ನು -ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಇದು 
(1) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. - 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ೬ (1-1)ಸ್ತ್ಯರದ ಎಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿ ರೂಪುಗೊಳ್ಳುವ (n- 1) ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ ಒಂದು ಸಂಗ್ರಹವನ್ನು 
ರಚಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುವುದು. ಲ ಲ ಲ ಗಳಗ ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗೆಳಾಗಿರಲಿ. ಆಂದರೆ, ;ಧ್‌ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಲ, ೧ - ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿ 


(10) pet) ec), 
(cco 0 Ve-6Me 6;44)-° ACC) 





i=l, 2, ..., 7. 
ಬೇರೆ ರೀತಿ ಹೇಳಿದಲ್ಲಿ, ಗಿ ಅನ್ನು ಎಲ್ಲ / - ೭, ಅಪವರ್ತನಗಳ ಗುಣಿಲಬ್ಬವನ್ನು 


1-೧; ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದವುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ವುಡರಿಂದ ನೊರೆಯು 
ತ್ತಿ. ಆಗ 0 ಯು (7-1) ಸ್ತರದ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 


(11) Pic) 30 ಇದು ;] ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು.) 1, 1-1, 8, 
೬) 1. _ 


f ಎನ್ನುವುದು 5 (೫-1) ಸ್ತರದ ಒಂದು ಬಹುಪನಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು, 
gf SCP -/(೧)ಖ,-... -/(೧,)7, ಆಗಿರಿ. ಬರ 0 
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ಚಿಗಿದ್ದ ಕ ಆಗೆ (108 g ಇ(೫-1). *ಇದರಿಂದೆ 


ci) 
ed Ff ((;)0/(,) -/ (CPL) -/ (CNPC) 
ದೆ (C P(e 
© (11) ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ P(0) ೨ 1 ಮತ್ತು P(0)- 0 ಇದು 
i> ಆಗಿದ್ದರೆ. ಹೀಗೆ ಇ (04) - 0. ಹಾಗೆಯೇ £ (೧) = £(೧) ೬. 
0೧) - 0. ೬ ಬಹುಪದಿಯು ೫ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ ಮತ್ತು 8೫0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, 0% 8 ಇ (೫-1). ಇದು (೪) ವಿರೋಧವಾಗಿದೆ. ॥ -- 0 
ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುದು. ಈ ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 18: ೧-೨ ಲ್ಕ ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖೆ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. 1, 2, ..., 1 ಗೈ (10) ವಿವರಿಸುವಂತೆ ೫ ಇರಲ್ಲಿ 
f -0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಅಥವಾ dg / <(n-1) ಆಗಿರುವಂತೆ f ಒಂದು 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


(12) f =f (COP +f (CPx +f (ಲ). 
P, ಬಹುಪದಿಗಳನ್ನು ೧. ಲಾ -:-» ಲ್ವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಲಾಗ್ರಾಂಜಿ" ಅಂತರ್‌ 


ಧ್ರುವೀಕರಣ ಬಹುಪದಿಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. (12) ರಲ್ಲಿರುವ ಸೂತ್ರ 
ವನ್ನು ಲಾಗ್ರಾಂಜ್‌ ಅಂತರ್‌ ಧ್ರುವೀಕರಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೀವೆ. ಪ್ರಮೇಯ 
15 ರಿಂದ (ಥ್ರ, Pp ..., ಗೈ] ಯು (1-1) ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮಷ್ಟಿಯು n ಆಯಾಮವನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವುದಂದ (೫, ಗಿ, ..., 0) ಯು ಸವಷ್ಟಿಗೆ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಎಂದೂ 
ನ (3) ರಲ್ಲಿ ್ಥ ಗೆ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ 
ಕಿಳದಿದ್ದೇವೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವ 18ನೇ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಶೇಷ ಪ್ರಸಂಗವು ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ ಉಪಯುಕ್ತ 
ವಾಗುತ್ತ ದೆ. 
೫..2 ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ 
I=P+P+-- +P, 
1-00, ೧ಔ,-..... (ಗಿ 
(13) ಗಸಿ ಕಿಗ್ಗಾ... ಗಿ 


[1 ಎರಿ? 0 ]0,....-೧ಿಶ. 
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ಭಾಗ 1 ರಲ್ಲಿ ನೋಡಿದಂತೆ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ ಗಳನ್ನು 
ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 
ಅವಶ್ರ ಕವಾಗಿಜ್‌ ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಈ ಮೂಲಕ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 


ಶ್ರಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿವೆ. 


1ಎ. 1-0 ಆಗಿರಲಿ, ಇಲ್ಲಿ ಕಿ ಮತ್ತು ( ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 

ಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ [3-4 ೭0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ /" ಒಂದು 

(14) ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. WN 4c 0 ಆಗಿದ್ದರೆ 
* ಆಗ್ರ! ನ ಮೂಲಗಳು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ 


-ಗಿಒಇ/ಗಿ* ~ 4 
1 | 
2 
ಇದು ಸುಪರಿಚಿತವಾದ ದಿ ಸಾತ್ರದ ಸೂತ್ರವಾಗಿದೆ. ಇದರ ಒಂದು ಸಾಧನೆ 
ಯನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ ಶೈ ಭಾಗತಿ 6 ರ್ಶ ಅಭ್ಯಾಸ ಸ10 (4) ಯಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. (14) 


ರಿಂದ ೫4 1 ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ, 
ಬೀಜಗಣಿತದ ಮೂಲಭೂತ ಪ್ರಮೇಯ ಎಂದು ಪರಿಚಿತವಾಗಿರುವ ಕೆಳಗಿರುವ 
ಫಲಿತಾಂಶವು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ 


f ಎನ್ನುವುದು » 1 ಸ್ತರದ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ (ಅಥವಾ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ) 
(15) ಬಹುಪದಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ; 
ಅಂದರೆ, f(a) 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಇ ಇದೆ. 


(1೧) ರ ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಉತ್ಪನ್ನ] ಗಳ ಅನುಕಲನದ ಸಿದ್ಧಾಂತವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಅಶ್ಯಂತ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಡಿಯಬಹುದು. ಅಂಥ ಒಂದು ಸಿದ್ದಾಂತವು 
ತೀರ ದಾರಿ ತನ್ಪಿಸಿ ಕೊಂಡೊಯ್ಯುವುದರಿಂದ ಆದರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಬಿಡುತ್ತೇವೆ. 
ಅತ್ಯಂತ ಉಸಯೋಗಿಯಾಗಿರುವ (1೨) ರ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ 


f ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಗ" -ಡ, 
ಛೂ »--, ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಲ್ಯ ಯೂ 

(16) ಕ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ 1 ರೊಡನೆ 1 ಅಥವಾ 2 ರ ಸ್ತರದ ಒಂದು 
ಅಶೂನ್ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 4 ಯು ಒಂದು 
ನಾಸ್ತನಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ. 
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(10) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ. ಯೋ :: 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (10) ಸ್ವಯಂ 
ಸಿದ್ಧವಾಗಿದೆ. degf >0 ಆಗಿದ್ದರೆ, a=0+ ib ಯು ನ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಮೊಲವಾಗಿರಲಿ. “Nf=a+taltatf+.- +a" ಆಗಿದ್ದರೆ, 
a+ala+ib)+afta+ib)® +--+ oda+ib” =0 ಅಗಿದೆ 
ಗಣನೆಯಿಂದ + a(4- ib) + aya - ih) + + Cu ib)” - 0. 
ಇದರಿಂದ 


(17) flax ib)=0 ಆಗಿದ್ದೆರೆ ಮಾತ್ರೆ (0-10) = 0 ಮತ್ತು 


(:8) ((-- (a+ iby (a-ih))=F-2at+a +h. 
| ಹೀಗೂ ೭ (ಭಯು 1ನ ಒಂದು ಮೂಲವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗಥಗಿ.ಟ 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ /' - 4,4, ಆಗಿರುವಛಿ ಗ 0, ೯! ಆಗಿರುವಂತೆ % ಮತ್ತ 
೪ ಗಳು ಅಶೂನ್ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿವೆ. (ಇಲ್ಲಿ ಲಎ1- 0). ಗಿಳಿ 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4-೫ - 2014 47+ ಆಗಿರಲು ಮತ್ತು ೫-0 ಅಥವಾ 
deg r<degq, ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ/ಗ 02,೫17 ಎಂದು ಬರೆಯಿರಿ. 0 
ಅಥವಾ 7 - (1 -(1) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, « ಮತ್ತು (0 ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿವೆ. 
(1(೩)-:0 ಮತ್ತು / (ಇ)..0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ /(೩)- 0 ಎಂದು ಹೊಂದಿರ 
ಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ /-- (1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ | -0 ಮತ್ತು / -((1-6) ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ F(a) = {a+ 1)-() ೧-೧1-10. 0. hye ಮತ್ತು ಲ 
ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ೧0 -- 0 ಎಂದು, ಆಂದಶೈೆ (.. 0ಎಂದು 
ಹೊಂದಿರಬೇಕು. ಇದು / ೨0 ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 0, ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ 
1ನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 08 4:1 (ಗಿ -0 ಆಗಿದ್ದರೆ) ಅಥವಾ ರಂ 4, 
(ಯಿ ಅಗಿದ್ದರೆ,) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, / :-0,8, ಎಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇನೆ. 0 
m= 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, d= 8 ಆಗಿರಲಿ. ಹಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ನಾವು ಇದೇ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನ 
ವನ್ನು ಸೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ, ಯು ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ 1 ನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ, 1 
ಅಥವಾ 2 ಸ್ತರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 4, ಮತ್ತು ; ಗಳೆರಡೂ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ 4,4,2 ಅನ್ನು ದೊರಕಿಸುತ್ತೇವೆ. ಗ 8: 0 
ಆಗಿದ್ದರೆ (ವ ಜ್ರ ಆಗಿರಲಿ ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿದು ಈ 
ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ( 6) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ J ಅಸವರ್ತನಗೊಳ್ಳುವವರೆಗೊ 
$3 ಸೈಯಿಸಿರಿ. 


ಆ 


` ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಬಹುಪದಿಗಳ ಮೂಲಭೂತ ಉಪಯೋಗವು 
ಮುಂದಿನ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯಲ್ಲಿ ನೆಲೆಗೊಂಡಿದೆ. 7.ಯು py ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
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ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ನಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸಾಗ 35 0/14 6/12... 
ಆಗಿರಲಿ, ನಾವು (T+ T+a,T +--+ 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಯ 
(7) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದೆ, 


(19) (7) ೬ 010,714 073... ಇ7?. 

ಇದು al + aT+aT’ +... ೧3.೫77 ನಂತಹ ಪರಕರ್ಮಿಗಃ 
ಸಂಸ್ಕರಿಸಲು ಒಂದು ಹೊಸ ಶಕ್ತಿಶಾಲಿ ಅಂಕನವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಉದಾಹಃ 
f=0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಯಾವುದೇ TAf(T) =0, ಶೂನ್ಯ ಪರಿಕರ್ನುಯಾ। 


1 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗೃ/ (7) *- 7. ೫14/40 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
(7) ಎ1. 7.4 738. ಈ ಅಂಕರಣದ ಗಣನೆಗೆ ನಿಯಮಗಳು ಹೀಗಿವೆ 


(a) (/--£77/(7) ೬/7). 
(20) (0) (af UT) “af (Ty 
(187) =f (TAT) =g( Tf (Ty 


ಈ ನಿಯನುಗಳ ಸಾಧನೆಗಳು ಕೇವಲ ಮೊತ್ತ, ಅದಿಶಗುಣಕ ಮತ್ತು ಬಹ. 
ಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯಾ ನಗಳು ಮತ್ತು (19)ರ ಹೊಸ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳನ್ನು ಮ 
ಇಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳು 3 ವೆ. ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯು ಇದನ್ನು ಸ್ಪಷ್ಟಿ ( 
ಸುತ್ತದೆ. p ಎನಿ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಪ್ಯಿಸಲ್ಪ!ಿ ರ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ. 
(2D  TUxp)=(2x-yx+y) 
f~32+31tಮತ್ತು ;-1-- ಡಿ ಆಗಿರಲಿ. 73(x p=T(T(x: 
೫)) ಎ7 Ox yx+p)=(3x-3y, 3x) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು (7) 
ಎ1. 17 ಮತ್ತು £(7)- 7+ 72 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
(2D (7) ೫) Ax) 8T (my) = (8x-3p5x+ Dy) 
(23) 8(7)( 3೫) 7 TXT ANp) = (Sx-4y4x +p) 
87/1 (1 +1) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, £ (7) - T(1+T) ಎಂದೂ ಕೂಡ 
ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಅಂದರೆ, g (TY vp) ಎ 701. 7)(೬-)) = T((xy) 


+ (2x x+y) 7 (ಗ). x2) = (ಸಕ XX Y) 
ಇದು (20) ಯಿಂದ ಇರಚೇಕಾದಂತೆ (೨:1)ಕ್ರೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. 
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ತ್ಮ ಯು ಒಂದು? « 1 ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು / tal 
P+ ಆಗಿರಲಿ. )/" (4) ಯನ್ನು ೧1-045 Fo 
A" ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೀವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ,4 ಯು ಯಾವುದೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
'ಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ (4) ಯು ಅದೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 8 (7) ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಈ ಯು ಇನ್ನೊಂದು ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೫. ಗ್ಯಿ-1,40, ಆಗಿರುವಂತೆ 
ಇರಲಿ. [ನೋಡಿ ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 6ರ (56). f (B)K ಎರಡನೇ 
ಫಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ / (7) ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ, / (8) - 
” f (4)P, ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ, ಅಂದರೆ, 


4) Ff (ಗ್ಮ-!.40,) ಎಗ್ಮಿ/ (APy 


ಸೂತ್ರ (24)ನ್ನು ನೇರವಾಗಿ (19) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಯೂ ತಾಳೆ ನೋಡ 
ಕುದು. (21) ರಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನಂತಿರಲಿ 


2-1 


'ಗಿರುವುದರಿಂದ ಸ ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಆಗ (22) ಮತ್ತು (28) 
ದ 
R 8-3 5-4 

0) f =|; 5} 2(A) =|, 1} 


(25) ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ತಾಳೆ ನೋಡಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 
0-4-4-[ ದಗ 
-[ [ಸನ] 
0) ರ ನಿಯಮಗಳು ಮಾಶೃಕೆ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. | 


7ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದಾಗ fT) ಯೆ ಗಣನೆಯು ಅತ್ಯಂತ ಸೆರಳೆ 
[44 
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ವಾಗಿದೆ. 7 ಯು 7:೫ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ]'ಗೆ ಕೆಳಗಿನಂತಿರುವ ೬ 
ಆಧಾರವು (771, 1, ..., 3/7] ಆಗಿರಲಿ. 


(26) 


d 9...0 
pO 0.0 
0 0... 


f=a+attat + +a ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ್ರ((0)-(1 
aD+aD+--+a0D" ಇದರಿಂದ 


(27) 


f(d,) 0 ...0 
0 0 ““f(dh) 


ಇದು (8¥, 373 ..., ೫) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ (7) ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿ 


]. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


ಪ್ರತಿಯೊಂದು / ಮತ್ತು ೬ ಬಹುಪದಿಗಳಿಗೆ ?- 80 4 r ಮತು 
r= 0 ಅಥವಾ deg r <deg g ಆಗಿರುವಂತೆ 4 ಮತ್ತು 1. ಬಹ 
ಪದಿಗಳನ್ನು ಕೆಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(8) f=P+0+P-P-t-lg=t-1 

(0) f=r +3400 +1, g=f+rf+1 

(c) ಎ70 30.1, ge6P+l 

(6) f=0+0P- (I++ g-i 

(9) fet -6i1+(243/) git -T15+(6+2) 
(1-/)(14 130... 0) (1-1) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಡು 4೪ 0. ಡು 0ಮತ್ತು ಥಿಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾ 
ಗಿರುವಲ್ಲಿ, ೧ೃ3-೦((೦--1)-- 05(63 10)... ೧ (6-- 
iby =0 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ Q+4,(4-ib)+ a(a-iby + «-- 
+ ap(a-ib) = 0 ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. (ಸೂಚನೆ: ಇ 


0. 
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x+y ಆಗಿದ್ದರೆ, x ಮತ್ತು y ಗಳು. ವಾಸ್ತ್ರವಿಕವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, x-iy 
ಅನ್ನು ಇ ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿ. (a +8) ಹ +h, ೩8 ವ೩ಗೆ 
ಎಂದು ಮತ್ತು ಕೇವಲ 4 ಇ ೩ ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ (ವು ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. ಇದನ್ನು (+ 0/(a+ ib) + aa + iby 
+--+ (a+ ib) ಅನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡಲು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ.] 





f ಯು ಒಂದು ಬೆಸ್ತ ಸ್ತರದ ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರಿ ಆಗ 
f (€) =0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಇದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: / ನ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ 2.0 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
lim, fla) = ಮತ್ತು 10೧. / (0) ನ ದಂ 
ಎಂಬು ಎಲ್‌. ಹೋಪಿಟಲ್‌ನ ನಿಯಮವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ತೋರಿಸಿರಿ. ನಂತರ ಇಚ್ಛಿತ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು ಮಧ್ಯಮ 
ಮೌಲ್ಯ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


f ಓಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೭ ಯು ನ ಒಂದು 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲವಾಗಿರಲಿ. € ಯು fನ ಒಂದು ಪುನರ್‌ ಪ್ರತ 
ಪಾದಿತ ಮೂಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ; ಅಂದಕ್ಕೆ ಕೇವಲ (4//4ಗ(€) 
= 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಯಾವುದೋ ಓ1 ಗೆ ((-೧*ಯು/ ನ್ನು 
ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 


(a) 1,2,8, 4,5 ಕ್ಟ ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ ಅಂತರ್‌ಧ್ರುವೀಕರಣ ಬಹು 
ಪಓಗಳನ್ನು ಕೊಡಿರಿ. 


(b) 0 ೧ ೨೧. ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ' 
ಮತ್ತು ಥಿ ರಿ, ..., ಶಿ ಗಳು ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (೧) ನಿ, ಮತ್ತು deg f <(n-1) 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಖಚಿತವಾಗಿ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿ ್ಯ ಇದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : Cp CC ಗಳಿಗೆ 
f ಅನ್ನು ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ ಅಂತರ್‌ಧ್ರುವೀಕರಣ ಬಹುಖದಿಗಳ ಪದ 
ಗಳ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ.] 


(€) (1) ಇ0, f(0=5f(3)=-1 0 (4) 2, 
f (8) 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ೬ 4 ರೆ ಸ್ತರದೆ ಒಂದು ಬಹುನೌ 
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1ನ್ನು ಕಂಡ:ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Cp Cp «0 ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯು ' 


1 1 ..1 
೧; C2) ಲ್ಲಿ, 
A=|c? ಕ್ಷಿ ಸಶಿ 


(ಟೆ ಗಿರ? 


ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : (13) ನು 
ಮತ್ತು (1, ಗಗ, ಎ೨ ಗಿ] ಯು (ಗ-1)ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಗಳ 
ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


7/ಯು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ. ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸೆಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ R್‌ ಮೇಲಿನ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ. 
1 (xpz)=(3x-y 2x + Up+zN+ zy 


f= + ೫/- 1 ಆಗಿರಲಿ; (2/1 - (-? _. 4) 
het-({(-1- 44 y 4k = 30 4 ಗೈ ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವು 
ದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(8) f(T) (00) €(7)4(7) (60) (/(7) 
(6) AT) (6) SF +KAT) 


10 6/ಗೆ.014 1, ಅ್ರಐರಿಗೆಡ್ತ 1, ಭ ಇಜಿಗಿ (/3- 
1p (17 + 5)/3 ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 4ಯ 
ಮಾತೃಕೆಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ f (Ab £(4) q( AD 1(4) 
ಮತ್ತು (44 + ೧.4) ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ: 


ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ, 4 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 


(0) 45|(| 1] (0) 45[| 3] 
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3.1 00 
01 1 3 0 0 
(0) 4-[ 0] (6) 4ನ| ೧ 0 1 | 
0 0 0) 9 
10. 
3 1 0 
A= |0 2 0 | ಆಗಿರಲಿ. 
0 0 1 
ಮತ್ತು ! -/ 941 +1 ಆಗಿರಲಿ. f (A) ಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
11. 


. TBO 
A= | (| ಗಿದ್ದರೆ 


Bಯುಗ « 7. ಯು | ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 0ಯು ತಕ್ಕ 
ಗಾತ್ರದ ಒಂದು ಸೊನ್ನೆ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ, ಆಗ 
23) 0 ] 
1(0-((( | 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
12. 1 ಯು ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 1 


ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ್ಗ (7)* -/ (7)* 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


13. (a) (30() ಯ ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


(ರ) (24) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿರಿ (ಸೂಚನೆ: 
(PAP = ಗಿ AP, ಇದು. ಯಾವುದೇ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಹ ೭1 ಗೆ, ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 


ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 


ಈ ಅಭ್ಯಾಸದಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಬಹುಸದಿಗಳೂ ಪರಿಮೇಯ ಬಹುಸದಿಗಳಾಗಿರು 
ತ್ರ ತೆ; ಅಂದರೆ, 44 0 ಆಗಿರುವುದೆಕೊಂದಿಗೆ: p ಮತ್ತು 0 ಗಳು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾ 
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ದ್‌ 


ರುವಲ್ಲಿ ಸ ಸಹಗುಣಕಗಳು 7/0 ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. ಒಂದು ಬಹುಸದಿಯು, 

ಅದರ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಏಿಕತತ್ವಿ.ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತಾರೆ. ಒಂದು 
ಬಹುಪದಿ 1 8 ಮತ್ತು q ಗಳು ಧನಾತ್ಮಕ ಸ್ವರದ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
ನಾನು? - £4 ಎಂದು ಬರೆಯಬಲ್ಲೆವಾದರ್ಕೆ ಅದನ್ನು ಸಂಕುಚನಯೋಗ್ಯ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 8 ಯು ಸಂಕುಚನಯೋಗ್ಯವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಆಗ ್ಲ ಅನ್ನು ಸಂಕುಚೆ 
ಸಲು ಅಸಮರ್ಥ ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುವುದು. / ಏಕತತ್ವಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಸಂಕುಚಿಸಲ 
ಯೋಗ್ಯ ಮತ್ತು ಡೋ / ೬ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ / ಪ್ರಧಾನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


48 / ೬ 1 ಆಗಿರುವಂತೆ /" ಒಂದು ಏಕತಶ್ಚಿ ಬಹುಪದಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
i] ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು 4, ಯು ಒಂದು ಪ್ರಧಾನ ಆಗಿದ್ದರೆ, 0,7, ಆಗಿರು 
ವಲ್ಲಿ); 0,...ಗ್ರ. ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ, ಗ, ¥ ಭ್ಯ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
1 7551 ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗ, ಯು ಒಂದು ಪ್ರಧಾನ ಆಗಿದ್ದು, fp; 7;--. 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ | / ಎಂದು ಮತ್ತು ನಾವು 0; ಗ, ಆಗುವಂತೆ ಐ,ಯನ್ನು ಪುನರ್‌ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಗೊಳಿಸ ಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: / ಗೆ ಅಂಥ ಒಂದು 
ನಿರೂಪಣೆಯ ಅಸ್ತಿ ತ್ರವು ಸುಲಭ. ಎಕ್ಕೆ ಕತೆಯನ್ನು ತೋರಿಸಲು ಮೊದಲು, pಯು 
ಒಂದು ಪ ಪ್ರಧಾನ ಆಗಿದ್ದು ಮತ್ತು ಗ "ಯು gh ಅನ್ನು ಭಾಗಿಸಿದರೆ, ಆಗ ಯು 
₹ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತ ಷೆ ಅಥವಾ ಗ ಯು [ ಅನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ಸ್ಕಾ ಏಸಿರಿ 
ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸ್ಕಾ ಬಿಸಲು, ಗಯ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸದಿದ್ದ ರ್ಕ, ಆಗ 1 = pg, 
+ £8; ಆಗಿರುವಂತೆ pd ಮತ್ತು ಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ಈ 
ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು 2: ಮೆತ್ತು £, ಗಳು ನಿರಂಕುಶವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಗ್ರ, + 
£4: ರೂಪದ ಬಹುಸದಿಗಳಲ್ಲಿ ; ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಸ್ತರದ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
p ಯನ್ನು r ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ] 


ಭಾಗ 3. ಸ್ವರೂಸಾಂಕ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಗಳು 


ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸರಳ ಸರಿಕರ್ಮಿಗೆ ಆಪ್ತ ಸಂಬಂಧಿಯಾದ ಎರಡು ಬಹು 
ಪದಿಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿ. 
೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಗಿ (ಗಿ ಎ. 46(11-7) 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಬವು 7 ಯ ಆಯಾಮಕ್ಕೆ ಸಮನಾದ ಸ್ತರದ ಒಂದು ಬಹುಸದಿ 
ಯಾಗಿದೆ. (ನೋಡಿ ಅಧ್ಯಾಯ 2. ಭಾಗ ೧ ರ ಅಭ್ಯಾಸ 16) ಗಿ ವನ್ನು 7 ಯ 
ಸ್ವರೂಸಾಂಕ ಬಹುಪದಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ. [ನೋಡಿ ಭಾಗ 1, ಇಲ್ಲ 
(164) ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಸ್ವರೂಪಾಂತ ಸಮಾಕರಣ ಎಂದು.ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದೇ 
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ಸಮಾಕರಣ (೧) ಎ೦ ಆಗಿದೆ.) ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಗಳ ಮೂಲಗಳೆಂದರೆ, 
ರಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಜೆಲೆಗಳೇ ಆಗಿವೆ. 4 ಯು ಒಂದು ೫1 ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿ 
ದ್ದರೆ ಆಗ ಗ್ಲಿ/1) ಇ ೇ॥(11- A) ಯನ್ನು ,4 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


A ಅನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡುವುದಕ್ಕಾಗಿ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡಬಹುದು. ಸ4ಯು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸುಪೇಕ್ಷನಾದ 7'ಯ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿಲಿ. ಆಗ //- 7 ಯ ಮಾತೃಕಯು 11--.1 ಯೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


(1) A =det (11-.4). 


ಸೂತ್ರ (1), ಆಧಾರದ ಆಯ್ಕೆ ಯ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿಲ್ಲ. ಇದು ಗ ಯು 
ಒಂದು ದ್ವಿತೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ರಯ ಸೂತೃತೆಯಾಗಿದ್ದವೆ. ಆಗ 
11- B ಯು ಈ ದ್ವಿತೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 11-7 ಯು ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧವಾಗುತ್ತದೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು / ಗೂ ಥಃ 
(1-7) ಯ ಆಧಾರದ ಆಯ್ಕೆಯ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಹೀಗೆ 01 
(11-,4) ಟೇ! (11- 8) ಎಂದು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. 8. ಗ್ಮಿ-! 421 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಕೆಳಗಿರುವ ನಿತ್ಯಸಮಾಕರಣಗಳು ಈ ಸಂಗತಿಗೆ ಒಂದು ಪರ್ಯಾಯ 
ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ : 


det (11- 8) = det (POPP, 10) - (। (ರ್ಕ! 
` (11-4)ಗಿ 9) 
=det (ಗ!) det (11-- A) def( Po) det (11 -A)- 


ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯು 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆಯೋ, ಇಲ್ಲವೋ 
ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು ನಮಗೆ ಯಾವಾಗಲೂ ಸಾಕಷ್ಟು ಮಾಹಿತಿಯನ್ನು ಕೊಡು 
ವುದಿಲ್ಲ. [ಭಾಗ 1ರ(21) ff ಮತ್ತು (22) ನೋಡಿ.] ನಾವು ಸಿಗೆ ಆಪ್ತ 
ಸಂಬಂಧಿಯಾದ, 7 ಯ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯತೆಯನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು ನಮ್ಮನ್ನು ಶಕ್ತರನ್ನಾಗಿ 
ಸುವ ಒಂದು ದ್ವಿತೀಯ ಬಹುಪದಿಯನ್ನು ವಿನರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶವು 
ನಮ್ಮ ಉದ್ದೆ (ಪಗ ಕೇಂದ್ರೀಯವಾಗಿಲ್ಲದ್ದರೂ, ಈ ದ್ವಿತೀಯ ಬಹುಸದಿಯನ್ನು 
ಏವರಿಸಲು ನಮಗೆ ಸಹಾಯ ಮಾಡುತ್ತ ದೆ: 


(ಟಿ) AT) -9. 
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ಇದನ್ನು ಕಾಯಲೆ - ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
(2) ರ ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿರುವ 0 ಎಂದರೆ ಸೊನ್ನೆ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಅರ್ಥ. Jin 1 ಎ2 
ಆಗಿರುವ ಪ್ರ ಸಂಗಕ್ಕೆ (2)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲಾಗುವುದು ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಾಧನೆಯನ್ನು 
ಒಂದು ವಿಸ ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗುವುದು. ೧071 7 » 2 ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ ಮತ್ತು 


A= [2 a2 
01) ಯ 


ಯಾವುದಾದರೂ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. ಗಿಯು 
1 1-4 ಯ ಅಭಿಜಾತ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಆಗಿರಲಿ. (ನೋಡಿ ಅಧ್ಯಾಯ 2, ಭಾಗ 6) 
ಆಗ 


(3) B- 1 ಛು A J-1 1- | 0 2] 


4) 1-0 ಗಃ a; 


ಮತ್ತು [ನೋಡಿ ಅಧ್ಯಾಯ ೨, ಭಾಗ 6ರ (28).] 


(4) . ಗಿ(!1) 1:(11-.4)0. 


11-42 ಎ(11- 4)(113-.4) ಮತ್ತು A(t) =f - (41+ a2) 
t+ 4142 - 0)/0/2 ಲೆಗಿರುವುದರಿಂದ A (1)1- A(4)=(£1- (a, 
+ aI + (414022 - a0) - (A (a+ 22) A+ (011022 - 
0,10,221) ಇ(ಗಿ1-.42) - (a+ a) 1-4) ಎ(11- 4)((1.. 4 
ಇ (ata) ಇದರಿಂದಾಗಿ 


(5) ಗಿಗಿ1- ಗಿ(4).-(11- 411. 4-(೧,[, + a2) 
(4) ಮತ್ತು (ನ) ನ್ನು ಸಮಾಕರಿಸಿ ಮತ್ತು A (4) ಬಿಡಿಸಿ: 
(6) ಗಿ(4) (1-4) ೧ ಇಲ್ಲಿ ೮ಎ ಔ8-11-.4--(0*- 0) 1: 


(3) ನ್ಸು ಉಸಯೋಗಿಸಿ ಲಿ. 0 ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಇದು (2) ನ್ಮ 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಬಹುಪದಿ p ಯು, ಅದರ ಪ್ರ ಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಏಕತತ್ತಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪ ಡುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ A ವು ಆಗಿದೆ. ಅವಶ್ಯವಿರುವ 
ದ್ವಿತೀಯ 'ಬಹುಪಡಿಯು ನಂಜಿ ಕೊಡಲ. ಟ್ಟದೆ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 19. ೪ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
7'ಯು ಭಳ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ನೆರಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಒಂದು 
ಎಕ್ಕೆ ಕ ಏಕತತ್ವಿ ಬಹುಸದಿ ಗಿಯು ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೊಡನೆ ಇರುತ್ತದೆ, 


(7) (a) 7(7) 0 
(0) ಗತ = 0 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ) ಯು £ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 


ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ, 1: 008 0೬ 601 V. p ಜಹುನದಿಯನ್ನು 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ 
ಬಹುಫದಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಸಾಧನೆ. £(7) ಎ೦ ಆಗಿರುವಂತೆ, ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಸ್ತರದ 
ಬಹುಪದಿ ಇದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಸಿ ವು ಅಂಥ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ. 


ಯೆ, p(T ) ಎ0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು (7) - 0 ಆಗಿರುವಂತಿರುವ ಧನಾತ್ಮಕ .. 


ಸ್ತರದ | ಏಕಕ್ಟೂ 'ಬಹುಪದಿಗಳಲ್ಲಿ ) ಯು ಅತ್ಯಂತ ಕಡಮೆಯ ಸ್ತರವನ್ನು ಹೊಂದಿರು 
ವಂತೆ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಸ್ತರದ ಏಕತತ್ತಿ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. "ಆಯ್ಕೆಯಿಂದ, 
1 ಯು (7a) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. 1 ಯು (7b) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ 
ಎಂದೂ ಮತ್ತು (74) ಮತ್ತು, (7b)ಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಏಕಮಾತ್ರ ವಿಕತತ್ವಿ 
ಬಹುಪದಿಯು ಆಗಿದೆ ಎಂದೂ ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 


8 ಯ್ಕ eT) = - 0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಯಾವುದೇ 'ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಐ 0 


ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ, ಆಗ) ಯು ಖಂಡಿತವಾಗಿ | ಯೆನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 84 ಆಗಿದ್ದರೆ. 


p=0 ಅಥವಾ 008 r<deg p ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 8 779 1 ಆಗಿರಲಿ. (7) 
ಎ0 ಮತ್ತು 0(7') ಎ 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


0 8(7) -/0(7)9(7)* ATY=NT) 


7-0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಯಾವುದೋ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ c4೬0ಗೆ cr ಯು ಏಕತ್ವ 


ಆಗಿದೆ. ಆದರೆ deg (cr) ಎ08 r<deg ) ಮತ್ತು 0ಗ7) ATT) 
ಇ.0., ಇದು p ಯ ಆಯ್ಕೆಗೆ ವಿರೋಧವಾಗಿದೆ, ಹೀಗೆ ೯-0,7=-೦ ಮತ್ತು 


p ಯು £ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. ಇದು p ಯು (7) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ 


ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


(ನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಮತ್ತೊಂದು ಏಕತ್ವ ಬಹುಪದಿ ಗ, ಆಗಿರಲಿ. », 


e 


ಕಳ್ಳಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈಸಿ AT)= ಥ್ರ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ Pi ಯು), 


[41 
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ಯನ್ನು ಛಾಗಿಸುತ್ತರೆ; ಎಂದರೆ, ಗ್ದ 24 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಹೀಗೆ ಗ್ಯ p 
deg p,+ deg ಛೆ ಹೀಗೆ. Psdegp: pM ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ deg p, 
deep ಹೊಂದಿರಬೇಕು. ಆದ್ಯರ ch ೪ 1-0. ಭ ಮತ್ತು ಗ, ಗಳೆರಡೂ 
ಏಕತತ್ವಿ ಗಳು ಆಗಿರುವುದರಿಂದ | .. 1. ಇದು ) - 0, ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


1 ಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು (Ug 2 1 ಎಂದು ತೋರಿಸ ಬತ್ತದೆ. ' A (1): 
ಮತ್ತೆ ಯು ಓ ಯನ್ನು ಭಾಗಸುಪುದರಿಂದ deg Pp -. deg A ತ dim 
ಎಂದು 8?ದಿಡ್ದೇವೆ. 


ಈ 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ p ಯ ಗಣನೆಯು ಬಹಳ ಸುಲಭವನ್ಲ. ನಿಮ್ಮ ಆಯಾಮದ 
ಸ್‌ ಸುಂಗಗಭಲ್ಲಿ “ಉಪಯೋಗವಾಗುವ ಒಂದು ಓರಾ ನನನ್ನು ಈ ಕೆರೆಗೆ ಕೊಡತೆ ವೆ, 
ಕೆಲವು ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ. / ಯ ರಚನೆಯು ಸರಳವಾಗಿದೆ. 7: 1 ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕ ಆಗ 
p ಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 1-3 ಆಗಿದೆ. ಯಾವುದಾದರೂ 1-0ಗೆ T* =0 "ಆಗಿದ್ದೆ ಥೆ 
ಆಗ Kk ” ಅಗಿರುವಲ್ಲಿ, AT) = =0. (1b) ಯಿಂದ ನಾವು ಯು ಯನ್ನು 
ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದ "ವೆ. ಹೀಗೆ! ಎ೯ ೩ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ par. 7೬0, 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ / ಆಗಿದೆ. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶವು p ಯೆ ಬಗ್ಗೆ 
ಇನ್ನಷ್ಟು ಮಾಹಿತಿಯನ್ನು ಒದಗಿಸುತ್ತದೆ. 


p ಯು 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ (1 


(8% 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (ಯು Tಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ. 
ಜ್ರಲೆಯಾಗಿದೆ. | 
7.೧): *0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಗೆ ( ಯು p ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. ಗ ಯು 


A ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುವುವರಿಂದ ನಾವು (ಯು A ವನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ ಹೀಗೆ ಗಿ (() - 0; ಅಂದರೆ, ಯು. . 7: ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ. 
ಚೆಲೆಯಾಗಿಡೆ. ವಿಲೋ ಮನವಾಗಿ, ' py ಯು 7ಯ ರು ಒಂದು. ಸ್ವರೂಪಾಂಕ “ಬೆಲೆ. 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ. plc, ಇಲ್ಲಿ 1.0 Bg 
deg r<deg(t: 1. "ಆಗ. 6 ಯು. ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸೂಖ್ಯೆಯಾಗಿರು : 
ನಲ್ಲಿ, p= dd 1 


p(T) ) (7೧ €1)(7 41. ಇದರಿಂದ (7-:18(7';. 
ಪ ar dL ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ. ATY-d DT Tel. ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿದೆ. (ಯು 7ಯ: ಒದು, ಸ್ವರೂಪೂಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿರುವುದರಿದ್ದ. TEP 
ಯು 'ವಿಲೋನು ಸಾಧ್ಯವಾಗಿ ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೀವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 7-೭1 ಯು, 


ಬಿಡಿ ಕೀಬಾ ತೆ್‌ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸಿದ್ಧಾ ೦ಕದೆ ಪ್ರನೆ ಶಿಕೆ 323 


ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಆಗಿಲ್ಲದೆ. ಇರುವುದರಿಂದ 4 ೬0. ಇದು 0(0) ಎ0. ಎಂದು 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಮತ್ತು (8)ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು. ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶವು p ಯನ್ನು. ಗಣಿಸುವಲ್ಲಿ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ. 


deg q = 2 ಆಗಿರುವಂತೆ, ಇವು ನವನ್ನು ಭಾಗಿಸುವಂತೆ ಮತ್ತು: 
) 4 ಯ ವಾಸ್ತ. ವಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರದಂತೆ 0 ಒಂದು ವಾಸ್ತ ಬಕ 
ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ್ರ ಯನ್ನು q ಭಾಗಿಸುತ್ತ ದೆ. 


(9) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು.  ದೆ' ಸಮ್ಮಿಶ್ರಮೂಲಗಳನ್ನು. ಪರಿಶೀಸುವುದರಿಂದೆ' 
ಕೊಡಬಹುದು. ಆದರೆ ಇದರಿಂದ ನೇರ ಮಾರ್ಗ ಜೊರೆಯದ್ದರಿಂದ ಇದರ ಸಾಧನೆ 
ಯೆನ್ನು ಕೈಬಿಡಲಾಗುವುದು. (8) ಮತ್ತು (9) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ) ಯನ್ನು 
ಗೆಣಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ ಕೆಳಗಿರುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. ಮೊದಲು` 


(10) A =q"'q..qt, 

ಇದು' ಸಿ ಅಪವರ್ಶನೆ' 
ಇಲ್ಲ್‌ 0 ಓ 2. 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಲಘ 4, ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು 0 'ಯೂ 
ಸ್ತರ1 ರ ಅಥವಾಸ್ತರ 2ರ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಏಕತತ್ವಿ ಬಹುನದಿ” ಆಗಿದೆ. deg 


4, 5 2 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ: qa ಯು' ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು. ಹೊಂದೆಲ್ಲವೆಂದು' 
ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ: 


(8) ಮತ್ತು (9) ರಿಂದ 
4 p=q"'g™q 
ಇಲ್ಲಿ 1,2 1] Neneh 
ಈಗ £7) ಇ 0' ಆಗಿಬೆಯೇ ಎಂದು `ಕೊ!ಡಲು 8 4 ಟು, qe J 
ರೂಪದ ಬಹುಪದಿಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದನ್ನೂ / ಓ 1,3,...,/ಗೆ 15 (| ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ" 


ಪರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತೇನೆ ಮತ್ತು 8 (77) -೮ ಆಗಿರುವಂತೆ 12-೨1] TY ಅತ್ಯಂತ" 
ಚಕ್ಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಬಡಿಯುತ್ತೇನೆ. ` ಇದು 2 ಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೆ. 


A. ಯು ಒಂದು ೫% ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿದ್ದೆ ರೆ, ಆಗೆ ಸಯ ಕನಿಷ್ಠ. ಬಹುಪದಿಯು,' 
೫4) ಇ0 ಆಗಿರುವಂತೆ. ನತ್ತ ಬಹುಪದಿ ' 8 ಗಳಲ್ಲಿ ಅತ್ಯಕತ ಕಡಮೆ ಸ್ನೈರದ ' 
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ಏಕತತ್ತಿ ಬಹುಪದಿ ಆಗಿಜಿ. ಆದ್ದರಿಂದ ( ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದಕಿ, « 
4 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಸದಿಯು 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪಡಿಯೇ ಆಗಿದೆ. 


ಮೇಲಿನ ಚರ್ಚೆಯನ್ನು ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳು ವಿಠದೀಕರಿಸುತ್ತವೆ. 
ಮತ್ತು ಗ ಗಳು ಪರಿಶೀಲನೆಯಲ್ಲಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯ 'ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಮತ್ತು ಶನಿಃ 
` ಬಹುಪದಿಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸಲಿ, 


A= (ತ | ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಗಿ ಇ (1. 2)(1 - 4) ಆಗುವುದರಿಂದ, (8) ರಿಂದ 0 -(1-2)(1-4) 
A= [o 2] ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ A ಎ (1-1)(1-2) ಆಗುವುದರಿಂದ, ಮತ್ತಿ (8) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ. 
p=(1- 11-2). ಮತ್ತು 


1 2 
A= ಸ 1] ಇರಲಿ. 


ಆಗ ಗಿ ಎ (41 ಆಗುವುದರಿಂದ, (9) ರಿಂದ) ಎ ಭಿ ೪1. ಮತ್ತು 
a= ಗ್ಗ] ಎಡ 

ಆಗ A ಎ (1-1)... ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 0 ಎ ೪1 ಅಥವಾp ಎ ((-.1)' 

47 1 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, A140, ಅಂದರೆ, p11. ಹೀಗೆ ಇ (1-1)7 


C. 


A= ಎಂದಿರಲಿ 


ಅಐ೦ಲ೦ 


0 
"0 
1 
1 


ppp 
Lhe. 


“ASPET, KM pp =r) 
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ಗಣನೆಯು (42 + 1) £0 ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ p (4! 


0 
ಎಂದಿರಳಿ 


ಐಲು 


A~ 0 


ಕ್‌ 


1 


ವ 
ಐ೦ ಲು ೬ 
Ce oo 


“nA ಇ. (1-3)3(1-1). ಹೀಗೈಣ ಐ (1-3) (1-1), ಅಥವಾ p(t) 
(1-1) ಅಥವಾ 0 = (1-3)*(1-1). ಗಣನೆಯು (4-3 1) (4-1) ಜ 0 
ಎಂದೂ ಮತ್ತು (4-3/1) 4-1) = 0 ಎಂದೂ ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಆದರಿಂದ 
7 -((-3)(1-.!). 

7 ಯು ಕರ್ಣರೀಖ್ಯವಾಗಿರುವಾಗ p ಯೆ ಗಣನೆಯೂ ತುಂಬ ಸುಲಭ. 
131, ೫3% ..., ೫} ಯು ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 2 ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿಶಲಿ. 7ಯು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿಜೆ'ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ತಣ, ಅಂದರೆ, 


ಟೆ, 0 8 


(12) ಜು 4 
09 ..4 


eA dd) dd d= d= 
Cp das das SEC ಬಂ d en dns 
NT REN ಆಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು Cp Cp ಲ್ಲಿ ಗಳು ವಿಶಿಸ್ಟ್ರವಾಗಿರುವಂತೆ 
1೫3೩ ೫3 .... ೫%, ಕ್ರಷುವು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಸೊಳ್ಳೋವ. ಆಗ 1 


(13) ' ಗಿಎ((- 0)(1-0)-..(1-ಂವಯು 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಸದಿ 
- ಯಾಗಿದೆ. | 

“(ಯು 7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ: ಜೆಲೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ / (0) ಇ0. 
'ಯಾವುದಾದರೊಳದು ; ಗೆ ಎ0 ಅಥವಾ ಯಾವುದಾದರೊಂದು /ಗೆ ೧ ಎ 0. 
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ಸಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ, ಸಿ ,ವು ಹಡಯ 

ಸ್ಟ ರೊನಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಗೃ ವು ಛಲ ಯ 

ಸೈರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. pಯು ಸಯ ಕನಿಷ್ಕ ಬಹು 

ಜ್‌ ಯು ಗಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹ:ಸದಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
ಯು 0 ಯ ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


(2) ಓ ಇಗಿ,ಓ, ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) p ಯು; ಗ್ಯ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) ಯು p,pಗೆ ಸಮವಾಗಿರದೆ. ಇರಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಲು 
ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ ಕೊಡಿರಿ. 


. ' (8) ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಓ 1 ಗೆ 7ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರಿ 


ಮತ್ತು 7% 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 7-0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚೆನೆ : 7 ಯ'ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಸದಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
ಸುತ್ತು, (18)ನ್ನು.ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 
(0) 7" ೬0 ಮತ್ತು 0017 ಎ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 77.0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
೪ ಯು ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತೆವಿಕ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿರಲಿ. " ಯು 
7ನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 8 ಯು w ನಲ್ಲಿ ಇದ್ದಾ ಗಲೆಲ್ಲ ಬ್ಲ ಯು ಬ ನಲ್ಲಿರುವಂತೆ 
೪ ಯು 1 ಯ ಒಂದು ಉಪಸಮಸಿ, ್ರಯಾಗಿರಲಿ. ಕೇನಲ p ಯು ॥ 
ಅನ್ನು ಭಾಗಿಸಿದರೆ ಮಾತ್ರ ನಲ್ಲಿ % ಇರುವಂತೆ ಒಂದು ಎಕ್ಳೆಕ ಎಕತತ್ವಿ 
ಬಹುಷದಿ p ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ." [ಸೂಜೆಕೆ: ಗ ಯು ನಲ್ಲಿರುವ 
ಕನಿಷ್ಕಸ್ತ ರದ ಒಂದು ಏಕತತ್ವಿ ಬಹುಪದಿ ಆಗಿರಲಿ. ಪ್ರಮೇಯ 19ರ 
ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ, ಶೀಷ ಪ್ರಮೇಯದ ಪುನರಾಸರ್ಕಿಸಿದ ಉಪ 
ಯೋಗವು ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ತೊಡುವುದು.) ` 


ಕೇಳಿಗಿರುವೆ ಮೊತೈಕೆಗಳು ಪ್ರ ತಿಯೊಂದರ 'ಕನಿಷ್ಮಬಹುಪದಿಯನ್ನು, ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ: 


(b) | 


eer 
ಜಹಾಲಲಲಅ 


2 1 
1 0 
00 
00 
00. 
90 


ಅಲಿಬಿಟದಲಎಲ 
“ಲಲ 


9. 
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1 
2 
0 
0 


(8) 


(0) 


‘(0 


10. 


11. 


] 0 
0 
0 1 
0 1 


ಜೈ ಯು 313 ಆಗಿರಲಿ. 'ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ: 


ಓಿ ಇಗೆ- (ಗೈ .4, ಕ್ಕ)? 
+ [det [4 gs + de (ಗ 1 


33 


+det [4 >] 


32 33 


- det (A) 


ಸಯ ಆಗಿರಲಿ. Atal 
at+್ಕೂ ಯು ಸೆಯೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. 
ಕೇವಲ 00 ಆಗಿದ್ದ. ರೆ ಮಾಶ್ರ 4 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 4 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಿರಲು 
4-1 (41. ಗ A+ taAtal- q 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: ಕೇವಲಂ ಯು ಸದ 
ಒಂದು ಮೂಲವಾಗಿ ಇಲ್ಲದ್ದಿದರೆ ಮಾತ್ರ 4 ಯು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. ಈ ಸರಿಣಾಮವನ್ನು ಗಣಕ ಯಂತ್ರಗಳ ಮೇಲೆ 
ಅನೇಕ ಸಲ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ.] 


4 ಮತ್ತು ಗಿ ಗಳು (ಗ) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಡವ ಇ 


(Aut At 4 ಕ್ಲೈ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 
ಅಧ್ಯಾಯ 2ರ ಭಾಗ6ರ ಅಭ್ಯಾಸ 18ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 


A ಯು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ A 1-4) 
((-.4,)---((-.4,,) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(2) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸದೆ ,4 ಯು ೫% ಗ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (4) ಎ0 
ಆಗಿರುವಂತೆ £೫: ಸ್ತರದ ಒಂದು ಬಹುಪದಿ 4 ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


[ಗ 
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[ಸೂಚೆನೆ : ಗಗ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಲ್ಲಿ, 17 ಸಸ, 
A} ಯು ನಿರವಲಂಬಿತನಾಗಿರಬಲ್ಲಡೇ?] 
12. ಒಂದು 8 x8 ಮಾತೃಕೆಯು ವ್ಯಸ್ತವನ್ಮು, ಅಭ್ಯಾಸ 9(b)ಯ 


ವಿಧಾನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಗಣಿಸಲು ಒಂದು ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು 
ಬರೆಯಿರಿ. 
. ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 
(2ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : / ಮಾತೃಕೆ ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ 
ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ; ಅಂದರೆ, / ಎ ಕೈ AttAP+t- +A 
ಇಲ್ಲಿ ಟೈ; AAA ಗಳುಗಜಗ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿವೆ. 440 ಆಗಿದ್ದರೆ. 
ಕ್ಮಯು/ನ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕ ಆಗಿದೆ ಎಂದೂ ಮತ್ತು 0168 1 - ಓ ಎಂದೂ 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 668/1 =k ಮತ್ತು deg 8 ಎ ಇಲ್ಲಿ/ ನ ಪ್ರಧಾನ ಸಹಗುಣಕವು 
ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ, ಆಗೆ dg (2) = dgf+deg 8 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 4 ಯು ೧x ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸಿವು ಸ ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹು 
ಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ೫ ಯು / 1-4 ಯ ಅಭಿಜಾತ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಆಗಿರಲಿ. ಗ ಯು 
5 (7-1) ಸ್ತರದ ಮಾತೃಕೆ ಸಹಗುಣಕಗಳೊಡನೆ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. ಅಗ A (01 = (11-A) B ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
ಸಿಎ ಟ1ಗೆ I-A AML MAA 
(4-1) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಇದು (6) ರಂತಿರುವ, ಎಂದರೆ, 
ಗಿ) 11-.4) C0 ಯಂತಹ ಒಂದು ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
C40 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಬಲಭಾಗವು ಮಾತೃಕೆ ಸಹಗುಣಕ ಹೊಂದಿದ | ಯಾಗಿದ್ದು 
ಯ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರುವಾಗ ಎಡಭಾ-ವು ಸ್ಥೊಕ್ನೆ 


ಧನ ಸ್ತರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ / 
ಅಥವಾ 9 ಸ್ತರದ ಮಾತೃಕೆ ಸಹಗುಣಕ ಹೊಂದಿದ / ಯ ಒಂದು ಒಹುಸದಿ 


ಯಾಗಿದೆ.) . 

ಭಾಗ 4. ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು : || 

ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಹು 
ಪದಿಯ ಮೇಲಿನ ಸರಳನಿರ್ಬಂಧದ ಮೂಲಕ ವಿವರಿಸಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಈ ವಿವರಣೆಯಿಂದ -ಒಂದು' ಸಮಾಂಗ “ಪಾತೃಕೆಯು ಕರ್ಣರೇಜ್ಯಪಾಗಿದೆ -ಎಂದು 
ತೋರಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ: -' ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸರಳತಮ 


ಉದಾಹರಣೆಯೊಂದಿಗೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸುತ್ತೇನೆ. 
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ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶನನ್ನೂ x, ) ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಅಂದರೆ ಔ5(( ೫ 2) ಇ 
Ex yo)? ವ್ಯಾಪಿಯಾಗಿ ಲಂಬವಾಗಿ ಪ್ರಲಂಬಿಸುವ ಔಣ ಮೇಲಿರುವ 
ಪರಿಕರ್ನಿಯು £ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ £ ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 


1 00 
0 1 0. 
000 


E ಯ ಕೆಳಗಿರುವ ಈ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು, ಜ್ಯಾಮಿತಿಕವಾಗಿ ಸುಲಭವಾಗಿ ತಾಳೆ 
ಯಾಗುತ್ತವೆ: 


(a) 731 

(b) ೫ ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 

(1). (c) EX= ಸ! ಆಗಿರುವಂತೆ, ಶಯ ನ್ಯಾಟಿ ಯು ಎಲ್ಲ ¥ ಗಳಿಂದ 
: ಆಗಿದೆ. 

(d) £ಯ ಶೂನ್ಯ ಸ್ಮಯ 1-8 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವ 

ಎಲ್ಲ ]' ಗಳಿಂದ ಅಗಿದೆ. ,. 
(18) ಗುಣಧರ್ಮವು ಮೇಲಿರುವ £ ಯ ಮಾತೃಕೆ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದೆ ಸಿದ್ದಿ ಸು 
ತ್ರದ, (1) ಯು ಜ್ಯಾಮಿತಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (14) ಯು (1- ೫) 
(x ೫» 2)=(0, 0, 2) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂಥ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. (1,೭,4) 
ಗಳು (14) ಯ ಪರಿಣಾಮಗಳಾಗಿವೆ. 


೫2. ೫ ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಪೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 
E ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 7 ಯನ್ನು ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಯು £ ಯ ವ್ಯಾಶ್ತಿಯಲ್ಲಿರಿ, ಆಗ ಯಾವುದೋ y'ಗೆ 
೩. - EY. E ಯನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ ಮತ್ತು £೨ - ೫ ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 
ಹೀಗೆ EY ಎ. 727 ಎ 571 ಎ )ಗಿ ಎಂದರೆ, EN= ಸ. ವಿರೋಮನಾಗಿ 
EX - Xx ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ ¥ ಯು ಖಚಿತವಾಗಿ £ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯಲ್ಲಿದೆ. 


`ಇದು ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ: 


2). 813: 5 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ EX = X ಆಗಿರುವಂತೆ, £೬ ಯ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಎಲ್ಲ ಚ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಕೂಡಿದೆ. 
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೫3 5 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (1- EY 21-25. 8312/೭೯. ೯ 
೬7-1೫. 
(3) Eಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7- £ ಯು ಒಂದು 
ಪ್ರಲಂಬನನಾಗಿದೆ. 


(2) ರಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ: 


(4) E ಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದಕೆ, ಆಗ (/- E)X =X ಆಗಿರು 
ವಂತೆ. 7- £ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯು ಎಲ್ಲ ೫ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ. 


(1- E)X= ೫ ಸಮಾಕರಣವೂ £೫ 20 ಯೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. ಹೀಗೆ 
(4) ರಿಂದ 
(5) Eಯುಒಂದುಪ ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಆಗ £ ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ 
1- E ಯ ವ್ಯಾಸ್ತಿಯಾಗಿದೆ. 


೩ ಯು 7 ಯಲ್ಲಿರಲಿ. ಆಗ XN 781.8 - ೫% -- 7೪. 
(1- E)X, ಆಗುವುದರಿಂದ, £ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶದ ಮತ್ತು 
1- £E ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸದಿಶದ ಮೊತ್ತವು »/ ಆಗಿದೆ. ಯು 
EM ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು]- £ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ, 
ಸಿಎ 7. 7 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ (ಣ. ಆಗ (2) ಮತ್ತು (4) ರಿಂದ 
X = EY ಮತ್ತು 7 (1 "EZ. ಹೀಗೆ Y= EY+(I-E)Z- 
E ಯನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸುವುದರಿಂದ EX =E'Y+E(I- E)Z-EY+ 
೫7- 537 ಎ EY+ EZ-EZ=EY=Y. ಹಾಗೆಯೇ 7 ಎ 
(1- E)X. ಇದು ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ದೆ: 
7ಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವೆ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕಿ ಆಗ 
Y ಯು £ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯನ್ನಿರವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು 1- £ಯ 
ಹ್ರ್ರಿಯಲ್ಲಿರುವ, ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ ಪ್ರತಿಯೊಂದು X ಸದಿರವೂ ಒಂದು 
ಬ ಬೀಜೋಕ್ತಿ X=Y+ 2 ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ, 
Y= 8% ಮತ್ತು 7 - (1- 8)%. oo 
ಈಗ 7, ಎ 31, NN. 2೫) ಯು ನಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು 
ಅಧಾರವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಗ, -{X**1, ೫12, ..., ೫%) ಯು 1- Em 
ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ,(6) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ, Xx - ೫ 4 7 ಆಗಿದ್ದರೆ, 


(6) 
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ಆಗೆ 1 ಯು ಗನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಮತ್ತು 
2 ಯು ಗ್ಯಿನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಹೀಗ 
೫. ಯು {NN , ೫೪, ೫೪1, NN ಸ ಇ] ನ ಪದಗಳಲ್ಲ 
ಒಂದು ಏಕೈಕ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ನಾವು[¥'1, 3, .., ೫X", 
Xk, yi, 2೧) ಯು ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾ 
ನಿಸುತ್ತೇವೆ. 7' ಎ ೧5 ;%(1- ಔ). SATAN ಎ EX" * 
(1- E)X’. X'ಯು ಥಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಸ್ರ್ರಿಯಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ, (೫) ನ್ನು 
ಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು (1 EX. ಹೀಗೆ ([-E)X'=(1- HE 1 
(E- ENYX'=(E-E)X'=0. ಹೀಗೆ 7X ' - (೩. ಹಾಗೆಯೇ 
151ಆಓಗೆ 7% 0೩1 ಮತ್ತು (ಸಿ31) ಆ1೬ಗಗೆ TX ec 
(NNN XE, Ne ಯು |'ಗೆ ಒಂದು 
ಆಧಾರವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಪಡೆದಿದ್ದ "ವೆ: 


(7) 7 ಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 7-8 ಇ(1-5) 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 


= 1 ಮತ್ತು ೧ಎ0 ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗವು ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ: 


(8) E ಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ £ ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ವಾಗಿಡಿ. 


(ಸ ೧06)ಗಳು (10) ಯ ಪರಿಣಾಮಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. ಈ 
ಕಾರ್ಯವಿಧಾನದಲ್ಲಿ ಪ್ರಲಂಬನಗಳ ಬಗೆಗೆ ಮತ್ತಷ್ಟು ಹೆಚ್ಚು ಮಾಹಿತಿಯನ್ನು ದೊರಕಿ 
ಸಲಾಗಿದೆ. (7) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ, 


ಪ್ರಮೇಯ 20. ೫7 ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ. 7 ಯು 
೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ನಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ££ 

oy ೫, ಗಳು ಕೆಳಗಿರುವ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೊಡನೆ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಅಶೂನ್ಯ 
ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ. 


1.48 l= ಜಟ ‘+E 
(G) gas, ಬರ + CE. 
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“ಆಗೆ Tಯು ೭ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ. ಯು Ee ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರಲಿ. ಆಗ (2) ರಿಂದ, x - 
EX. i>! ಆಗಿದ್ದರೆ, X= EEX - 0, (9b) ಯ ಕಾರಣದಿಂದ. 
7 ಯನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ ಮತ್ತು (9) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ, ಆಗ 7X ಎಟ 
EX+oEXt + EX. EX-Xಮತ್ತುೆ EX 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, TX -c,X- ಹಾಗೆಯೇ, ಸ ಯು EM ಪಾ ಪ್ರಿಯಲ್ಲಿದ್ದ ಕೆ 
ಆಗೆ/-28 rt 7% (1. ಹೀಗೆ: 


Xಯು £. ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ಸದಿಶವಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ 
(10) ಆಗ / ಇ 1,2, ...,?ಗೆ ೫ಯು ci ಸೇರಿರುವ ಒಂದು 
ಸ್ವ ಕೂಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 


¥Xಯು್ಭ ಯಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ]' - ಸೃ. 
EX+-.+EX. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ, (ಎ1, 2, .., 7ಗೆ ಸಸಿಯು ಗ್ರಯ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿದೆ. ಎಂದು (90) ದಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಗೆ ಈ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯು 
ಎಕ್ರೆ ಕವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, ;-1,2,..,r ಗೆ Y'ಯು ಜಯ ವಾ ಪ್ರಿಯಲ್ಲಿ 
ದಸ ಚಿ 71.372... ತೇ ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ. ಗ (1) 
ರಿಂದ 1:5157ಗೆ 7' ಎ 1]. ಆದ್ದರಿಂದ ೫X ಎ ಪ Y+E 2... 
೬.೫೫1 ೬ ೫,೫3.. EAEY + EAE, ೫5). -- +E(E, yn. 
(9ರ) ಗುಣಧರ್ಮದಿಂದ ; > 1ಗೆ f EE =0. ಹೀಗೆ ೫] ಎ 15,71 ಎ 
73. ಹಾಗೆಯೇ ; ಎ೨2, ತಿ,..,]17ಗೆ Yi ಎಗ್‌ ಮುಂದಿನ ಫಲಿತಾಂಶ 
ವನ್ನು ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. | 


೪ ಯಲ್ಲಿ ೫ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ / ಎ 1,2, ..., "ಗೆ 1 ಯು E ಯ 
(11) ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಇರುವಲ್ಲಿ, Xಯು X= Y'+Y LY 

ರೂಪದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕ್ಸೈಕ ಬೀಜೋಕ್ತಿ ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇದಲ್ಲದೆ 

i=1,2, r= EX. 


ಇದು (6) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವಾಗಿದೆ. (6) ರಿಂಡ (7) ನ್ನ್ನು ನಿಪ್ಪತ್ತಿಸಿದ 
ರೀತಿಯಲ್ಲೇ (11) ರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 20 ನ್ನು ನಿಷ್ಪಕ್ತಿಸಬಹುದು. 1ಜುಸ1,3, 
೨ rಗEಯೆ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ D(X ND NK ಯ ಒಂದು. 
ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. D={X} ೩3, .. ಗ ಸ್ನ ಶಂ 6... 
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೫1 XS oe Xe} ಆಗಿರಲಿ. Y'ಯು ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿರುವಲ್ಲಿ 


) 
ಮತ್ತು ;=1,2, ಎ 7ಗೆ 0ನ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 77! ಯು ಒಂದು 
ಏಕೈಕ ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಲ್ಲಿ ೪ ಯಕ್ಲರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ೫ ಯೂ 
X=Y'+Y4+. +7" ನಂತೆ ಒಂದು ಏಕೈಕ : ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿಕೆ. ಇದು 7) ಯು ॥'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರ -ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 
ಫಲಿತಾಂಶ (10) 7) "ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಐಫೊ. 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂ 
ಪಾಂಕ ಸದಿಶ ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ] ಯು. ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿವಿ. 
Q.E>D- 
ಪ್ರಮೇಯ 18 ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯು ೨0ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಈಗ 
ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸ್ಥಾನಿಸಬಲ್ಲೆವು. “ 
ಪ್ರಮೇಯ 21. ಭಯ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು 
7 ಯ.ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ. p ಯು 7ಯ 
ಕನಿಷ್ಠಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಕೇವಲ pಯು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತನಿಕ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅಸವರ್ತನಗೊಂಡರೆ ಮಾತ್ರ, ಅಂದಕಿ, ) -. 
(-€ಟ(!-ಂಬ)-*-(1-ಆ,) ಇಲ್ಲಿಯ ೧ ೨ ೧ ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿವೆ, ಹೀಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ. ಭಾಗ 3 (18) ರಲ್ಲಿ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲು ಪ್ರಮೇಯ 
21ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ರೂಪವನ್ನು ) ಹೊಂದುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿದೆವು. 
ಪ್ರಮೇಯ 21ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು p ಯು ಪ್ರಮೇಯದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೂಪವನ್ನು 
* ಹೊಂದಿದಲ್ಲಿ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು 
! ಸಾಧಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಮೊದಲು, ಸ್ರಮೇಯ 41ರ ಮತ್ತು ಮೊದಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ 
ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. ಭಾಗ 1 ರ (22) ರಲ್ಲಿ A(T 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿ) ವು dim V =n ಆಅಗಿರುವಲ್ಲಿ 7 ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ತೋರಿಸ 
ಲಾಯಿತು. ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಭಾಗ-8 ರ (8)ರ ಕಾರಣದಿಂದ p-: ಗಿ. ಭಾಗ 
1ರ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ dim V ಇ? ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ಪ್ರಮೇಯ 21ನ್ನು 
ಸ್ಥಾಿಸಿಜಿನು. | 


‘CpC C ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, Dp (fC) 
(1-02) (t-C) ಆಗಿರಿ. .pಯು7T ಗಿ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 20 ರ ನಿರ್ಬಂಧಗಳು ಸೆಫಲವಾಗುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹಿ 
( ) ಸಫಲವಾಗುವಂತೆ Ei En---» ೫, ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಬಯಸುತ್ತೇ; 


ಈ ಪ್ರಲಂಬನಗಳೆ ರಚನೆಯನ್ನು ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ ಲು, (9) ಸಫಲವಾಃ 
ವಂತೆ, ಅಶೂನ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು ಹ್ಮ ೫, -.. - ೫ "ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇ 
ಎಂದಿಟ್ಟು ಕೊಳ (ಣ, . ಪ್ರಮೇಯ 20 ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಆಧಾರಗ! 
D, PX ಎ "೧, ಮತ್ತು 7 ಗಳಾಗಿರಲಿ. 4 ಯು 0 ಗೆ. ಸಾಪೇಕ್ಷವಾ 


7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


೧,0..ಛ0 0 0. 


0೧, 
00...(೧ 
00..0¢ 9...0 
(12) 4 =|. 0 0 
0 0 0 
c, 0 
0c, 
0 0" 00... 





ಈ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು ಒಂದು ದತ್ತ ;ಗೆ ೧ ಗಳ ಸ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಸಾ ನ (KE, 
ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇನೆ. I<i<srA DA ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ ಗೃಯ 
ವ ಇತ್ಛಕೆಯು ೦, ಆಗಿರಲಿ. ೧ ೧. 0 ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿವೆ ಎಂದಿರಲಿ. ಆ; 


(13) Q= [A -CIMA - cal) (A - CIMA Cl) 


(cj ~ ~c Xe, - - C0) AC CMe; ©) 
(4-01) _ 
CC) i= 3. 


(13) ರ ತಾಳೆ ನೋಡುವುದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕಾಗಿ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. . (13) ರಿಂ 


ಗಟ Cp, NPP ಗಳು ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ`ಆಂತರ್‌ಧ್ರುನೀಕರ 
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ಸಹುಸದಿಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, [ಜಾಗ 2ರ (10) ನೋಡ) ಆಗ 
14) 0 = = P(A i212. 
`` ಹೀಗೆ ` 
1ರ) E=PIT) i=12,. 7. 


ಈಗ ಲ್ವ, ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ p= 
Ce Mt-C) "ಪಿ ಯು ಗೆ ಕನಿನ್ಮ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರೆ. ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಾಳ್ಳೊ (ಣ. , ಬ! ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ 7 =, ಇದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 'ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ 
ಗಿಜಿ. > ಆಗಿದ್ದರೆ, “ಪ್ರಮೇಯ 20ರ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು. ನಕಚಿಸಲು ಒಂದು 
ಧನವನ್ನು (15) ಸೂಚಿಸುತ್ತ, ದಿ. ೧7 ಉಗಿ ಗಳಿಗೆ P Py -->P.. 
ಳು ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ ಅಂತರ್‌ಧ್ರುನೀಕರಣ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ [ಭಾಗ2 ರ 
13) ನೋಡಿರಿ. ] 


16) | I-P+P+. +P, 
t=ciP'+cP+- + cP 


i~-1,2, --- ೫8 ಯು (-ಂ, ಯನ್ನು ಬಿಟ್ಟು |p ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ' 
5ಪವರ್ಕನವನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವುದರಿಂದ 


17) ಟ್‌ ಆಗಿದ್ದ ರೆ, ಆಗ p.ಯು PP, ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 


E\= P(T) ಇದು 151೩, ಆಗೆ(16) ಮತ್ತು (17) 
2ವೆರಡರಿಂದೆ : 
(a) 1- ೫ + E+ oe Ep 
18) (ರಿ. T- E+E ೩ ಡೈ, ' 
(CY. ಓತ ನಲ ಇದು /;«) ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ . 


(18a) "ಯಿಂದ EEE E(E+E, ಇ ೫) ೬೫.85, 
ಎ ಔೈಗೃ 3... . ೫,೫) (18) ಯಿಂದ ನಾವು ಹೊಂದಿರುವುದು ಭಜ, ಎ 
AEs = ಶ್ರಥ್ಯ 0: ಹೀಗೆ ೫ ಎ ೫]. ಒಂದು ಸದೃಶ ಸಾಧನೆಯು 
ಎಗ್ಗೆ Ei=E ಎಂಡು ತೋರಿಸುತ್ತವೆ. ಹೀ: ಪ್ರತಿಯೊಂದು ‘Eಯೂ 

K K ಪ್ಪ ನ 1." K ಎ {43 
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ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿಡೆ.. ಯಾವುದಾದರೂ ;, | 51೬ ಗೆ ಗೃ -0ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಔ(7') -0. Pಯು ಗ್ಲಿಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುವುದಿಲ್ಲನಾದ್ದರಿಂದ ಇದು 
`ಹಾಗಿರಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ೫, ನೃ, ..., E, ಯು ಪ್ರಮೇಯ 20ರ ನಿರ್ಬಂಧ 
ಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುವುಡು. 

ಟೀಕೆಗಳು. ೧ಬ ೧ -.1 ೧ ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿರುವುದಾದರೆ, ಆಗ (9)ರ 
ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 20 ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟರುವ' ಪ್ರಲಂಬನ ಏಕೈಕವಾಗಿ 
ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆಂದು (15) ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ p ಯು ಪ್ರಮೇಯ 21ರ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಆಗ7 ಯು 
ಪ್ರಮೇಯ 20ರ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವಂತೆ (16). (17) ಮತ್ತು (18) 
ರಚನೆಗಳನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಬಹುದು. £,ನ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು (9) ರ ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ 
ವಿಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುವುದರಿಂದ. ೧, ಲ ---, ೧, ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿರುವ 
ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ, ಅವುಗಳನ್ನು 7 ಯ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗು 
ವುದು. ಪ್ರಲಂಬನಗಳೊಂದಿಗೆ ಗಣನೆಗಳು ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸರಳೆವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
(8) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೂಪವು ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಎಷ್ಟು ಸುಲಭವಾಗಿದೆ ಎಂದಕ, 
ಎಷ್ಟೊ ೬ ಸಲ ಗೆ ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆ "ಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಕಂಡು 


ಹಿಡಿಯಲು ಲಕ್ಷ ಶ್ಷ್ಯನೀಯಲಾಗುವುದೇ ಇಲ್ಲ. 


Ev» ಸ್ಮ, .../ Eಳು (9) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ ಆಗ /-1, 2, 
ಗೆ ಸೇರಿರುವ 7 ಯ ಸ್ವದ್ಗೊಪಾಂಕ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿ E,ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯು NY 
"6ಡಡೆ ಎಂದಿ (46 ಕ್ಲ ತೋಂಸಲಾಯಿತು. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು 


ದಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿವೆ: | 
7 ಯು (9) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ ಕೇಪಲ ಯಾವುದಾದರೂ 
1<i<rಗೆಲಂ-6 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾಶ್ರ ೯ ಯು 7 ಯ ಒಂದು 
1೪) ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. (; ಲ. ೬.೨ ೧ ಗಳು ವಶಿ್ಟವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ ಗ್ರನ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಖಚಿತವಾಗಿ ;ಎ 1,3, ...,?ಗೆ. (ಗೆ 
'ಸೇಂಿರುವ 7 ಯ ಸ್ವ ರೂಪಾಂಕ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(12) ರ ಮಾತೃಕೆ ರೂಪವು Isisr ಗೆ ಸ ಯು A ಯ ಕರ್ಣರೇಖೆಯ 
ಲಿರುವ 0, ನ ಸಿಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಈ! (1-4) (c- (0c) 
(೧) 'ಆಗಿರುವುದೆರಿಂದ, ಯಾವುದಾದರೂ ;, 15ಆ1%5/£ಗೆ ೦ಎಂ. 
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ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 0 ಯು ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾರಕ ಬಿಲೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಕೋರುತ್ತದೆ. 
ಈಗ ಲವ €; ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಹ, ಯು 4 ಯ: ಕರ್ಣರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 0'ನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ್ಕ ಕೇವಲ ೫ನ ಸಿ, ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಕೆಳಗಿರುವ ದಾಖಲಾತಿಗಳು 
ಸೊನ್ನೆ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ನೀಟಸಾಲು ಮಾತ್ಯಕೆ ೫ ಯು 0/74 ಯ ಶೂನ್ಯ 
ಸೆಮಷಿ ಯಲ್ಲಿನ. 9, ಯು (13) ರಲ್ಲಿ ಇರಲು” ಮತ್ತು 0,೫೦ ಎಂಬ 
ನಿರ್ಬರಿಭದಂತೆಯೇ ಇದೆ. ಇದು ;-1ಗೆ(19)ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತ ಡೆ i>! 
ಇದರ ಸಾಧನೆಯು ಮೇಲಿನಂತೆಯೇ ಇದೆ. . : 2.1 oo 


f ಒಂದು ಬಹುಸದಿಗೆ ಮತ್ತು ' 7' ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗೆ (7) 
7ಗೆ 7 ನೈ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, T= €,7/ 1 ೧ ಔ,. .... 0(,ಔ, ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 


(20) ೫" (7)-/(€)8,4/ (CDE +f (CE 


(20) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು, ft ++ ಆಗಿರಲಿ 
ಆಗ 1 ಆಓಇಗಗೆ 7*ಎಂ0 8, - ಕೈಗ... ( |, ಆಗಿದ್ದರೆ, ಕೀಖಾತ್ಮ 
ಕತೆಯಿಂದ ಸೂತ್ರ (20) ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ; 4 ; ಆಗಿದ್ದರೆ ಸೃಥೈ ಎ0 ಮತ್ತು 
l<isr E? ಎ E, ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 72. (0೫, + E+ ... *cE) 
(E+E +c Ep= cE, ಸಗ್ಗ... cE, . ಒಂದು 
ಸದೃಶ ಸಾಧನೆಯು £>2 ಗೆ T= E+E + +6 ಎಂದು 
ಸ್ಕಾ ಸರಿಸುತ್ತ ದಿ. . ಇದು (20) ನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. . - | 


(80) ನ್ನು ಬಹುಪದಿಗಳಲ್ಲದ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. / (೧) ಯು 
1ಆ1ಇ1ಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಂತೆ/ ಯಾವುದಾದರೂ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 
ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ್ರ" (7: ಯನ್ನು f (cE, + / ೫,4... /ಿ 
(78, ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಬಹುಪದಿ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿರುವಂತೆ, ಇದು ವಾಸ್ತವ 
ವಾಗಿ ಹೊಸದೇನೂ ಅಲ್ಲ; / (7) ಚಿನ್ನೆಯು/ (€,)8,-/ (ಗ 
f (5, ಗೆ ಕೇವಲ ಒಂದು ಅನುಕೂಲಕರ ಪ್ರತ್ಯುತ್ಸ ನಕರ ಚಿನ್ನೆ ಯಾಗಿದೆ, 
ಚಿನ್ನೆಯು ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ, 


(8) (0 ₹7) -/(71* ET) 
(81) (89) (@fUT)-af (Ty. ' 
(0) (187) -/(77ಃ7) -೫7)/(7). 


846 ಹಂ ಸ ಆ ರೇಖಾತೃಳ ಜಬೀಜಗಣೆಕ 


`ಈ ಗುಜಾಧರ್ಮಗಳು ೫:(7') ಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಿಂದ ಸುಟಭವಾಗಿ ಸಿದ್ದಸುತ್ತನೆ. 
ಸ೬1ವrಗೆ ೧ ೬1'ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 1(0-1/1-0) ಮತ್ತು 
೫(1)-1-/ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 


1 1 ಐ. 


ಮತ್ತು (7) (1-0) +0 - CE + + (1- CE ಗುಣ 
ಧರ್ಮ (21¢) ಇದರಿಂದ / (7)£(7)=1 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಗ್ರ, 
1 4 1 ಇ ?ಐ ಮತ್ತು ; ;£ ಆಗಿದ್ದರೆ ಔನ - 0 ಎಂಬ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಉ 
ಯೋಗಿಸಿ ಇದನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ತಾಳೆ ನೋಡಬಹುದು. 


7 ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು (1ರ) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಗಣನೆ ಮಾಡಬಹುದು. 
ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡೋಣ. 7'ಯು ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವ ಸ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. , 


| i 0-1 
2). A=l|0 10], 
ಕ ೧ 0 8 


ಇದರಿಂದ ೧ ಎ(1-17(1-3). 2 ಯು 7ಗೆ ಕನಿನ್ಕ ಬಹುಸದಿ ಆಗಿರಲಿ. 
ಗಣನೆಯಿಂದ (4-1)(4-3 1 ) - 0: ಎಂದಾಗುವುದರಿಂದ P= (1-3)(1-3). 
ಹೀಗೆ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ: ನ, ಮತ್ತು ೫ ಗಳು : 1 ಮತ್ತು ಶಿಕ್ಕೆ 
ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ ಅಂತರ್‌ ಧ್ರುವೀಕರಣ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿರಲಿ. .£ - P(T DE, = p 
(7) ಆಗಿರಲಿ. 2 ಯು £ನ ವ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 0, ಯು £ ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ` 


1-8 ಎ3 
Pe ಮತ್ತು P=‘, 

ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 9, ಎ (4-87)/(-8), 0, ಎ (4-1)/8. ಹೀಗೆ 4-0, 
4 30 ಮತ್ತು `` 


1 0 i] ' 0 01% 
23) =|0 10] ಇ(0 0 90 
ಛಿ. 0 0 0] 9 00 | | 
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ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. 7 ಯು ಫಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸಮಸ್ಯ 
/ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. A ವ ೫ ಯಸ ಕ್ವರೂಪಾಂಕ 
ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ) ಯು 7ಯ ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಗಿವು 
ನಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳಿಲ್ಲದ ಒಂದು ವರ್ಗ ಅಪವರ್ತನ 4 ಅನ್ನು : ಹೊಂದಿರುವಾಗ 
9 ಯು ಅದನ್ನೇ ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. [ಭಾಗ 3 ಸಿರ (9) ನೋಡಿರಿ.] ಆದ್ದರಿಂದ;7ಯು 
ರ್ಯ ಆಗಿಲ್ಲ. k=bi-t, -» 1 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಮತ್ತು Co Cp 
-» €, ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸೊಟ್ಟಗಳುಸದ್ನು A (1೧, Pea) 
1-೮2೮ ಆಗಿದ್ದರೆ. ಆಗ1<5<ki = 1,೫, ..., 7 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ೧. 
to) (t-te) [ಭಾಗ 8ರ (6) ಕೋಡ) ಆಗ ಕೇಪು 
'ಎತ್ಕೆಟ್ಕ, rs = ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ, "; 


p ಯು ಇಚ್ಛೆ ತ 'ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುವ 
ಸಮಸ್ಯೆಯು ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಬಹಳ ಕಷ್ಟ ಪ್ಟವಾಗಿದೆ. ಅದೃಷ್ಟವಶಾಶ್‌ ಗ ಯು ಇಚ್ಛೆತ. 
ಸೂಹಪವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಮೊದಲೇ ತಿಳನಿರುನ ಒಂದು ಸ್ರಸಂಗವಿದೆ. 
ದನ್ನು ಮುಂದಿನ ಪ್ರಮೇಯದಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗುವುದು ದು. 


ಪ್ರ ಮೇಯ 22. ೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 
(2೩71) ಇದು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು- "ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಕಾ. 7'ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಇಮಾ. ಗ. ಸರಳ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ; ಅಂದರೆ, 7*ಯು (೫, Y) ಯನ್ನು `ಉಸಯೋಗಿಸಿ 
ಗಣಿಸಿದಲ್ಲಿ 7- 7*. ಆಗ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ.. 


ಸಾಧನೆ. : ಈ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ನಾನಾ ಮಾರ್ಗಗಳಿವೆ. ` ನಾವು 
(ಎ ಆಯಾಮದ ಪ್ರ ಸಂಗಕ್ಕೆ ಕೊಂಚ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣಗೊಳ್ಳು ನೆ ಎರಡು 
'ಯಾಷುದ ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಅಧ್ಯಾಯ 4 ರಲ್ಲಿ ಮತ್ತೊಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು 
ಇಡುತ್ತೇವೆ ಸುತ್ತು ಈ ಭಾಗದ “ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಆಭ್ಯ ಸದಲ್ಲಿ ಅನಂತ 
1ಯಾಮಗಳಿಗೆ ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣಗೊಳ್ಳು ವ ಹಾಗೂ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಕೆಗಳನ್ನು ಗಣನೆ 
ಭಾಡಲು ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೊಡುವ ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೀಪಿಸುತೆ. "ವೆ. 


dim 1' 2 ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 4 ಯು ಒಂದು ಲ ಭಯ, ಆಧಾರಕ್ಕೆ 


be 


ಇಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರಲಿ, ಆಗ 4 -- “ಸ ಆಗುಪುಪಂದ 


% 


342 ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಡತ.... 
ಆದ್ದರಿದ ) | | 
(26) Adil ನೆ] ಆಗಿ (04 ಲ 00-08, 
| ನ್‌ ಇಕಿ (5 | 
A ಪು ವಾಸ್ತವಿಕ ಅಸನರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅಪವರ್ತನಗೊಳ್ಳು ತ್ರ ಡೆ ಎಂದು ತೋರಿಸು 


ತ್ತೇನೆ. ದ 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, 13. 61--) ವಾಸ ವಕ" ಅಪವರ್ಶನಗಳಿಗೆ 
ಅಪವರ್ಶನಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ ಎಂದು “ದಿದ "ವೆ. ಅಪವರ್ತನಗಳು 8-4y)>90 
ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ವಿಶಿಷ್ಟ ನಾಗಿ 8-4 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಸಮವಾಗಿಯೂ ಇವೆ [ಭಾಗ 2ರ 


(14) ನೋಡಿದ ] ಈ ಪ್ರ ಸಂಗದಲ್ಲಿ B= (a+ ೧ ಮತ್ತು » ಇ ೧೦-08. ಹೀಗೆ 
. 83-ಕ (04-400-07) - (0 - c +4. ಆಸಷ್ಟರಿಂದ 63 - 
4) 2.9 ಆಗುವುದರಿಂದ ಸಿವು ವಾಸ್ತವಿಕ ಅನವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅಪವರ್ತನಗೊಳ್ಳು ತ್ತದೆ. 


8: -4)29 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


(28) A=lt-dt-e) dF e 

p ಯು 78 ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರೈೆ ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 21 ರಿಂದ p- 
(1~ dt -c) ಮತ್ತು 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 62 ೬ ಕ ಮುಟಿ 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4೦ ಮತ್ತು ಥಿ - 0. ಆದ್ದರಿಂದ . 


a 0 
4 | 0 al 
ಆಗುವುದರಿಂದ ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಈಗ (111 ೪ ಯು ನಿರಂಕುಶವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು pT ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ. ಬಹು 


ಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. p ಯು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸರಳ ಅಪವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅನನರ್ತನ 


ಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. » ಯು ಹಾಗೆ ಅಸವರ್ತನಗೊಳ್ಳುವುದಿಲ್ಲ . 
ವೆಂದು ಇಟ್ಟು. ಕೊಳ್ಳೊ ಣ, ಆಗ ಎರಡು ಪ್ರಸಂಗಗಳು ಪರಿಣಮಿಸಬಹುದು. . 


ಮೊದಲನೆಯದಾಗಿ 

(26): ' p={t-ayg 

ಅಂದಕ್ಕೆ ಒಂಡು ಪುಧಕಾವರ್ತಿಸಿದ ಮೂಲವಾಗಿರುತ್ತದೆ, ಎರಡನೆಯದಾಗಿ 
01) 2ನ ಗಸ 644) ಮತ್ತು 8-40 ಆಗಿರುವ 0 ಎಕ 
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ಅಂದಕೆ, ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳಿಲ್ಲದ ಒಂದು ವರ್ಗ ಅಪನರ್ತನ' [ಭಾಗ 2 ರ (16) 
ನೋಡಿರಿ.] 


(26) ಮತ್ತು (27) ಎರಡೂ ನಿಕೋಧಾಭಾಸಗಳಿಗೆ ಎಡೆ ಮಾಡಿಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. (26) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ಗೈಹೀತವಾಗಿರಲಿ. 
h=(t-a)q ಮೆತ್ತು 5 A(T) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ p ಯು ಜಿನ್ನು ಭಾಗಿಸುವು 
ದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ $ ೪ 0. 9% ೫ 0 ಆಗಿರುವಂತೆ, ¥೫ ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರಲಿ. 
5% 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (6.0೪%) 20 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. . 'ಆದ್ದರಿಂಬೆ 


0<(SX, SX) 
ಇ ((7- (14(7 %ಊ(7- 0124771) 
= ((7-01)'4(7)706(7) 1) (AT YHA TIX) =O. 
Pr 
ಇದು ಒಂದು ವಿರೋಧಾಭಾಸವಾಗಿರುವುದರಿಂದ (26) ಸಫಲವಾಗಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


(27) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳೊ ಕಣ, Sr g(T) ಆಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು ೪ ಯು € ನ ಶೂನ್ಯಸನುಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. p ಯು 4 ಅನ್ನು ಭಾಗಿಸದೆ. 
ಇರುವುದರಿಂದ, 4(7) 7-9 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (7) X4೦ ಆಗಿರು: 
ವಂತೆ ೫ ಯು ಭಳ ಯಲ್ಲಿರಲಿ. ಆಗ Sg TX ೯(7)027)%- p(T) 
2.೨0. ಆದ್ದರಿಂದ a(7)X W ನಲ್ಲಿದೆ; ಅಂದಕ್ಕೆ, 7, ಯು. ೪ ನಲ್ಲಿರುವ 
XATXN TY ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟ್ರರುವ ೫ ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. 7, ಯು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ “ಮೇಲಿನ "ಓಂದು ಪರಿಶರ್ಮಿ ಎಂದು. 
ತೋರಿಸಬೇಕು (ಅಂದರೆ, ೫ ನಿಂದ ೪ ಯ ಜೀಕೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗೆ 
ಕೇವಲ .ಒಂದು ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ ಮಾತ್ರ ಅಲ್ಲ ಎಂದು). ಆದರೆ ಕೇವಲ 
£(T)X=0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ೫. ಯು ನಲ್ಲಿನ, ಹೀಗೆ ¥ ಯು ೫'ನಲ್ಲಿದ್ದಕೆ, 
ಆಗ್ರ £(7)7%-7//7)%-0; ಅಂದಕ್ಕೆ TX ಇಡ ನಲ್ಲನೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ 7, ಯು ೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ. ೩ ಮತ್ತು 7 
ಗಳು | ನಲ್ಲಿ. ಇದ್ದರೆ, ಅಗ (7,2737) - (3.ಸ]1) ೬77) -(ಸ 
7,3) ; ಅಂದಕ್ಕೆ “W ಮೇರೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಪರಿಕರ್ನಿ 7,ಹು 'ಸಮಾಂಗ 
ವಾಗಿದೆ. TX g(T)X ಇ SX = 9. ಆಗಿರುವುದರೀದ, ¥ ಯು 
Wನಲ್ಲಿದ್ದಕಿ, 8(7,)) ಯು W ಮೇಲಿನ ಶೂನ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎದು ' 
ನೋಡುತ್ತ (ನೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 7,ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯು | ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಆಧ ೪ ಯು ವಾಸ್ತವಿಕ ಅಸವರ್ಶನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ. ಹೀಗೆ 7,ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ 
ಬಹುಸದಿಯು ಲ ಆಗಿರಬೇಕು. ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ, 
(21) ಸಫಲಗೊಂಡರೆ, 7] ಎ 7[* ಆಗಿರುವಂತೆ.ಮತ್ತು . £ ಯ: 
- (28) 7,ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯ, ಒಂದು ಉಪಸ ಮಸ್ಸಿ 
W ಅನ್ನು ಮತ್ತು ೫] ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಸರಿಕರ್ಮಿ 7, ಅನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
ಆದ್ದ ರಿಂದ 7ವು ೪ ಮೇಲಿನ ಸಾಮ್ಯಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ 78. 8 
7/3 ೪1. ಇ0. ಆದ್ದರಿಂದ ]| ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ¥ಗಳಿಗೆ 7:23. 6 7,%-. 
20. ಇದರ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ೫ ನೊಡನೆ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿರಿ. ಇದರಿಂದ 


(20) (TIXX)+ ATNX)+ NNN) --0, ೫/ನಲ್ಲಿರುವ 
ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ. 

67,1೩) ಗಾಗಿ (29) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ ಮತ್ತು ಎರಡೂ ಕಡೆ ವರ್ಗಿಸಿರಿ. 

(30) 6%7,% ೩) ೬ (71/03) -)(ಓ( 1). 

(727%) ೬1712313131: (ಸ್ಟ್ಯ್ವಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆ) ಮತ್ತು (7, 
2.೫). ೩7,%.%) =(TXTX) =! T,X1 ಎಂಬ ಸಂಗತಿಗಳನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ; (¥,¥) ಎ |X". ಇದರಿಂದ 
1) (17,3111: Ps 687/1111. 

87 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 7] ೬0. ಆದ್ದರಿಂದ 7X +0 ಆಗಿರುವಂತೆ. 
ನಲ್ಲ. 3! ೬ನ್ನು ಸಂಷುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಆದ್ಬ ರಿಂದ 17,3120 ಮತ್ತು. 
1310. ನಾವು, ಈ ೫. ಅನ್ನು (82) ರಲ್ಲಿ (೫7) ರ. 6%4) ೯0 ಎಂಬ 
ವಿರ್ಬಂಧದೊಡನೆ ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. ಇದರಿಂದಾಗಿ. . 

(32) (17,38, 71380)೮4/! T,X! PS 

(32) ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿರುವುದು ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮಸಿಸಿರಿ... 
(88) (17,81. »1%123.6.. ` "4 
ಇದು ಅಸಂಬದ್ಧವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ (27) ಒಂಡು' ಎರಾ ದಾರಿ, 
ಮಾಡುತ್ತೆ. 4. | 


೩ 


rd ಸಸಂ ರಾ ತಾರಾತ 
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ಬೀಕೆಗಳು : 22 ಸೇ ಬ್ರಮೇಯವು ; ಶ್ಚಿತವಾಗಿ ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಅತ್ಯಂತ 
ಗಹನವೆನಿಸಿದ ಪ್ರಮೇಯವಾಗಿದೆ. ಓದುಗರು ಈ ಸಾಧನೆಯತ್ತ ಹೆಚ್ಚು ಗಮನ 
ಹರಿಸಿ ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಜೇಕೆಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಇದು ಇನ್ನಷ್ಟು 
ಹೆಚ್ಚಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಗೆ ದಾರಿ ನಾಡುನ ಅನೇಕ ಪರಿಭಾವನೆಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. 
ಓದುಗನು 83 x3 ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ನೇರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡಲು ಪ್ರಯತ್ನಿಸುವುದಾದರೆ 
ತೊಡಗುವ ಕ್ಲಿಪ್ಟತೆಗಳನ್ನು ಕಾಣಬಹುದು. ಸಾಧನೆಯ ಪರಿಹಾರವು: (27) ರಿಂದ 
(28) ರ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಯಲ್ಲಯೇ ಇದೆ. ಒಮ್ಮೆ (೫5) ನ್ನು ತಿಳಿದುಕೊಂಡರೆ, ಸಾಧನೆಯ 
ಉಳಿದ ಭಾಗವು ಸ್ಮ್ವಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆ ಮತ್ತು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ಪ್ರಮೇಯದ ಒಂದು ಸರಳ 
ಅನ ೈಯೆ ಮಾತ್ರ ಆಗಿದೆ. 


(೨8) ರ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯ ಹಿಂದಿರುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಭಾವನೆಗಳು ಹೀಗಿವೆ. 7 ಯು 
Vv ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದ ಕೆ ಮತ್ತು ೫ ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ 
ಗಳಿಗೆ 7X ಯು 11 ನಲ್ಲಿರುವಂತೆ Wನು ಒಂದು ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
ರ್ಶವು 7ಗೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸನುಷ್ಚಿ ಆಗಿದೆ ಎನ್ನುಲಾಗುವುದು. Wನು 
T ಗೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದ್ದರಿ ಆಗ 7 ಯನ್ನು 1 ಸೆ ಮಿತಿಗೊಳಿಸ 
ಬಹುದು ಮತ್ತು ೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ದೊರಕಿಸಬಹುದು ; 
ಅಂದರೆ 7 ಸ- 7'ಸಗ ಸ ಯು Wನಲ್ಲಿ ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯೆಸೆಲ್ಫ್ಪಿಟ್ಟಿರುವ ಸರಳ 
ಪರಿವರ್ತನೆ 7, ಯ ೫ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿಜಿ. (28) ರ 
ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಕ್ಕೆ ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು, 


8 ಯು ಒಂದು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ತನವಾಗಿದ್ದ ಕೈ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲ 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲದ 7 ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಸದಿಯ 

(34) ಒಂದು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ಕನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7ಗೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ 
ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯನ್ನು ಈ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗೆ 7 ಯ ನಿರ್ಬಂಧವು ೬ ಯನ್ನು 
ತನ್ನ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುನದಿಯನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
ಬಹುದು. 


ಓಳ್ಳೆ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸೆಮೆಸ್ಯೆಯು ಬಹಳ : 
ಕಠಿಣವಾಗಿದೆ. 7 ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 7'ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕಾಗಿ ಅನೇಕ ವಿಧಾನಗಳು ಬಿಳೆದಿವೆ. ಈ ಕೆಳಗಿರುವ 
ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸೆದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಒಂದು ವಿಧಾನವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
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7 ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು )ಯು 7'ಗೆ ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಸದಿಯಾಗಿರರಿ 
ಆಗ ೧ ೧» ೧ ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ) ಎ (1-(.)(1-(, 
(1-0) ಎಂದು ತಿಳಿಯಲಾಗಿದೆ. |], ಠೃ ಜನ್ಮಗಳು Tಯ ಮಿಥ್ನ 
ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ನ್ಯಯು, (15) ರಿಂದ, 7 ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದ. 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ, £* ಎ 7. (ನೋಡಿ ಭಾಗ 20 
ಅಭ್ಯಾಸ 12). ೫ಎ ನ-E* ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿ £ ಯನ್ನು 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸದಕೋರವು 
ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ, 
(55) E ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದತ್ಕ, ಆಗ ನಯ 

ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಔಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕವಾಗಿದೆ. 


E ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು £ ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಲ್ಲಿ Y ಇರಲಿ. 
ಆಗ (2) ರಿಂದ, ಸ - £೫ ಆಗುವುದರಿಂದ (8 Y) - (EX, 1) = (X, EY) 
=0. dim 7 -ಸ್ಕಾನ (8)--ರೂನ್ಯತೆ (೫) ಮತ್ತು (0/1 1ಎ ಶೂನ್ಯತೆ 
(E)+E ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕದ ಆಯಾಮ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
(35) ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 


T ಯು ಸಮಾಂಗಪಾಗಿರುವಾಗ 


(8) 7-08, ಲಔ, ೬... (ಔ. ಇಲ್ಲಿ ಗಲೂ... ೧ಗಳು 
ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿವೆ. 
. (36) (0) I=E+E,+-- +E 
(೧) EE, =0, ಇದು [2 ಆಗಿದ್ದರೆ. 
(d) FE? =E* = E40 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ಪ್ರಲಂಬನ £,ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಖಚಿತವಾಗಿ ೧ ಗೆ ಸೇರಿರುವ 1</<7 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. ಇದು (360) ಮತ್ತು (19) ರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸು 
ತಜಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿಶಾಂಶವು ಇದರ ಮತ್ತು (36) ಮತ್ತು (364) ಯ 
ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. ಈಗ ಒಂದು ನೇರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 
7=7* ಮತ್ತು 0 ಫ್‌ 0 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ TX ಎಂ 713-641 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (೫, Y)=0. ಜೀಕೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ (ಗೆ ಸೇರಿರುವ 
(37) ಸ್ವರೂಬಾಂಕ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯು € 7" 4 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಗೆ ಸೇರಿರುವ 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಲಂಜವಾಗಿದೆ. 
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ಇದರಿಂದ (೧-0) (2೧1೫) =(CKHY)- (KAY) ~\TXY)- 
ATY)=0. T=7T* ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಕೊನೆಯ ಸಮಾಕರಣವು 
ುತವಾಗಿದೆ, (0-47-0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (೫, ೫) ಎ0 ಎಂದು ಹೊಂದಿರಲೇ 
ಶು. 

ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನ ನಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ಸು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಬಹುದು ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯ 20 ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇವೆರಡನ್ನೂ 
ಇಡಿಸಿ, 7 ಗೆ ಸ್ವರೂಸಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಗೆ 
ಇರಕಿಸಬಹುದು. (37) ರಿಂದ, ಈ ಆಧಾರವು ಸ್ವಯಂ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ಗಿದ. ಅಂಬೀಯ ಆಧಾರಗಳೊಡನೆ ಗಣನೆಯು ಸುಲಭತರವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
ದೊಂದು ತುಂಬ ಉಪಯುಕ್ತವಾದ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. ಈ ಪರಿಣಾಮವನ್ನು 
ನಿರುನಿರೂಪಿಸುವುದಾದತೆ, ಇದು ಪ್ರಮೇಯ 29 ರ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ರೂಪವಾಗಿದೆ. 


೫) T= 7 * ಆಗಿದ್ದರೈಆಗ ೪ ಯು, 7ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ 
ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 


ಬೀಕೆಗಳು: (೫) ಸ... ೫") ಯು ಭಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಧಾರವಾಗಿರಲಿ. 4 ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. (38) ಅನ್ವಯಿಸುವಂತೆ 
7:-- 7* ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳಿ, 11, ೫2, ..., Yn) TE ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿ, ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 8 ಯು 
YY... ೫7] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಟ್ರುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಔ ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. 


Pಯು;-1,9,...nf P'-Y' ನಿಂದ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ೪ ಯ 
ಖೀಲಿರುವ ಸರಳೆ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಗ್ಲಿಯು (¥!, ¥:, Ny 
ನಾಷೇಕ್ಷವಾಗಿ p ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 6ರ (55) 
ತುತ್ತು (56) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ 


39) ೫3-0-40. 

181. ೩೬ ..., ೫%] ಮತ್ತು 171, 1, ..., Yn) ಗಳೆರಡೂ 
ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿವೆ ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವ ೫ ಮತ್ತು ಗಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಇನ್ನಷ್ಟು ಮಾಹಿತಿ, 
ಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
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p< ಹಾ XX +XA # ರ್ಕ ಸಿಗ, 


ಆಗ (NPY) § (PX, Y= (NPA MPX + Nl 
YO-YO + SY ry 
(MX). ಇದು ಯಾವುದೇ ೫ ಗಾದರೂ ಸಫಲವಾಗುವುದರಿಂದ 


(40) PY'=NXN. 1ಎ, ೫, ..., 7 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
Dn ಗಿ 1] ಕೂಡ [(! ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಪನ 
ನಿಂದ ಈ ಸಳಗಿರುವುದನ್ನು ಹಾ ಯುಲಾನಿದೆ 
(31) PP 


NAS ಸಾ 
ವಾಗೂ ಈ ಅಧಾರಕ್ರೆ ಸಾಪೇಕವಾನ p 


ಖಾ ಸತ್ತ ಖೆ 


2ಎ1ಗಿ ಟ್‌ ಮಾ ತ್ತಕೆಯು Pa ಲ 
ವಾಶ್ಯ ಶೆ 0 ಆಗಿದೆ ತಸ 


ಪೇಕ್ಯನ 
ನವ 
(1೩) P\ =P". 
ಆಗುವುದರಿಂದ (34) ಕೆಳಗಿನ ರೂಪ ತಾಳುತ್ತದೆ 
(48) B= PAP, 

P*- Pp! ಆಗಿದ್ದರೆ ಒಂದು ರೇಖಾನ್ನಕ ಗರಿಕರ್ಮಿ p ಯನ್ನು ಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಡಿ ಧಿ! ಆಗಿದ್ದರೆ ಒಂದು ಮಾತೃ ಕೆ ಗೃ ಯು 
ಲಂಬೀಯೆ (1. 2, .... ೫/7; ಅನ್ನು ಔಗಲಲ್ಲಿರುವ ನಿಯತ ಆಧಾರವಾಗು 
ವುದಕ್ಕಾಗಿ 

4A ಯು ಸಮಾಂಗ / x ೫ ಮಾಶೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ p, 4ನ, 


(44) ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕಯಾಗಿರುವಂತ್ರ ಒಂದು 
ಅಂಬೀಯ ಮಾತೃಕೆ ಗಿ ಇದಿ 


ಈಗ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ನೋಡೋಣ : 
1 8 42/6 ಎ/6/0 
45) A] ie 1 
—/616 4/316 2 
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ಗ [ಭಾಗ 3 ರ ಅಭ್ಯಾಸ 0(() ಯು ಇದನ್ನು ಬೇಗ ಕೊಡುತ್ತದೆ.) 
det (11- A)= 0-40 +5t-2-(t- 1 (1-3)... 


4 ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದು ಕರ್ಣಕೇಖಾತ್ಮಕವಾಗ್ಸಿರಲೇಬೇಕು. 
:ದರ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯು (;- 1)(1-- ೨) ಆಗಿರಬೇಕು. (1-1) ಯೆ 
ಸಮಷ್ಟಿಯು 84/219} (WV ಎರಿ ಗ], (21-4) ಯೆ 
ಸಮಷ್ಟಿಯು | (೨, 3, ೫, - ೨೪3) } ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ 
ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬೀಯವಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂವ HS! "2 
1. (1/473, 2/46, 0), (23 ತ ಗೆ, 243); ಯು 

ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ, ಒಂದು ಸಿಮಲಂಬಿ ಸೀಯ 
ವಾಗಿದೆ. 


13 1 » 3 
P= 1/46 -240 2/4/8 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
“1513 ಟೈ 


ಆಗ 


1 0 0 
01 -ಗ್ಗಿ/! ಮತ್ತು | 1 ನಗ, 
00 28 


ಈ ಭಾಗದ ಪ್ರಮೇಯಗಳ ವಿನಿಧ ಅನ್ವಯಗಳನ್ನು ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಇನ್ನುಳಿದ 
ಸಲ್ಲಿ ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡಲಾಗುವುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ದತ್ತ ಸಮಷ್ಟಿ ಭಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಕೆಳಗಿರುವ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ £ ಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು ಯಾವುವು? 


(a) V=R% E{x ೫) ೬) 


(0) V-RSE(Xx 2) 7 SN pi INx-y- 
ಎ Bx-y -z) 
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(0) 7%. 8000) 2) 7 (6%4-10)-. 5. ಎ); 
ಎಕ - 8) 0) 

(6) 1-೧; ೫ (Xx ೫2 w) =(Xx+ By, y-2,0,0) 

(6) V=R%E (x5 2, w) = (240) 

(1) Vಯು2 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. £4 
BA. ಇಲ್ಲಿ 


(ಗಿ) ೪ ಯು ಸ್ತರ ೬ 2 ರೃಬಹುಪದಿಗಳೆ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ; ನ 
f (0), ಇಲ್ಲಿ ೩(0) - 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯು ಒಂದು 
ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ. 

(1) ೫ ಯು ಸ್ತೆರ ೬ 2ರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿದೆ; | J 

=f (0)g + f (1h, ಇಲ್ಲಿ 8 ಮತ್ತು ; ಗಳು 8(0) : 
HO) = ೯(1) = All) ಇ 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿವೆ 

(1) ೪ ಯು, 0<1<1ಗೆ ವಾ ಖ್ಯಿಸ ಲ್ಪಟ್ಟ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ಯೀಕೃ ತ ಅವಿಚಿ ನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳು f ನ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ; 
Ef =f (We 

ದತ್ತ ಸಮಷ್ಟಿ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಸಲ್ಪಬ್ಟರುವ ಕೆಳಗಿರುವ ರೇಖೀಯ 

ಪರಿಕರ್ಮಿ En ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದು” ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿಜೆ ಎಂದು 

ತೋರಿಸಿರಿ. ೫ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನೂ ಮತ್ತು £ ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸಿ, 
ಯನ್ನೂ ವಿವರಿಸಿರಿ. § 


(8) 1' ಇ ೫; E(xy) ಇ (ಬ x) 
(0) 7 ಇ ೫ 7೧2» 2) ೬ (೫) 
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{c) 7 ಎ ೫೫; E(x } z)=(-ppx+y+2) 


(6) 7ಯು8 x2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸೆಮಷ್ಟಿಯಾಗಿಜೆ; ೫.08 
ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ £4 - BAB 


(6) Vಯು2 ೬ 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ; ೫4 - 
(4-- 4')/3 


(1) ೫7 ಯು ಎಲ್ಲ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಸಿ ಯಾಗಿದೆ; '(0)ಎ 
(df /dry(0) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ Ff =f (0)+ f (OY 


(9) ? ೬1೬.1 ಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ಸ್ಟ/ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ | ಸಮ ುಪ್ಟಿಯು ೪ ಆಗಿದೆ; ಮಗಗ) - 
fಯಂsವ / ೬ 1ಗೆಮತ್ತು Eft) =f (4) ಇದು 


ists 1A. 


ದತ್ತ ಸಮಸಿ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನ £ ಯನ್ನು, ಉಪ 
ಸಮ ಸ್ಟಿ ಹ ಅದರ ವ್ಯಕ್ತಿಯಾಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ [ಸೂಚನೆ 

Mi ಗದು ಆಧಾರವನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಗೆ 
ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರಿ]. 


(a) 1” ಎ ೫2 ಗಿ/ ಇದು (1, 2) ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ 
ಉಪಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ. 


(0) ೫ ಇ. 01; ಗಿ/ ಇದು ( (1, 1, 3), (1, 1, 0) | ಯಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಆಗಿದೆ. 


(0) ೪. ಯು ಸ್ತರ 58 ರ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 
(1.140, 14 14-20] ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ 
ಉಪಸಮಸ್ಟ್ರಿಯು M ಆಗಿದೆ. 


(6) ೫7 ಯು x 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಹ 
ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಸಿ ಯಾಗಿದೆ 


(1? 
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೪ ಯ ಮೇಲೆ, ಒಂದು.ಪ್ರಲಂಬನ £ ಯನ್ನು ಅದರ 
ಹ್ರಿಯು ದತ್ತ ಸಮಷ್ಠಿ ಆಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು ಅದರ ಶೂನ್ಯ 
ಸಮಸ್ಪಿ ಯು ದತ್ತ ಸಮಸಿ NA ಆಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : M ಮತ್ತು NA ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವ 
ಮೂಲಕ ೪'ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರಿ.] 


(a) p= ೫1); M ಇದು y= 2x ಕೀಖೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು N 
ಇದು ) ಇ $x ರೇಖೆಯಾಗಿದೆ. 

(೧) V=R:M ಇದು x ಇ ಎರಿ 2 ಸಮತಲವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 
N ಇದು x=y =ಂ2 ರೇಖೆಯಾಗಿದೆ. 

16 ದು (ಲ ಆಗಿರಲಿ, ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು X- ಅಕ್ಷನಿರುವ ಎರಡು ಬೇರೆ 

ಬೇರೆ ಪ ಪೃಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


| ನಯ ಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7ಯು 


"ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ.. 7 
ET+(FET - 78... 7 (1-8) - ETE+ ET(I-E) 
+(FETE+ (1-8)7(1-8) ಎಂದು ಶೋರಿಸಿರಿ. 


E ಮತ್ತು ೫ ಗಳು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ. EF 
ಯು, ಕೇವಲ £೯ - FE -0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಪ ಸಲಂಬನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : (E4F) 
ಅನ್ನು ಗೆಣಿಸಿರಿ. ] 


Eಯು, ೫2ಎ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು 7? ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 
tr (8) = ಸ್ಥಾನ (8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: ೫ 
ಯನ್ನು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಲು (8)ನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ, 7೫2 ಎ £ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ದಾಖಲಾತಿಗಳು ಏನಾಗಿರಬೇಕು? ನಂತರ ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 8ರ 
ಅಭ್ಯಾಸ 1ರ ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ] 


(4) E20, E41 ಮತ್ತು 22 =E ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ £ಜೆ 
ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಪದಿಯೆ (1-1) ಆಗಿರಳೇಬೇಕೆಂದು ತೆಣರಿಸಿರಿ. 


10, 


(6) 
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(0) 


(0) 


[ಸೂಚೆನೆ : 7: 201 ಮತ್ತು 72-7೫: 0 ಎರಡೂ 
ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ.] 


೫232. ೫ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ /ಎ0ಗಿ??, 1-% = ಸ್ಥಾನ 
(8) ಮತ್ತು | ಎ ಶೂನ್ಯತೆ (5) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ £ಗೆ ಸ್ವರೂ 
ಪಾಂಕ ಬಹುಸದಿಯು (1- ಫ್‌, ಆಗಿದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : (8) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.) 


7;1 ಮತ್ತು EE ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಔಯು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


4 ಯು ಕೆಳಗಿರುವ ಗುಣಧರ್ಮಗಳೊಡನೆ ಒಂದು ೫ ೫x ಗ ಮಾತೃಕೆ 
ಆಗಿರಲಿ, ಸಃ ಇ 1,1 = 12, (1-1) in 
ಮತ್ತು 1: 1--1 ಆಗಿದ್ದರೆ 40 ಗಿವು ಸಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. ಗಿ ಎಗ್‌ 
At” ಸೊ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : / 1-.4 ಯ ನೇ 
ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗುಂಟ ಲಾಪ್ಲೇಸ್‌ ವಿಸ್ತರಣವೊಂದನ್ನು ಉಪಷಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. ಈ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಅಂದರೆ (14) 
ರಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


"| 1 0 
0 0 | 
6-11 6 


(6) 


1 1 
2 1 
೧ ಡಿ 


ಎಚ ಶಾಕ ಅತ ೌಿಭಿ 


ಲಿ ಲರು 
bor 


(f) 


೦ಎ ಲ ದವಿ 
*೨೦ ೫.೦ ದು 


ಬ ಜಾ ಟಾ ಣದ ಐ 
bed ಇ pes 
kk 
| ಬಾಗಾ! 


ಎ ಹೌ bees ಚಾ ಣಾ 
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12. 


14. 


(8) 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


(h) 


0 
0 
1 
2 


- woo 


2 1 8 1 
1 4 0 2 
00 1 2 
00 2 1 
4 ಯು 2. 2 ಆಗಿರಲಿ. 4 ಯ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು 
ಮಾಡುವುದರಿಂದ: ,4' ಮತ್ತು 8 ಯ ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲನ್ನು 4 
ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಮತ್ತು ಬಂದದ್ದನ್ನು ಅದರ ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡ ಸಾಲಿಗೆ 
ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ ,4' ದೊರೆಯಲಿ. 


(8) 4' ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರದಿದ್ದರೂ ,4 ಯು ಆಗಿರಬಹುದೆಂಬ 
ಒಂದು ಉದಾರಹಣೆ ಕೊಡಿ, 


(0) ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರದಿದ್ದರೂ 4 ಯು ಆಗಿರಬಹುದೆಂಬ 
ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ ಕೊಡಿ. 


ಕೆಳಗಿರುವ 78. ಮೇಲಿನ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಲ್ಲಿ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಬನ ಯಾವುದು? ((x, ೪, 
2) Xx» ೫2 22) ಇ ೫,೫23. (NEY) (XP) (x 


H+ 2NX2% y+ 22) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಅಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರ ಲಂಬನ ಯಾವುದು? 


(a) E(x yz) = (ವ Xx+ ಸಿ 2 pt 


(b) E(x y2) = (೫2೧0) 
(c) E(xy»2) = (x>-x30) 


ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರತಿ 4 ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ ಗ-"4ಗ ಯು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಮಾತೃಕೆ P, ಅನ್ನು ಕಂಡು 


ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11 O13 


§ 
~ 


15. 


16, 


17. 


18. 


ಬಿಡಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ನಿಯ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ 356 


(೦) 4 6 0 0 
6 1 0 0 
00 1 3] 
00-1 9 


ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ( (x yp 2) (Xp 23, 22) ಐ x ೫೩ 
4. (%(3- ೫೦೧3೫ ) + ೧/5೫/1320 (೧23 YZ) 
ಅನ್ನು 0 ಹೊಂದಿರಲಿ, 7 ಯು 7 (2) - (೧ ೫-೨). 
x+ y+ 32) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಸರಳ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 
ದತ್ತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 17 ಯು ಸಮಾಂಗತವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ಮತ್ತು 7 ಯ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, ಈ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು ದತ್ತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ವಾಗಿ ಕೂಡ ಸಮಾಂಗತವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. 


(8) 4 ಮತ್ತು ಗೈಿಗಳು ಗ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (PAP) = 
7 4'pಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


(0) Pನು ಸಮಕೋನೀಯವಾಗಿ ಮತ್ತು 4 ಯು ಸಮಾಂತಗವಾಗಿ 
ಇದ್ದ ರೆ ಆಗ 040 ವು ಸಮಾಂಗತವಾಗಿಡೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) ನವು ಸಮಕೋನೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಗಿ4ನೈಿ ವು ಕರ್ಣ 
ಕೀಪೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 ಯು ಸಮಾಂತೆಗವಾಗಿಡಿ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಇದು ಸಂಮಿತತೆಯು ಕೂಡ, (44) ಸಫಲವಾಗ 
ಬೇಕಾದರೆ ಒಂದು ಅವಶ್ಯಕ ನಿರ್ಬಂಧ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ.] 


(2. ೫) ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಿವಾಗಿರಲಿ. 
7 ಯು (1 ೫)ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಒಂದು ಸಮಕೋಫೀಯು ಪ್ರಲಂಬನ 
ವಾಗಿರಲಿ. 7-27-1 ಆಗಿದ್ದಕೆ ಆಗ 2 ಯು ಸಮಾಂಗತವೂ 
ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಕೋನೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆ ಆಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. ` 


ಸ್ಥಾನ (7) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಇಲ್ಲವೇ 7' ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ 
ಅಥವಾ 7* ಎಂ. ಇದು ಯಾವುದಾದರೂ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ೨. 1ಗೆ 
ಆದರೆ ಎರಡೂ ಆಗಿರಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


19, 


21. 


22. 


07817 (೫ Ney 


ನು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳೊಡನೆ ಒಂದು ಬಹುಸದಿಯಾಗಿರಲಿ, 
ಅಂದಕ್ಕೆ 

q=alt-cMt- 0) (tc) 
ಇಲ್ಲಿ [4೬ ಮತ್ತು ೧ ಯು ಅಶೂನ್ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರಿ, 
ELC: AT)=0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. T ಯು 
ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: 7 ಯ ಕನಿಷ್ಯ 
ಬಹುಪದಿಯು ಯಾವ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿರಬೇಕು ?1 


7 ಯು ೫" ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸರಳ .ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಸಿ ವು 
7ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಘಿ ಯು ಕನಿಷ್ಕ 
ಬಹುಪದಿಯಾಗಿರಲಿ. 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಅಭ್ಯಾಸ 10ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 
ಇರಲಿ. ೫: ಗಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ [ಸೂಚನೆ : X=(!, 0) 
0. ., 0) ಆಗಿರಲಿ. 11. 7%. 72/..... 7೬] ಯು 
15(1- 1)ಗೆ ಗ” ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ನಿರವಲಂಬಿತ ಗಣವಾ ಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಇದರಿಂದ 10೯) ೬7೫ ಎಂದು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಿರಿ.] 


T ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು £ ಯು ಯಾವುವೇ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ಠಿ ಕೃ ತ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿರಲಿ, 1 (೧ ಯು 7 ಯ ಯಾವುದೇ 
ಸ್ವ ಸರೊಪಾಂಕ ಬಿಕೆ c A ವಿವರಿಸಲ್ಪ ಟ್ರ ಸಿರುವಂತ (ಗ) ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 


ಜರೆಗಳೇನು? 9 


(ಗಿನ 6" ಆಗಿರಲಿ. ೪ ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (X, Y}ಅನ್ನು 
ಹೊಂದಿರಲಿ. 7 ಎ 7* ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ, 


KY) 


[ಸೂಚನೆ : f(t ಎಸಗಿ (inl). ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ ಮತ್ತು 7' ಗೆ. ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 
ಒಂದು ಸಮಕೋನೀಯ' ಆಧಾರಕ್ಕೆ ೫ ನತ್ತು Y ಗಳು ಸೇರಿರುವ 
ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಪರಿಣಾಮವನ್ನು ಸ್ಥಾ ಡಿ] ` 


ಬಿಡಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಯ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಪ್ರನೇಶಿಕೆ 357 


23. (8) 7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆರೆಯು € ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮತ್ತು 
೫ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೧ಯು ೫-177 
ಯು ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(೧) £ ಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನ ಮತ್ತು ೫% ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7-(ಗೃನಿಯು ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(ಲ) 7ಯು ಕರ್ಣರೀಖ್ಯವಾಗಿದ್ದಕೆ. ಮತ್ತು Pp ಯು ವಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕ, ಆಗ P-17Pಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, 0 ಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತುಗ ಯು" (7) ಯು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರು 
ವಂತೆ ಯಾವುದೇ ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ f (P-17P)ಯು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ಮತ್ತು / (1೧ 70) -P-f(T)P 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(6) 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಕೇವಲ 7 ಯ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಕ್ಕೂ 505.೫56 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 
ST = TS ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನ 
ಗಳು 7' ಯಲ್ಲಿರುವ ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿವೆ.] 


(ಗಿ 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು f(T) ಯು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರುವಂತೆ ಯಾವುದೇ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
ಇದು 97. 79 ಆಗಿರುವಂತೆ ಯಾವುದೇ ಪರಿಕರ್ಮಿ $ಗೆ 
೫ (7)55/(8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : 
(6) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


24. /(ಗಿ -108 ಗಿ ಬಾಗಿ ಮತ್ತು 8(0) ಇಗೆ? ಆಗಿರಲಿ. / (4) 
ಮತ್ತು (4) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ಇಲ್ಲಿ 


1 1 1 
4 ೬|0 2 1 
00 8 


25. 


90. 


21. 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


(ಸೂಚೆನೆ: PAP ಯು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕನ ವಾಗಿರುವಂತೆ P, 
ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು ಅಭ್ಯಾಸ 23(4) ಯನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


(KY) ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸಮಸ್ಟಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿರಲಿ. T=7* ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
ಯು 7ಯ ಅತ್ಯಂತ ದೊಡ್ಡ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಿಲೆಯಾಗಿರಲಿ. 
TX'=cX' ಒಡವೆ (11,31) ಎ 1 ಆಗಿರಲಿ. (NN)! 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (77/11) <0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : 
{XN ಸ್ಹ] ಯು 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ 
ಆಗಿದ್ದು )' ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿರುವಂತೆ 2, ಸ, ..., Xx 
ಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರಿ ೩ ಅನ್ನು (೫ , ೫2, ..., ೫)ನ 
ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ.] 


TO 7 (x; pz)=(- 2x4 yr 4x +3y+2, 
hx y+ 5z) ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ರುವ ೫₹೫ ಮೇಲಿನ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಸಿ! ಯು 1 (1,!,1.).(1.3,1)] 
ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. 

(a) TAM ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದೆ ಎಂದ್ದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(0) X ಯು 1/1 ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ 7[ಯು 7,%- 7%ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯ 
ಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಖ ಮೇಲಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. (1,1,1), 
(1,2,1) }ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7,ನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(a) 7ಯು ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತ್ರ ೈಕೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ ನಿ: ಮೇಲಿರುವ 
ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ನಿಯಾಗಿರಲಿ 


1 5 
[1 3] 
14 ಯು? ಗೆ ಒಂದು ಫಿಶ್ಚರ. ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿರಲು, ಆಗ 


M ಇದು ೫ ಆಗಿದೆ ಅಥವಾ ಗಿ/.. ! (0, 0)] ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


98, 


29. 


30. 


31. 


32. 


38. 
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(b) (08/2 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ) 7ಯು ್ಣ? ಮೇಲಿರುವ (0,0)ನ 
ಸುತ್ತ ಢ ಕೋನದಷ್ಟು ಆವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. 


(0) 7 ಯು x- ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ 72 ಮೇಲಿರುವ ಪ್ರತಿಫಲನವಾಗರಲಿ. 
72ನ ಯಾವ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಗಳು TR ನಿಶ್ಚರವಾಗಿವೆ? 


DMಯೆು Df ಎ (didn / ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಖೈಸಲ್ಪಟ್ಟರುವ ಎಲ್ಲ 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಟಿ ಯು ಮೇಲಿರುವ ಕೇಖಾತ್ಸಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. ಹಯು ಸ್ತರ“ 4.೫ ನ ಎಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 
ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. Mo» DA ನಿಶ್ಚರವಾಗಿವೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


7 7* ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 1/ ಯು 7 ಯ ಜೊತೆ ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ 11: ಕೂಡ 7ಗೆ ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
X ಯು ಖೆ ಸೇರಿರುವ ನಿರ್ಬಂಧವೇನು?] 


(34) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ : ೫) ಯು 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಸದಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. 8 ಯು (84) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರುವಲ್ಲಿ 7780 ಎಂದು 
ಇಟು ಕೊಳ ಣರ. ೫ವ aT) ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ]. 


€ ಯು 7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ. ಹ ಯು 
€ ಗೆ. ಸೇರಿರುವ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. 148 ಯು 
TH ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


dim 7? ಮತ್ತು 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. dim M<dim 
1 ಮತ್ತು ಗಿ! ಯು 7 ಗೆ ನಿಶ್ಚರವಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಅಶೂನ್ಯ ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿ M ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: ಭಾಗ2 ರ 
(16) ನ್ನು ಮತ್ತು 30 ಮತ್ತು 31ನೇ ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


ಯು ಒಂದು 2 x 2 ಸಮಾಂಗ ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. 
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(೩) ಸಯ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಒಂದು 
ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ ತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


(0) PAP,ವು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ನಿಲೋಮ 
ಸಾಧ್ಯ ಮಾತೃಕೆ P, ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಒಂದು 
ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸ 


ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (೫, Y)ಯು ಭ ಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬ ವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ, 7ಯು 
೪ ಯು ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಾಂಗ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
S ಇ 77 ಆಗಿರಲಿ. 


(a) (131 ೬1 ಆಗಿದ್ದರೆ) ITN < k ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ 
- ಸಿ೬0 ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೊಚೆನೆ: ಅಭ್ಯಾಸ 
2ರಿನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 
ಭಾಗ (4) ಯಲ್ಲಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಸ ಯ ಅತ್ಯಂತ ದೊಡ್ಡ ಕೆಳ 
ಸೀಮಾರೇಖೆ ಸ್ಥ ಆಗಿರಲಿ. 


(b) 131೬ 2 ಆಗಿದ್ದರೆ |7.3/1 ಸೈ ಎಂದು ಮತ್ತು |] ೬ 
1 ಮತ್ತು 1711 - ಹ, ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ೫! 
ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: ೯ ಯು 7ಯ 
ಅತ್ಯಂತ ದೊಡ್ಡ ನಿರಪೇಕ್ಷ ಬೆಲೆಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಅಭ್ಯಾಸ 2ರ ರಲ್ಲಿನಂತೆ ಮುಂದುವರಿಸಿರಿ.] 


(0) ಮತ್ತು (ಗಿ) ವಿಭಾಗಗಳನ್ನು ನೇರವಾಗಿ, ಅಂದಕ್ಕೆ ಪ್ರಮೇಯ 22ನ್ನು 
ಉಪಯೋದಗಿಸಜೆ, ಪ್ರೌಢ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಸಾಧಿಸ 
ಬಹುದು... ಈ ಅಭ್ಯಾ ಸದ ` ಉಳಿದ. ಭಾಗವು (6) ಮತ್ತು (ಶಿ) ವಿಭಾಗಗಳನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ದ್ರಮಃಯ 29 ರ ಒಂದು ಸಾಧಕ್ಷೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


(0) :1111-1 ಮತ್ತು |5%11- ಸ] ಆಗಿದ್ದರೆ, 191581 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 157/11 -17°¥ 11 -K, 
IITXYKM 5೫-170. (TX, ೫ Xs 
173%11 15311 
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(d) (5%1,%1).:. ೫; ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
(SYN Y= (TX TX) 
(6) SX'=K1X' ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ: 7 


(1) 


SX'- K1X' ಆಗಿರ ಮತ್ತು 171 ಅನ್ನು ಗಣತೆಮಾಡಲು 
(€) ಮತ್ತು (0) ಭಾಗಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.) 


ಹೈ ಅಥವಾ - ಹೈ ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಳೆ" 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : €- Ki] 
(7-87) (7 * ಸೃ!) ಮತ್ತು $-K/ಯು 
ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿಲ್ಲ.) 


(6) € ಯು 7 ಯ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಚಿರೆಯಾಗಿತೆ 


ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ₹ಣ, [ಭಾಗ (7/7) ನಿಂದ 7 ಯು 
ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು್‌ ವಾಸ್ತ ಎಕ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಜಿರೆಯನು ಹೊಂದಿದೆ. ) 
721-21271121 ಆಗಿರಲಿ. ಯು (21; 
ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪ ಟ್ರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ ಯ ಲಂಬೀಯ ಪೂರಕ 
ವಾಗಿರಲಿ. M ಯು 7ಗೆ ನಶ್ಚರಪಾಗಿದೆ ಖಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


(೧) ಪ್ರಮೇಯ 28ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು, 7ಯನ್ಸು 1/ಗೆ ಮಿತಿ 


ಸೂಳಿಸುವುದಂಂದ ಮತ್ತು (0) ಯಂದ ( ವರೆಗಿನ ಭಾಗ 
ಗಳನ್ನು ಈ ಮಿತಿಗೆ 'ಅನ್ವಯಿಸ್ಸಿ ಇತ್ಯಾದಿ ಮಾಡುವುದರ;ಡೆ 
ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿರಿ. 


ಬನ್ಸಣಿಗಳು ' 


29, 21 ಮತ್ತು ೫2 ನೇ ಪ್ರಮೇಯಗಳು ಓಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ನಿಧನ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸಪ್ರಮಾಣ ರೂಪವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. ಕರ್ಣರೆ'ಖಾತ್ಮಕ ರೂಪವು 
ಅನೇಕ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು 
ಗಳಲ್ಲಿ 4, ಅಧ್ಯಾಯ 7] ಮತ್ತು Jacobson [15, ಅಧ್ಯಾಯ : ಕಿ] ಗಳಲ್ಲಿ 
ಜೋರ್ಡಾನ್‌ ರೂಪ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವ ಒಂದು ಅಧಿಕ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕನಾದ 
ರೂಪವನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸಮಷ್ಟಿಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯೂ ಅಂತಹ ಒಂದು ರೂಪನನ್ನು ಹೊಂದಿರುವು 
ದಾಗಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 


ಬಹುವಾಗಿ ಸರಳೀಕರಿಸುತ್ತ ದೆ. Hoffman ಮತ್ತು Kunze 


(4$ 
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ಬಹುಪದಿ ಸಿದ್ಧಾಂತದ ಒಂದು ಶಾಸ್ತ್ರಿ ಯ ಚರ್ಚಿಯನ್ನು ಕೇಲಿ ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ 
ಪ್ರಮೇಯದ ಸಾಧನೆಯೊಂದಿಗೆ Hof, ಜ್‌ ಮತ್ತು ನuಗ2e ಯಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ 
೧4, 4 ಮತ್ತು 6ನೇ ಅಧ್ಯಾ ಯಗಳು]. ಬೀಜಗಣಿತದ ಮೂಲಭೂತ ಪ್ರಮೇಯದ 
ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು Churchills® ಕಾಣಬಹುದು (4, ಪು]. ಬಹುಪದಿ 
ಗಳ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಅನೇಕ 
ಸಂಖ್ಯಾ ಶಾಸ್ತ್ರೀಯ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು Lanczos ನಲ್ಲಿ ಕಾಣಬಹುದು [19, 1 ಮತ್ತು 
2ನೇ ಅಧ್ಯಾಯಗಳು]. 


ಈ ಅಧ್ಯಾಯದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಬಹುಶಃ ಸುಲಭವಾಗಿಯೇ ಸಮಾಂಗ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ವರ್ಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು [ಅಧ್ಯಾಯ 
2ರ ಭಾಗಶಿರ ಅಭ್ಯಾಸ 10 ನೋಡಿ]. ಅಂಥ ಒಂದು ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು 1 0೪ನಲ್ಲಿ 
ಕಾಣಬಹುದು [20, ಅಧ್ಯಾಯ 5] ಮುಂದಿನ ಚರ್ಚೆ ಮತ್ತು ರೇಖಾತ್ಮ ಕ ವಿಧಾನಗಳ 

ತರ ಆನೇಕ ಅನ್ವಯಗಳನ್ನು” €೦೯u೩ಗt ಮತ್ತು Hilbert ನಲ್ಲಿ ಕಾಣ 
Ni [5]. 


ಭಾಗ 4 ರ ವಿಶೇಷ ಅಭ್ಯಾಸದ (0) ಮತ್ತು (0) ಭಾಗಗಳು, ಅವಿಚ್ಛೆನ್ನ 
ಉತ ಶ್ರನ್ನಗಳು ಮತ್ತು ಗರಿಷ್ಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕುರಿತ ಒಂದು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪ್ರ ಮೇಯದ 
ಸರಿಣಾಮಗಳಾಗಿವೆ. ಇದು Rudin ನಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. [೨8, ಫು 30 ಮತ್ತು 
67]. Rudin [23, ಅಧ್ಯಾಯ 9] ರೇಖಾತ್ಮಕ *ಬಜಗಣಿತದ ತಂತ್ರವನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿ ವಿಭಜನೆಯಲ್ಲಿ ಹಲವು ಮುಖ್ಯ ಪ್ರ ಪ್ರಮೋಯಗಳನ್ನು ಕೂಡ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ ಸುತ್ತ ಜಿ. 


ಅಧ್ಯಾಯ & 
ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 


ಭಾಗ 1. ವ್ಯತ್ಯಯಶೀಲ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 


ಅಧ್ಯಾಯ 3ರಲ್ಲಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಪರಿಚಯಮಾಡ 
ಲಾಯಿತು. 7 ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದ ಕ್ರ 7ಯ ಬಗ್ಗೆ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಎಷ್ಟು ಸುಲಭವಾಗಿ ಉತ್ತರಿಸಬಹುದು 
ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಕೆಲವು ಅನ್ವಯಗಳಲ್ಲಿ 
ಎರಡು ಅಥವಾ ಹೆಚ್ಚು ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳೆ ನಡುವಣ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಕುರಿತ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು 
ಉತ್ತರಿಸಲು ಬಯಸುತ್ತ (ವೆ. €$ ಮತ್ತು 7' ಗಳು 7 ಯ ಮೇಲಿರುವ 'ಶೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪಂಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದಿಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ 
4 ಯು $ನ ಮಾತೃ ಕೆಯುಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಔಯು 7ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಈ ಆಧಾರವನ್ನು A ಮತ್ತು 8 ಎರಡೂ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡಬಹುದಾಗಿರುವಂತೆ ಯಾವುದಾದರೂ ವಿಧಾನವನ್ನು ತಿಳಿದಿದ್ದ. ಕೈ ಆಗ 6 ಮತ್ತು 
7 ಗಳು ಎರಡನ್ನೂ ಒಳಗೊಂಡ ಬಹುಶೇಕ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಉತ್ತರಿಸಬಹು 
ದಾಗಿತ್ತು. 4 ಮತ್ತು 0 ಗಳೆರಡೂ ಇದಕ್ಕಾಗಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಬೇಕೆಂಬುದು 
ಸ್ಪಷ್ಟವಿದೆ. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 4 ಮತ್ತು ಗಳೆರಡೂ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಇರುವಂತೆ 
7 ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು. ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದೆಂದು ನಿಶ್ಚಿತ ಭರವಸೆ ಕೊಡುವ 
ಒಂದು ಸರಳ ನಿರ್ಣಾಯಕವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತೆ "ವೆ. 


4 ಮತ್ತು ೫ ಗಳು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ nxn ಮಾತೃ ಕೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 
ಮತ್ತು ೫ ಗಳ ಅನೇಕ ಗಣನೆಗಳು ಬಹಳ ಸುಲಭವಾಗಿವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


4-[[ ಭತ 1-( 
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48- [ಸ 8} 
4.-೩3-೨--[ Sle (1 
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364 
ಆಗೆ 


"ಈಗ ತುತ್ತು 76% | ೪” ಯ ಮೇಕೆರುವ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪಂಕರ್ಮಿಗೆಳಾಗಿರಲೆ: 
ಓಂದು ಆಧಾರ (೫; 23, ...; ೫*| ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 4 ಯು €ನ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗುವಂತೆ ತುತ್ತು ಔ ಯು 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ; 
ಅಗ 5 ಸುತ್ತು 7ಗಳು ಏಳಕಾಲಿಕಪಾಗಿ ಕರ್ಜರೇಖ್ಯವಾಗಿವೆ ಎನ್ನು ಗೆ "ವೆ; ಆಗ 
4 ಮತ್ತು 8 ಎರಡೂ ಕರ್ಟಕೇಶಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿಪೆ. . ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ $ 
ಮೆತ್ತು ಗೌ ಗಳ ಗಳನೆಗಳು ಸೇಲಿನ ಉಹಾಹರಣೆಗಳು ತೋರಿಸುವಂತೆ ತುಂಬ 
ಸರಳವಾಗಿನೆ. 

ಸ 5 ಸುತ್ತು 7ಗಳು ವಿಕೆಕೌಲಿಕವಾಗಿ. ಕ೯ಕೇ್ಯವಾಗಿಕುವುದು ಸ್ಪಷ್ಟ ವಿಜೆ. 
ಕೇವಜ 5 ಮತ್ತು 7 ಎರಡಕ್ಕೂ ಸೃರೂಸಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ. ಒಂದು 
ಆಧಾರವು VA ಇದ್ದ. ಕೆ ಮಾತ್ರ, 5 ಮತ್ತು 7'ಗಳೆರಡೂ ಏಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ಕರ್ಣ 


ಕೆಟ್ಯುವಾಗಿೆ ನಂದು. ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. 1%. pa 5X} ಯುಕೆಳಗಿರು 
ಪುತಿ ಭಕಿ ಒಂದು ಆಧ್ರಾರನಾಗಿರರಿ; | oo , 
(೩) SX aX l= 1, 2, $55 Hs 
2) . 7%! «bX tel 
': hine | 4 ೨.66 ಛೇ 
9 0] ಕ್ಕಿ 0 6 
. ಳಿ 0 0 2 ಬಜ. 0 |. 
“ 2 0 PN Wo... kh 
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ಗ ದತ್ತ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಶೇಕ್ಷೆನಾಗಿ 4 ಯು 6 ತ ಹಾತ್ಯಕೆ' ಮತ್ತು. ಔಮು Tಹು 
ಸಾತ್ಯ ಕೆಯ್ಯಗಿದೆ.. ಇದರಿಂದ _ | 


'3) AB= BA; 
ಆಗುಷುದರಿೀದ 
ಕ)... 51೬385 
ಅಕೆ ಚಚಚ0 
Tab, 9..0 


0 RN ಛಿ 
AB- K ab, 
6 0..ah 


ಆದ್ದ ದಿಂದ 57 ಕೂಡ ಕರ್ಣರೇತ್ಯುವಾಗಿಡೆ 4ಸೆ + ಯು ಯಾವುದೇ ಟ 
ಮತ್ತು ಫಿ ಗಳಿಸೆ ಕರ್ಣಿರೇಖಾಶ್ಮಕವಾಗಿರುವುದರಿಕದ «5 + 7 ಯು ಕರ್ಣಿರೆಳ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ. | 


ಮತ್ತು 7 ಗಳು ವಿಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ಕರ್ಣರಸವಾಗಿದ್ದರೆ ಕೈ; ಆಗ 57 
(ಶಿ) ಮತ್ತು 54 ರ7 ಗಳು ಕರ್ಣರೀಜ್ಯವಾಗಿವೆ. . 


ಈಗೆ ತಿಳಿಯುವುತೆ, ನಿರ್ಬಂಧ (4) ಪ್ರಮುಖ ಗುಣಧರ್ಮವಾಗಿವೆ. ST 
TS ಆಗಿದ್ದರೆ 5 ಮತ್ತು 7 ಎರಡು ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುತ್ತನೆ. ಎನ್ನಲಾಗು 
ವುದು; ಈ ಪಂಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಇನ್ನಷ್ಟು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡೋಣ: : 


ಏ 5 ಮತ್ತು 7ಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿಸಿದರೆ ಮೆತ್ತು f ಓಂದು ಬಹುಪೆದಿ 
(8) ಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 5 ಮತ್ತ (7) ಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಸುತ್ತವೆ: 


set ST (5727 - (TST - 757) - 779ಎ 
T'S. ಹೆಚ್ಚು. 'ಸಾರ್ನತ್ರಿಕನಾಗ; $F" ಎ 7೫೪%. ಡು ಹಾತುಕೀ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ £ ೫1 ಗೆ: ಹೀಗ ೧-೦5 oP + "ಹಟ ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ 

ಆಗ $ f (T)Y= Sol+aT+aT + ೮75) "ಒರ! +0, 

ST+cST + oT Bre ಪಟು “+ Pa 
AsO 

` ಷಯ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಕರ್ಮಿಯೊಡಕೆಡೂ. ಪೃತೃಯಸುತ್ತದೆ. ಎಂದೂ 
ಮತ್ತು ಹ ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಬಹುಪದಿಗಳಾಗದ್ದರೆ, ಆಗ [ಭಾಗ೫ ರ (20) ನಹಿ: 


? 
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(2)... /(7£«07)-«(7)/(7. 

ಎಂದು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. ೫ ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಪ್ರಲಂಬನಗಳೆಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೊ ಣ, 
(8) EF= FE ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕ ಆಗ ೫57 ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿಡೆ. 

ಇದು (EF) ~{( EF \ 77) = ೫ (FE) 7. E(EF JF = E° 
= EF ಎಂಬುದರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಅಭ್ಯಾಸಗಳು (8) ರ ವಿರೋಮವು 
ಮಿಥ್ಯೈಯೆಂದು ತೋರಿಸುವ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. 


ಇದುವರೆವಿಗೂ ದೊರಕಿಸಿದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಲು ಬಳಸಬಹುದು, 


' ಪ್ರಮೇಯ 23. 7 ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿಲಿ. 6 ಮತ್ತು 
T7ಗನು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲಿ. ST= 79 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ತ್ರಣ, 
ಆಗ € ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಏಕಕಾಲಿಕವಾಗಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿವೆ. 


ಸಾಧನೆ: ೧೮: ೧ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು ಗೃ, £,, 7, ಗಳು ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಅಶೂನ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ ಪ್ರಮೇಯ 
20 ಮತ್ತು (ಪ್ರಮೇಯ 21 ರ ಮೇಲಿನ ಟೀಕೆಗಳನ್ನು ನೋಡಿರಿ). 


(8) I=E+E+-- +E 
(9) (b) EE,=0, 17) ಆಗಿದ್ದರೆ, 
(0) S=cE+cE+-- +c,E,- 


. ಹಾಗೆಯೇ d ಡೈ ಡೈಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ಪಾಸ್ತ್ರವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು ಗಿ, ಣಿ. ..., ಗ್ವ ಗಳು ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಅಶೂನ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ.. 


(೩) I=F, +R+ Fp 
(10) (b) FF,=0 ಇದು [ಸ್ರ ಆಗಿದ್ದರೆ, . 
(0) T=dF+dF+ +d, 4 
(ಆಂ) ಯನ್ನು (19() ಹಳ್ಲಿ ಮತ್ತು' (00) ಯನ್ನು 60) ಯಲ್ಲ ಕ್ರ 


ಸ್ವಾ 
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(8) 5ಎ ೧೫/೫... ;ಔ೫,೯,.....ೀ,ಔಗ್ಮಿ ೧8,71... ೫,8, 
ಡೀ +0 P+ + CEP 


) +E F+ + CE Fp 
ಎಂದು ಕೂಡುವುದು. 


(b) T=d FE + dARE,+-+dFE+dF,E +dF,E, 
K 4. ¥dFE+ + dF,E 
+d FE + +d FE 


. ಅಂಕನವನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಲು ಲೈ - ೫,8) ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ೧,,= FF, 
ಘು 15ೈಆಗು | 5154 ಗೆ ನಾವು in jk 6ನಲ್ಲಿ ೯ 
ಯ ೫ ಯು 7'ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ 
ಏಗ 4ರ (10) ನೋಡಿರಿ.] ಹೀಗೆ (6) ರ ಎರಡು ಅನ್ವಯಗಳಿಂದ ೫7 ಮತ್ತು 
ಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ, ಛೃ - ಗೃ ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ. ಪ್ರತಿ 
»ಂದು ೧, ಯೂ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು (8) ರಿಂದ ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 

2) CC, -0 ಇದು [#1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಅಥವಾ 1; $ ಆಗಿದ್ದರೆ. 
CC,= E{FEJF, = EEFF,. ಆದ್ದರಿಂದ (9b) ಅಥವಾ 
0) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ ;4:1 ಅಥವಾ 1 $ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇದು 0. 


(94) ಯಲ್ಲಿ (100) ಯ ಮತ್ತು (100) ಯಲ್ಲಿ (94) ಇದರ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾಸನೆ 


ು0ಂದೆ 
(8) 15 5,7,5 8,1,3. + EF,.+ EF + EF, 
+e rEP+* oe +ERY+EF, 
ಶಿ) ಬ ಪ 
(0) T=FE+FE+- +RE+ F,E, + FE, 
4 ತಂ ಪೂರಾ ಗೃಗ್ರ ಎ... ೫೬೮. FE 
ಯ 


41), (12) ಮತ್ತು (18)ರಲ್ಲಿ 0 ಗಳಾಗಿರುವ ಆ ಲ್ಭ ಗಳನ್ನು ವರ್ಣಿಸಿದರಿ 
114) (12) ಮತ್ತು (180) ಗಳು 5 ಗೆ ಪ್ರಮೇಯ 20 ರಲ್ಲಿ ಇರುವ ನಿರ್ಬಂಧ 
ಕೇ (ಅಂಕನ ಬದಲಾವಣೆಗಳೊಡನೆ) ಆಗಿವೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. (11h), 
12) ಮತ್ತು (338)ಗಳು 7ಗೆ ಪ್ರಮೇಯ 20 ರಲ್ಲಿರುವುದೇ 'ಆಗಿವೆ. ಪ್ರಮೇಯ 
0 ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ, 0:೫೧ ಆಗಿರುವಂಥ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಛ್ಭ ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ 
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ಒಂಡು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದರಿಂಷ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು (1 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು ಎಂದು ತೋಂ. 
ರೈತ Dy ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅದೇ ಸಾಧನೆಯು ಈ ಆಧಾರವು 7 ಯ ಸ್ನ ಸರೂಸಾಂಕ್ಕ 
ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿದೆ ಎಂಡು ಕೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಈ ಪ್ರಮೇಯ ಮಾತೃಕೆ ಸೂತ್ರಾಚರಣೆಯು ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧ; ವಾಗಿದೆ. (4 
ಮತ್ತು ೫ ಗಳು ) Xn ಮಾತೃ ಕೆಗಳಾಗಿರು. ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ಪ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದ್ಳು 
ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃ ಕೆಗೆ ಸದ್ಯ ಶವಾಗಿವೆ. 


`48- BA ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಗಸಿ, ಮತ್ತು PB, ಗಳೆರರೂ 
(14) ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ ಮಾತೃಕೆ 
೫ ಇದೆ. 


ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 4 ಯು 9 ನ (14) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ೫ೌಗೆ ಇರುವ 
ಮಾತೃ ಕೆಯಾಗಿರಲು ಮತ್ತು 8ಯು 7 ಯ ಮಾತ್ಳ ಕೆಯಾಗಿರಲಿ, ನಂತ 
ಪ್ರಮೇಯ 23ನ್ನು ಮತ್ತು ಅಥ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 6ರ (66) ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ. 


| ಪ್ರಮೇಯ 23, ಕೆಳಗೆ ಕಾಣಿಸಿದಂತೆ ಇರುವ ಸಮಾಂಗ ಪ್ರಸಂಗಳ್ಳೂ ಕೂಡ 
ವಿಸ್ತ ರಸಕ. ಶ್ರದ್ಧೆ , 
S=5*%7=7* ಮತ್ತು 57. - 75 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಮತು 
(15) 17 ಎರಡಕ್ಕೂ ಸ್ವ ರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸವ 
` ಲ ಂಚೀಯ ಆಧಾರವು V ಗೆ ಇದೆ. 


SS ಮತ್ತು T-T* ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗಗಳಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು 7) ಗಳು 
(9) ಮತ್ತು (10) ರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಬಟ್ಟಿರುವಲ್ಲಿ | -1, 9, nj 2, 
KAR ನಔ» ಮತ್ತು FeF* ಎಂದು. ೪ದಿದ್ದೀನೆ. ಪ್ರಮೇಯ 28ರ 
ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ££, ಎ FE, ಮತ್ತು ( EFyY = EF, ಹೀಗೆ. (EF) = 
FE" = FE = EF. ಇದು ನ, ಯು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ; ಮತ್ತು ಗೆ 
ಒಂದು ಲಂಚೀಯ ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು ತ್ಯೋರಸುತ್ತ ಜಿ. : ಭಾಗ 4 (36) ರ:ಸಾಧನೆ 
ಯಲ್ಲಿರುವೊತ್ಸೆ ಈಗ (11), (13) ಮತ್ತ ನಾ ಕೆಳಗಿನೆ' ಸರ್ಬಂಧ 
ದೊಡನೆ ಸೇರಿಸಿ (15) ನ್ನು ತೀರ್ಮಾನಿಸಬ 


(18). (ಗಗ ER, Isisr, 1 4)5%ೀ ಸ 


*4 
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,. ಇದನ್ನು (14)ನ್ನು ತೀಕ್ಷ್ಣತರ ರೂಪಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು 
1 ಫುಶ್ತು 6 ಗಳು ಸಮನಾಂಗ ೫೨. ೧ ಮಾತ್ಯಕೆಗಳಾಗದ್ದರೆ ಮತ್ತು 4B- 
BA, ಆಗ 

PAP ಮತ್ತು ಧಿ” BP, ಗಳೆರಡೂ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರು 
(17) ವಂತೆ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಮಾಶೃಕೆ P, ಇದೆ. 


. ಭಾಗ 4 ರಲ್ಲಿ (38 ,ರಿಂದ (44) ಸಿದ್ಧಿಸಿದ ಹಾಗೆಯೇ (15) ರಿಂದ (17) ರೆ 
ಸಾಧನೆಯು ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


೫, ನ ರಚನೆಯನ್ನು (11) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ನಿರ್ವಹಿಸಬಹುದು. ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ; ಮತ್ತು /ಗೆ EF, ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿ 
ಮತ್ತು ಇವುಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟು ಗೂಡಿಸಿ R*ಗಸೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಪಡೆಯಿರಿ. ಈ 
ಆಧಾರವು. (Y', ಭನ 2» ೫3] ಆಗಿದೆ ಎನ್ನಿ, ಆಗ್ಭ -1,2,... 7ಗೊೆ 
P, ತನ್ನ 7ನೇ ನೀಟಸಾಲನ್ನು ye ಆಗಿ ಹೊಂದಿರುವ. ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿಡಿ. [ನೋಡಿರಿ 
ಅಧ್ಯಾಯ 1 ಭಾಗ 6ರ (52).] (171. ೫3... 2*| ಯು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 0 ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1. ದತ್ತ ಸಮಸ್ಟಿ V ಯ ಮೇಲೆ ನ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಓರುವ ಕೆಳಗಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳು 5.1 ಮತ್ತು 7 ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ, 5 "ಮತ್ತು 7 ಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿ 
ಸುತ್ತವೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 


(8) V-RiSU y= (2x+p ೫-)) ಮತ್ತು 
T(x y)=(x-3y 3) 


(0) 7 - 1% S({x y)=(x+2y .y) ಮೆತ್ತು 
Tix, y)=(x+4y y) 


(0) P= RS S(xpz)=(3x-yD22x+y) ಮತ್ತು 
T(x ೫. 2) ಇ Sx-Ty-Dix+y- 
22 2x-4y+ 2) 
(d) Ve RS S(x » z)=(3x 2y 2) ಮತ್ತು 


T(x Yy z) = (Xx x+y ೫-೫-೭) 
| [47 
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(6) P= RS 5 (೧೫, 2) (೫ ೫ ೫3೫312) ಮತ್ತು 
7(% ೨೨ 2) =X+px+y 6x42) 


(1) ಭಯು, ಸ್ತರ ಎ 2ಉಳ್ಳ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. 
ಎ4೯ ಮತ 1. (' 
ಪ್ರರ ಸತ್ತು Tf -[ [1124 


(9) ೪ ಯು ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ ಬಹುಪದಿಗಳೆ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ; Sf 
(1) = 18 (1) ಮತ್ತು 7 (1) ಇ (6/61) /. 

(ಗಿ) ಯುಂ <1 ಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ರಿರುವ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ವೀಕೃತ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು / (1) ಯೆ ಸಮಸ್ಯ 
ಯಾಗಿದೆ; 9/(1) - 1) ಮತ್ತು 7/(1) - VT 

J (4) 

(1) Pಯು೦ ಆ 1 ೬.೩ಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೌಲ್ಯೀಕೃ ತ ಅವಿಚಿ AN ಉತ್ಪ ನ್ನಗಳು fl) ಯ ಸಮಸ್ಟಿ 
ಯಾಗಿದೆ; $ (1) zy je-flu)du ಮತ್ತು 7/(1) ವ 
fl) 

ದತ್ತೆ ಸಮಸ್ಪಿ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಪ್ಯ ಪ್ಯಿಸಲ್ಬ ಟ್ಟ ರುವ ಕೆಳೆಗಿರುವ $ ಮತ್ತು 

T ಸಂಕರ್ಮಿಗಳು ಪ ಶ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ S ಮೆತ್ತು T ಗಳು ಏಕಕಾಲಿಕ 

ವಾಗಿ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 

28ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 

(8) V=RiS(xy)= (x +2y2x- y) ಮತ್ತು 

Txy)=(-y-x+Y) 
(b) V=R5S(x y)=(15x-2y-3x+5y) ಮತ್ತು 
Txy)=(Sx- 4y; - 6x -5y) 
(c) V=RSS(wyZ)=(-2x+y+2D-4x+ y+ 
22, -ಶಿx4 y+ 52), ಮತ್ತು 
Tx pz=(~2x+2y-4x+ty, 
-2x+ 2y) | 
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(೮) V=RSS(xpz)e(x+2y+z2x+6y-2x-y) 
| ಮತ್ತು TN xyz) ಎ(-6 + p- 77x -y 
+2 -1x+2y-42) 


| (6) 1 ಯುಸ್ತೆರ ೬2ರ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ; 
MoT) ಮತ್ತು 7/೧7 7] fds 
9 


ತ. ೫ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಕೆಳಗಿರುವ $ ಮತ್ತು 7 ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಒಂದು ಆಧಾರ ಔ ಅನ್ನು ಆ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಡ $$ ಮತ್ತು 7'ಗಳ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(a) 5.0೫೭) ಎ(-2/ 4೫322 -ಕಿ( 4 3) .32 
~Bx+y+52) 
Txpz=(-2x+2y-4x+4p -2x+2y) 


(0) S(xpz)=(x+ 2),2%-೫2) 
71೫22) ಮ “px + pz) 


1 1 3-1 
4=l[ 2] ಮತ್ತು 8ನ 4) ಆಗಿರಲಿ. 


(1) = ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ (44 8)%(48) ಮತ್ತು (4+ B) 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: ಗೈಿ”'4P, ಮತ್ತು ಶ್ಮಿ-' 
BPI ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ ಖಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ]. 


ಶ, (8) 5 ಮತ್ತು 7 ಗಳೆರಡೂ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲಿ. ಗಭ) -ಂ" 
ಆಗಿರಲಿ $7 ಎ75 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ /(5--7) =f 
(5)/(7) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 5 ಮತ್ತು 7 
ಗಳನ್ನು (11) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ.] 


(b) 
20 3-9 
4+B=[g ಸ] ಆಗುವಂತೆ A= [ಶಿ 1s B=[1 1] ence. 
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A» ಔ ಮತ್ತು 44 ೫8 ಗು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದೂ, ಆದರೂ 

fl) =e ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ FA+ BAB) ಎಂದೂ 

ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : AA ಮತ್ತು (B) ಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಲು 

4 ಮತ್ತು. ಡಗಳ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 

ಅಕ್ಯಂತ ಸುಲಭತಮವಾಗಿದೆ]. 

(೩) 5 ಮತ್ತು 7 ಗಳು ಸೆಮಾಂಗವಾಗಿದ್ದ. ಕೈ ಆಗ ಕೇವಲ € ಮತ್ತು 
T ಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿಸಿದರೆ ಮಾತ್ರ $7 ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಶೋರಿಸಿರಿ. 


(b) £ ಮತ್ತು 7' ಗಳು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ. ಕೇವಲ 
EF = FE ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. EF ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ 
ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ 


) 
1 0]. {| 0], 
A= | o] ಮುತ್ತು ೫-೨ ( o] ಆಗಿರಲಿ. 
A'=AB~=B(ABy=AB{(BAy - ಔಸಮತ್ತು 
AB BA ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಟು) 0 1 |) 
A= ( 1] ಮತ್ತು ೫:೭ [o 0] ಆಗಿರಲಿ. 


42೬/4, B=B (48) = AB ಮತ್ತು (084); 
. BA ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(6) 1 9 1 
A ಕ 0] ಮುತ್ತು 8ಎ [i |] ೪750. 
ad B-B (48) ;:,48 ಮತ್ತು (BA) 
BA ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(ಕ) E ಮತ್ತು 7 ಗಳು 7 ಮೇಲಿರುವ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರಲಿ, 
ಅವುಗಳ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಕೆಳಗಿರುವುದೆರಿಂದ ಕ್ರಮವಾಃ 
ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿವೆ. 


A= [o H ಮತ್ತು 8-[ , a) § 1 
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೫ ಮತ್ತು ಗಳ ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುವ ಒಂದು ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. (xy) ನಿಂದ ೫ 
(HB Flxy)® EF (xy)fೆ ಮತ್ತು FF 
(XY) ಗೆ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಿ:ರಿ, ಕೆಳಗಿನಂತಿರುವಾಗಲೂ 


ರೇಖೆಗಳನ್ನೆ ಳೆಯಿರಿ. 

0 1] ix 
A= | | ಮತ್ತು 08: | 
ಮತ್ತು 


al oso § 


dim V =n ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು $ ಮತ್ತು 7ಗಳು ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುವ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಂಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿರಲಿ. $ ಮತ್ತು 7' ಗಳು 
ಎರಡೂ ೫ ವಿಶಿಷ್ಟ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳೆ್ಯೋೀಣ. ಕೇವಲ ೫ ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
ಸದಿಶವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಸ ಯು ನನ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 5 ಮತ್ತು 7 ಗಳು 
ಎರಡಕ್ಕೂ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು 
ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿರಿ. X ಅನ್ನು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ 
ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ.] 


(a) ೫ ಯು ೫ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
ಸಿ/ ಇದು 5 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಾಗಿರಲಿ ಕೇವಲ 78: ETE 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 7ಗೆ ಹ ಯು ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮಸ್ಟ್ರಿ " 
ಯಾಗಿಜಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ : ಕೇವಲ X- EX 
` ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರೆ x ಯು 4 ನಲ್ಲಿದೆ] 


(b) EV ಯಲ್ಲಿರುವ ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಜನವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. Mಯು 5 ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು N ಇದು ನ£ಯ ಶೂನ್ಯ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. 
N=M* ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : EX=0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (MEY)-0] 
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(ಲ) £ ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪ್ರಲಂಬನ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಕೇವಲ £ಯ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಮತ್ತು 
ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗಳು TR ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದ್ದ ಕೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು 
೫ ಯೊಡನೆ ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುತ್ತದೆ. 


ಭಾಗ 2. ನೈಜ ನಿಶ್ಚಿತ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 


ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸಿ ಅಕೇಕ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. | 
ಎಂದು ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ತಿಳಿಯಲಾಗಿದೆ. ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಯಿಯು ಮೇಲಿನ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧಗಳಲ್ಲಿನ ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಚರ್ಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು 
ಉದಾಹರಣೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸುತ್ತೇನೆ. 


72 ಮೇಲಿರುವ ನಿಯೆತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ೫, Y ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿ 
ಸುತ್ತೀವೆ. ಅದರಿಂದ ೫ - (೫, ೫) ಮತ್ತು Y (7, y,) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ, 


(1) ೨.3 (೫,3೫೫: 
(2737) ಇದನ್ನು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದರಿ 


(2) (೩.೫) - 4); - XY Xp 2೫)» 


ಇಲ್ಲಿ ಸ? (ಸು. ೫) ಮತ್ತು 7ನ (2,೫: ಆಗ( XY) ಯು ೫2: ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ದವಾಗಿದೆ. ಪದೋಕ್ತಿ (೨), ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ (XY) = 
(11%) ಎಂದು ಮತ್ತು ಸ್ಥಿರ Yಗೆ¥ನಲ್ಲಿ (XY) ಯು ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದಿ 
ಎಂದೂ ಮತ್ತು ಸ್ಥಿರ ೫ಗೆ. Y ನಲ್ಲಿ ಕೀಖಾತ್ಮಕವಾಗಿಜಿ ಎಂದೂ ತೋರಿಸುತ್ತ ಡೆ. 
X೬0 ಮತ್ತು x ಜು (2/೨ 2೧) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (1%) 4x: -2xx 
+ 2x] ಎ 2೫] xx2+ 2x1) ತಿ ತ್ತಿ XXX 3 1%₹) =2 
((x2- 3x) + 2x2) ಈ ಅಂತಿಮ ಪಜೋಕ್ತಿಯ ವರ್ಗಗಳು ಒಂದು ಮೊತ್ತ 
ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದು ೭೦ ಆಗಿದೆ. 2((%,- jx)” + 2x2) =0 ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ ಬ ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿರಲೇಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ ೫, ಕೂಡ ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿರಲೇಬೇಕು. 
ಇದು (2), 7೫3 ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ಏನನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತದಿ 
ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತ ಜೆ 
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X'= (1,0) ಮತ್ತು ೫: (0,1) ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ರೂಪಿಸಿರಿ. 
(XN) (NX) r4-1 
(3) ' A= py: 2) (೩7, |= [- | 2] 
ಆಗ (2)ನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು, 


(4) (7) -0 Rp 


4 ಯನ್ನು ( 13, ೫x; ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ) ತನ್ನ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನಾಗಿ 
ಹೊಂದಿರುವ Pp ಯು 3 ಮೇಲಿನ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
(4)ನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 


(5) (MY) =PX-Y. 
ಇದು PX - 7 ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತದೆ. ಕೇವಲ ಕೆಳಗಿನಂತಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ. ] ಎ (ಯ) ಮತ್ತು 7 ಇ (22) 
Xx = Z| ತು Ve ` 2] RN 
A (ಸ ಗು ಮತ್ತು 2 Y=(y,y:) [211 

(5) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಪರಿಕರ್ಮಿ ೫ ಯನ್ನು ಅಥವಾ (4).ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಮಾತೃಕೆ 
4 ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (೫,Y ) ಯನ್ನು ೫.Yನೆ 
ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುಜಿಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. 7” ಮೇಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವೂ (5) ಸಫಲವಾಗುವಂತೆ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯನ್ನು ಉತ್ಪ 
ಮಾಡುತ್ತದೆ. ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಕೊಡುವ ಮೊದಲು, ಔಯ ಗೂ 
ಪರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತೇವೆ. * 

4 ಜ.4! ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ೫ = `ಿ* ಎಂಧು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ (ಇಲ್ಲಿ p* 
ಯು X.Y ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಗಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ಣೆ.) ಆದ್ದರಿಂದ p) ಯು 
XY ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. (5) ಣ್‌ ಮತ್ತು ೫) ಯು 
ಬಂದು "ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿದೆ. ಎಂಬ: ಸಂಗತಿಯಿಂದ 


(6) 2೫29 ಇದು X40 ಆಗಿದ್ದರೆ ಹಾತ್ರ. 
ಆ. ಇವು. ಸ" ೬0 ಆಗಿದ್ದರೆ ವಾಂ ಆಗಿರುವ; PY-X ಈತ 1) ಎಂಬ ಸಂಗತಿ 
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ಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. (3)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡ ಗಣನೆಯು 7 ೦ 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 844/2 ಮತ್ತು 3-೧/2 ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತ! 
ಇವೆರಡೂ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೂ ೨0 ಆಗಿವೆ. (0) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಯೂ ಇದನ 
ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು. € ಯು ೫ ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ 
X 40 ಯೊಡನೆ p೫ ಎ (1 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (8%) 9 ಮತ್ತು X.X> 
ಅಲ್ಲದೆ (NX) = PX XN =c¥ XN. ( ಎ 0 ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀ 
ಅಂದರೆ, 
(7) Pಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ನೈಜವಾಗಿವೆ. 

ಕೆಳಗಿನಂತೆ ತೀರ್ಮಾನಿಸಲು (2), (6) ಅಥವಾ (7) ನ್ನು ಉಪಯೋ 
ಬಹುದು, 
(8) Pಯು ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 

ಅಧ್ಯಾಯ 8ರ, ಭಾಗರ (36) ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡಲ್ಲಿ, 


(8) 2284 4/ DE, 4 (3-2), 
(b) I= EE, + Ey 
(9) (6) EE= EE, =0, 


(6) E?=E"* =E70 i=L2 (Ey 
XY ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಗಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ.) ಎಂದಾಗು 


೨/3. 2/3 ೫,8 ೨/3 ನೃ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ೧-೦" (1 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ) ಮತ್ತು 0 . 2. ಇದು ಏ ಯು ಒಂದು ವರ್ಗಮೂ 
ಹೊಂದಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ೧, ಸಮಾಂಗವಾಗಿಜಿ (೫X 


ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ) ಮತ್ತು 0ನ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿರುವ /84./3 
- V3.3 ೨೦ ಆಗಿವೆ. 

ತನ್ನ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆರೆಗಳನ್ನು ೨೨೦ ಆಗಿ ಹೊಂದಿರುವ 

(10) | ಸಮಾಂಗ ಪರಿಕರ್ಮಿ 0 (೫%. YA ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ) ಇಡೆ 

Ba | 

Pಮು (೧ ಕಣಕ) (KY) ಕೂಡ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಾಂಗ 
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ನಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಏಕೆಂದರೆ (PY, Y) ಎ = PPV . 7- 2%. 
PY=(X,PY) ಈ ಸಮತೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರಥಮ ಮತ್ತು ತೃತೀಯಗಳು (ರಿ) ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ ಎರಡನೇ ಸಮತೆಯು. Pಯು 2 ೫ಗೆ ಸಾಸೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಾಂಗ 
ರಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 


ಈಗ ಗ್ಲಿಯು (3,1) ಎ P, ೩. ೫ 82 ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು Y ಗಳಿಗೆ 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ ಯಾಗಿದೆ ಬಂದು ಇಟ್ಟು' 'ಾಳ್ಕ್ಳೊ ಣ, ಅಧ್ಯಾಯ 
2ರ ಭಾಗನರ (10) ರಿಂದ P, - P ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನ ಬತ್ತೆ ವೆ” ಇದರಿಂದ 


(11) . Pಯು ನಿರ್ಬಂಧ (5) ರಿಂದ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಲು, ಸಿಗೆ ಆಧಾರದ ಆಯ್ಕೆಯ 
ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿರುವ (2) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದು ಕೊಂಚ ಅನಾನುಕೂಲಕರ 
ವಾಗಿದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 16 ನಮಗೆ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸ ಕ್ರಸಂಗವನ್ನು ವಿವರಿಸಲು ಬೇಕಾಗುವ 
ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸುತ್ತದೆ. 


ಈಗ ೪ ಯು ಒಂದು ಆಂತರಿಕ. ಗುಣಲಬ್ಧ ಹೊಂದಿದ ಒಂದು ನಿರಂಕುಶ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿರಲಿ: ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಈ ಅಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ¥- ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಮತ್ತು ಸಮಾಂಗತ್ವದ 
ಬಗೆಗಿನ ಎಲ್ಲ ಉಕ್ತಿಗಳು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ೪. ಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ. 


೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿ ೫, ಔ ಯು ಸಮಾಂಗವಾಗಿ 
ದ್ದರೆ ಮತ್ತು ];:0 ಆಗಿದ್ದ ಕೆ PX°X>0 ಯನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. "ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ರೀಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ'ಗೆ 
ಬದಲಾಗಿ "ಧನಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿ' ಎಂಬ ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ಪದವನ್ನು ಬಳಸುತ್ತೇನೆ. (7)ರಿಂದ 
(10) ರವರೆಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪ್ರ ಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತ ರಿಸಬಹುದು. 


ಯು | ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಮತ್ತು" ಯು 
೫ ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ ಎಂದು, N೮0 ಇರುವ PN ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 7] - (3.1. ಓ..ಸ (ಎಟಿ ಮತ್ತು XX 0 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (0 ಎಂದು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. ಇದರಿಂದ ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶ 
ಉಂಟಾಗುತ್ತದೆ. 


(48 
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Pಯು 7 ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, 
(12) ಆಗ ` ಯ ಎಲ್ಲ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳೂ ೨೧ ಆಗಿವೆ. 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶವು ಭಾಗಶಃ ಒಂದು ವಿಲೋಮವನ್ನು ಹೊಂದಿಡಿ. ಇದನ್ನು 
ನೇರವಾಗಿ, ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ 
ಮತ್ತು ]/- ್ಭಯನ್ನು ನಿರ್ದೀಶಕಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 
ಅದರ ಬದಲು (10) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ,ರೂಪವನ್ನು ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸೋಣ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು 
(12) ರ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ. 


P= P* ಮತ್ತು ಔಯ ಸ್ವ ರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ ಎಂದು' 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ, p= P* ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅಧ್ಯಾಯ 8 ರ ಭಾಗ 4 ರ(36) 
ರಿಂದ” ಕಳಗಿನ "ಫರಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತ, "ವೆ, 


(a) P= 1೫] ಖು ಲರ್‌ (Ep 
(b) I= E+ E+ mee 1... 
(13) (c) E;E,; =0, ip 
§ (d) E'-E*=E,40, f= 1,2,...,/. 
c ಸಂಖ್ಯೆಗಳು P ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದೆ, ;/-1,2,..., 
r A ೧,2೨0. f= Vi_ ಮತ್ತು 9 = f(P) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ೧ ರ್ಯ 
E, + VEE + “+ Ve Ek, O = ೧" ಮತ್ತು ಕ =P. ಅಲ್ಲದೆ ಲೂ 
A» Vಂ, ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಲ್ರಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿನೆ.[ ಅಧ್ಯಾಯ 3ರ 
ಭಾಗ 4ರ (19) ನೋಡಿರಿ.] ; ಎ.1,2....7ಗೆ €,>0 ಮತ್ತು 4/6 ಎ0 ಎಂದು 
ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. . ಹೀಗೆ 0.ಯು ೫ ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 'ಬೆಲೆಯಾಗಿಲ್ಲ ಮತ್ತು 
9ನ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯೂ ಕೂಡ ಆಗಿಲ್ಲ. ಆದ್ದ ರಿಂದ. 


(14) P ಮತ್ತು ೧ ಗಳೆರಡೂ ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯಗಳಾಗಿವೆ. 


೫ ೫ 0 ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ. 7.1) ಎ 0೫೫5 0೫ 0. 
OX OX >೦ ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯು ೫40 ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತದೆ. 
Pಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿದೆ ವೆ, ಆಂದರಿ 


{vad 
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PP ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ. , ಆಗ .ಶೇನಲ Pp ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 
(15) ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ Pಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


0 ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, ಕೇವಲ . P= 01 
(16) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ೫ ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ. 


ಏಕೆಂದರೆ ಇದು ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಿದಂತಿದ್ದರೆ, ಆಗ 0. 0". 
೧-೫80 ಮತ್ತು ೧ ನ ಸ್ವರೂಸಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ. (1ನ) ರಿಂದ 
9 ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ ೦ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಥಿ - ೧? ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಆಗ 
P=P*.Q ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 0 ನಿಲೋಮಸಾ 
ವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ೫4 ಆಗಿದ್ದರೆ ೫, 0 ಆಗುವುದರಿಂದ Py 1-೧0: 
೫.೫ - ೦0%.೦% 0. ಇದು (16) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 


(16)ರ 9 ಇದು ಓ ಯಿಂದ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪ ಟ್ರಜೆ. ಇದನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಲು p ಯು (18) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಡಲಿ.. ಪದೋಕ್ತಿ (13) ರಲ್ಲ, 
1 ೫೬) ಆಗಿದ್ದ ರೆ ೫6; ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೂಳ್ಳ ಬಹುದು. ' 0, ಒಂದು ಧನಾತ್ಮ 
ಸರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರುನಲ್ಲ ೫-೧1 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಓಣ. ಆಗ 


(a) ೧೦/೯೮, +AdR+ vee Fe 
(bb) I=R+Fy+ oo ತ್ಮ 
(17), (c) FF,=0, ip , 
(ರ) Fr=Fe-FZ0 I-12 sk 


ಪಶೋಕ್ತಿ (11)ರಲ್ಲಿ i ೫] ಆಗಿದ್ದರೆ 706 ಎಂಡು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. 
ಆಗ 01 dP +AR+ +d R= P `ನಾವು / ೨,2... kn 
0-0 ಎಂದು ತಿಳಿದಿರುವುದರಿಂದ ; 4 / ಆಗಿದ್ದರೆ (ಕಡ. ವೆಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನ " 

ಕೈ ಕವಾಗರುವುದಲಂದೆ. kr ಎಂದು ಕೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೆ (ನೆ. ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 
PHO » rd: ಎ F,= E, ಆಗಿರುವಂತೆ ಮರು ಜೋಡಣೆಮಾಡ 
-ಒಹುದು. ಗೆ ೦ 0: ಇದು ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ, 


:  p ಯು ಫನಾತ್ಮಕ ಪಂಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 07 -) ಆಗಿರುವಂತೆ. 
( 8) ಓಂದು ಏಕೈಕ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 0 ಇದೆ. | 
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. ೧ ಇದನ್ನು ಗಯ ಧನಾತ್ಮಕ ವರ್ಜಮೂಲ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 7ಯು 
p ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಸಣ. ಆಗ 
P ಯು ಉತ್ಪತ್ತಿ ಮಾಡುವ ಮತ್ತೊಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ನಾವು (X,Y) 
ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. (X,Y) ಇದನ್ನು (2/೧7) - 0.7 ಯಿಂದ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತೇವೆ. PX Y= X PY=Py-X ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (¥Y)- 
(2.3. ) ಇದೆ. YYಯುಕಈ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು pಯು 
i (ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ (೫,೪) ಯು ಸ್ಥ ರ )'ಗೆ ಸ ನಲ್ಲಿ ರೇಖೀಯವಾಗಿದೆ 
ಮತ್ತು ಸ್ಥಿರ ಸ ಗೆ 1 ನಲ್ಲಿ ಭಯ ವಾಗಿದೆ ಎಂಬುದು ಸ ಸ್ಟ ಷ್ಟ ವಾಗಿದೆ. N೬0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ(X,X)= 01.10 ಆಗುವುದರಿಂದ (¥, ])ಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿದೆ. ಈ ಫಲಿತಾಂಶವು ಓಂದು ವಿಶೋಮವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದೆ. 

(೩.17) ಯು } ಯ ಮೇಲಿನ ಒ: ದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. X ಸ್ಥಿರವಾಗಿರಲಿ ವ ತೌ /( Y) ಯನ್ನು FUVY=XY 
ಯಿಂದ ವ್ಯಾಪಿಸಿ, ಆಗ ಯು} ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀ 
ಕೃ ತ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗುವುದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 16 ರಿಂದ ತೆ ಯಲ್ಲಿರುವ 
ವಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ (77) x “Y ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಎಕೈಕ ಸೆದ್ದಿತ ೫" ಇದೆ. 
PX ಯು X'.ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ಆಗ p ಯು v ಷಿ yh `ಒಂದು 
ಪಂವರ್ತನೆಯಾಗುವಂತೆ. X,ಯು ೫ ನಿಂದ ವೈ ಕವಾಗಿ ನಿರು ಡುತ್ತದೆ. 
ಇದರಿಂದ 


(19) (MY)=PX-Yaದು ್ಭ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ. 


(19)ರಿಂದ(0% .. PX*,Y)= PaX -- bX). Yaa XY) 
+X SY J=aPX"- Y+ PX? 1. ಇದರಿಂದ (PaX'+ bX") - 
(aPX' + BPX). ೫ ಎ0. ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ]' ಗಳಿಗೆ ಅದರಲ್ಲೂ 
Y= PlaX' + 8%3) - 0011 - ಕಿ?೫: - ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇದು. 
೫021 8%1) - 07% - 6003೬0 ಎಂದು ತೋಂಸುತ್ತ ದೆ. Pಯು 
ರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೀವೆ. (X,Y) ಇ ( 1-3) ಆಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ PX.Y - PY-X =X-PY. ಆದ್ದರಿಂದ ) ಯು ೫. ]'ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. X40 ಆಗಿದ್ದರೆ (ಸ X)>0 ಮತ್ತು (೫,1) = PX. X 
ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯು P ಯು | ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮ' ಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ 
ಬಂ ತೋರಿಸುತ್ತದೆ ಬೆ. 
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Pಯು (XY)=PX-Y ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಮತ್ತೊಂದು 
ಟ್‌ ಕ್ಕ, ಆಗ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ (71-7೫). 
0.0. ಹೀಗೆ (PX-PXMPX-PX }= 0,೮೭ದರೆ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ X 
ಸಿಗೆ PX= 2,%. 


X.Y ಮತ್ತು ( ೫01) ಗಳು 7 ಯ ಮೇಲಿರುವ ಎರಡು ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳಾಗಿದ್ದ ಕಿ ಆಗ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಮತ್ತು Yಗಳಿಗೆ 
(೫ y) ಖಾ PY. ೫ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಏಕ್ಸೈಕ ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ Pp ಯು pಯ ಮೇಲಿದೆ. ಇದಲ್ಲದೆ ಗಿ ಯು ೫, ಗಾದರೂ 
(20) ಅಥವಾ (XY )ಗಾದರೂ ಸ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ ೫. Yಯು pಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಮತ್ತು Pಯು X.Y ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ 
ಯಾಗಿದ್ದಕೆ, ಆಗ (KY)= PX Yಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು "ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವನ್ನು ವಾ ೈಪ್ಯಿಸುತ್ತ ಜಿ. 


7ಯು (0೫) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಇನ್ನೂ 
ತೋರಿಸಿಲ್ಲ. 2. ಯು ೫.7 ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, (14) 
Pಯು ಎಕ್ಕೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಜಾ "ವೆ. ಹೀಗೆ ೫ ೪೦ ಆಗಿದ್ದರೆ 
pX 4 0 ಆಗುವುದರಿಂದ (PX, X)= PUXX = PXPX>0- 


Pಯು (XY) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಸಾಧನೆಗೆ (10) 
ff ನೋಡಿರಿ. 





ಬೀಕೆಗಳು: ಈ: ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಸಾತೃ ಕೆ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸ 
ರೂಪಾಂತರಿಸಬಹುದು XY R ಮೇಲಿನ ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಸಂಕೇತಿಸಲಿ. 7 ಅನ್ನು ನೀಟಸಾಲು ಮಾತೃ 4ಗಳಂಕೆ ಪರಿಗಣಿಸಿದರೆ, 1. Ys 
YX. X40 AX X>0 ಆಗಿದ್ದರೆ, "ಅಂದರೆ 1 7 0ಗೆ, ೫4% 29 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಒಂದು: ಸಮಾಂಗ 727 ಮಾತೃಕೆ ಯನ್ನು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ 
ಮಾತೃ ಕೆ ಎಂದೆ ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ 

(0೫) ಮತ್ತು 2/1 ಗಳು (16) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ. (೫, ೫, 
ಸ”) ಯು XY `ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ವಾಗಿರಲಿ. (ಸ) ಎ PX y ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಮತ್ತು 4 ಯು 
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{XN .... 81] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಔಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. Pಯು 
X.Y ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವುದರಿಂದ: 4 - 4 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 
ಇಷ್ಟೊದೆ 17 12, ಗ ಮತ್ತು 2) ಎ ಗಗ್ಗೆ ಗೈ ಸ! 
[ಅಧ್ಯಾಯ 2 ರ ಭಾಗ ನಿರ (11) ನೋಡಿರಿ.) ನಿ). ' =(X,X ')ಲೆಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ 82 1ಶಿ ಎ ಗ ಮತ್ತು 1ಎ ಶೈ (NX) ಈ 
ಕಾರಣದಿಂದ ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ` | ಯನ್ನು XY ಗೆ ಮತ್ತು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಆಧಾರ (ಸ, ೫)... ೫1] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ (X.Y )ನ ಮಾತೃಕೆ 
ಎಂದು' ಕರೆಯುವನ್ತೀವೆ (ಸ. ]'ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಲಂಬೀಯ) 

Ne VN + xX" ಜಂ ಎರಾ ಭಯ ಗಿ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ PY = x, PA' + 
x:PX* + XePA™ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


x! 


1 | x2 
೫.1 (ಬ. XA): 
xT 
} ೫.೫೧೦ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 4 ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಕ್ಚಿತ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ ವಿಲೋಮವಾಗಿ 4 ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ 
ನಿಶ್ಚಿತ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು P ಯು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ (೫',¥", 
೫1] ಗಸ Y ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಲಂಬೀಯ) ಸಾಪೇಕ್ಷವ್ಯಾಗಿ 4 ಮಾತೃಕೆ 
ಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ, ]'ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ 
ಆಗ ಔಯು ೫ ಖಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ: ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ. 
(MY)= PX Y ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4ಯು X.Y ಮತ್ತು {XN Xe} 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ (MY ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು X -x,X'+ 
ED  ್ಸೆ Xn ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿರುವುಡನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ. 
"ಗೆ 
x3 
PX X= (X1X2°°°Xa) A 2 ಖು 1 11೫111. 
1: ಆಗುವುದರಿಂದ ೫4೦ ಆಗಿದ್ದರೆ 22/2720. ' 4 ಯು ಸಹಾಂಗವೂಗಿರ 
ವುದರಿಂದ ಇದು ೫ ಯು ಬಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು" ಹೇಳುತ್ತದೆ 
ಉಳಿದ ಫಲಿ2ಇಂಶಗಳು ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತವೆ, ನ ` 
Ay PAX (XX) j= 1, 2, «53 11 j= 1,2, 
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ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಮತ್ತು. ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ಮಾತೃ ಕೆಗಳೆ ಮೇಲಿನ ಈ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೊಂಚ ಹೆಚ್ಚು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಕಲ  ಕೆಯೊಂದಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 
ಎಲ್ಲ X ಗಳಿಗೆ Pep ಮತ್ತು" PX- N20 ದ್ದರೆ Pಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಅರ್ಧ 
ನಿಶ್ಚಿತವಾಗಿದೆ. ಅಥನಾ ನಾನೃಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ" (15), 
(16 ಮತ್ತು(18) ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಉದ್ದಳ್ಳೂ "ಧನಾತ್ಮಕ'ನಾದುದಕ್ಕೆ “ನಾಸ್ಯ ಣಾತ್ಮಕ' 
ಎಂದು ಪ್ರತಿಸ್ಮಾ ಪಿಸಿದಕೆ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಯಾವ ಬದಲಾವಣೆಯೂ ' ಇಲ್ಲದೆ ಮುಂದುವರಿ 
ಯುತ್ತವೆ. ಗ ೫ ಮಾತೃಕೆ 4 ಯು AA ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ 1 «1 
ಮಾತೃಕೆ ೫ ಗಳಿಗೆ yA 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, « ಆದನ್ನು ಧನಾತ್ಮ ಕಜ ಅರ್ಧರಿ್ಚಿತ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೆ, (ವೆ. § 


ಮಾಶೃಕೆಗಳಿಗೆ (15), (10) ಮತ್ತು (18) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪಗಳು 
ಕಳಗಿರುವುದರಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಡುತ್ತನೆ. 


4 ಎ.4ೇ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಕೇವಲ 4 ಯ 
೭... ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ಬ | (೨0) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ A ಯು 
(21) ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ (ಅರ್ಧರಿಶ್ಚಿತ) ಆಗಿದೆ. ಕೇವಲ 4 - 082 ಆಗಿರು: 
ವಂತೆ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ (ಅರ್ಧನಿಶ್ಚಿತ) ಮಾತೃಕೆ B ಇದ್ದರೆ. 
ಮಾತ್ರ 4 ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಸಿಶ್ಚಿತ (ಅರ್ಥನಿಶ್ಚಿತ) ಆಗಿದೆ. ಮಾತೃಕ 
Bಯು 4ಯಿಂದ ಏಕ್ಸೆಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ ದೆ. 


ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಅಧ್ಯಾಯ 8ರ ಭಾಗ 4ರ,: ಫಲಿತಾಂಶಗಳ . 
ಮಾತೃ ಕ ರೂಪಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು ಅಥವಾ ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 
ಫುರಿತಾಂಶಗಳೆ ಮಾತೃ ಕೆ ರೂಪಗಳಂತೆ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


Re 


1. X.Y ಯು ೫2 ಮೇಲಿನ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಸಂಕೇತಿ 
ಸಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು (೫, Y) ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ (X,Y) 
ಯು ಔR್‌ ಮೇಲಿನ ಒಂಡು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

ತು(X,Y) = PX-Y ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಧನಾತ್ಮ ಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ? 

- ಮ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಗ. (ಒಂ ೨೧) ಮತ್ತು Y =( ೫:೫) 

ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳೊಳ್ಳುತ್ತೇನೆ. 


(8). (2.೫) ೫, * (೫, ೫/೫, *೫.) 


ಇ 
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(0) (MY)=INY XY XN IXY 
(c) (೫. 1). 100 ೫,೩,೫ * ೫ 


ಅಭ್ಯಾಸ 1ರ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ]- 'ಗೆ ಮತ್ತು 


1 (14/2, 142) (V2 -1/4/2)} ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ (೫, Y ) ನ ಮಾಶೃಕೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4 ಯು ಒಂದು ಸಮಾಂಗ 3 x2 ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. ಕೇವಲ 44, 
ಎಂ ಮತ್ತು ಡೇ! (4) >9 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 4 ಯು ಧನಾತ್ಮಕ 
ನಿಶ್ಚಿತ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಕೇವಲ 4,, 20 ಮತ್ತು 16/4) » 0 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 4 ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಅರ್ಧನಿಶ್ಚಿತ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : 4,,.೮ 0 ಅಥವಾ 00 (4) ೮.0 ಆಗಿದ್ದರೆ ¥'4X 
<0 ಆಗಿರಬಹುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ] 


(8) P ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ಅರ್ಧನಿಶ್ಚಿತವಾಗಿರುವಂತೆ.. Pಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಕೇವಲ 
'Pಯು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ P ಯು ಧನಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ: (15) ನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.] ` 


(ಏ). 7 ಯು ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. 7*7 ಮತ್ತು 77* ಗಳೆರಡೂ ನಾಳ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) ಕೇವಲ 7 ಯು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದರಿ ಮಾತ್ರ '7*7 
ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಕಮ್ಮ ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋಂ. 


Pಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ನಾನೃಣಾತ್ಮಕ ಪಂಕರ್ಮಿಯಾ 
ಗಿರಲಿ. ಹ ಯು ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ - ಆಗಿರಲಿ. '೦*- ೫ 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಏಕೈಕ ನಾನ್ನ ೈಣಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ) ಇದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : P ಯಂ (8) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಬ 
ಸತರ ಆಗೆ/«1,2,...,ಗೆ 0೨0. ೧ CHE, +c. 
E+ +cIkE, ಆಗಿರಲಿ. 0: ಕ ಏಕೈಕತೆಯ ಸಾಧನೆಯು 
(18)ರ ಸಾಧನೆಗೆ ಸದ್ಧೆ ವಾಗಿದೆ. ' 


6. 


(8) [ಸೆ 3} (ಹಿ) | 


9. 
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ಕೆಳಗಿರುಪ ,4 ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ: ಪ್ರತಿನೊಂದಕ್ಕೂ 4 ಯ ಸ್ವರೂನಾಂಶ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದರಿಂದ ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 

1 

1 

| 


ಕೆಳಗಿರುವ ,4 ಮಾತೃಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಔಡ ಎ ಸೆ ಆಗಿದಿವಂತೆ 
ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ಅರ್ಥರಿಶ್ಚಿತ ಮಾತೃಕೆ 8 ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


[oe 7೦ ಲು 
ಎಂ ಗಿರಿಯ 


"[ಸೊಚೆನೆ :? IAP, ಯು ಕರ್ಣರೇಖೀಯನವಾಗಿರುವೆಂತೆ ಒಂದು 


ಲಂಚೀಯ ಮಾತೃಕೆ P, ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ] 


(a) 6 ೪ (b) 5-1 -4 
[,5 | | 4 ಸ 


1 0 0 '1 
45 [ಮತ್ತೂ 8-[( 1] ಎಂದಿರಲಿ 


A ಯು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ, ಔ: - 4 ಎಂದು ಮತ್ತು 


“ಔಯು 4ಯ ಥನಾತ್ಮಕ ವರ್ಗಮೂಲ ಅಲ್ಲ ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಘ್‌ ಮತ್ತು ಛ ಎ 4 ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆ ೧ ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸಾಧ್ಯವೇ? 


(8) ಎಲ್ಲ)! ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ X40, X'AX>0 ಆಗಿರು 
ವಂತೆ, ಆದರೂ 4 ಯು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ಮಾತೃಕೆ 
ಅಲ್ಲದೆ ಇರುವಂತೆ ಒಂದು 2x 2 ಮಾತೃಕೆ 4 ಯ ಒಂದು 

' "ಉದಾಹರಣೆ ಕೊಡಿ. 

(6) ಧನಾತ್ಮಕ ನಿಶ್ಚಿತ ಅಲ್ಲದೆ; ಅದರೂ ತನ್ನ ಎಲ್ಲ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಿಲೆ 
ಗಳೂ 2.0 ಆಗಿರುವ: ಒಂದು 2೫೬2 ಶರ್ಣರೇಖ್ಯ ಮಾತೃಕೆ 
ಸೆ ಯ. ಒಂದು ಉಡಾಹರಣೆ ಕೊಡಿರಿ, . .. 


10. (8) 7 ಮತ್ತು 0 ನಾಕೃಣಾತ್ಮಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


620 ಮತ್ತು ರ0ಎ0ಗೆ aP+bQ ಯು ನಾನ್ಫಣಾತ್ಮಕ 
[49 


ಇ 


386 


11. 


(ರ) 


(0) 


(8) 
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ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: ೧? +b ಯು 
ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ). 


P ಮತ್ತು ೧ ನಾನೃಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಕೆ ಮತ್ತು 70 9? 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ P)್ರಯು ನಾನೃಹಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 28 ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಅಥವಾ ನೇರವಾಗಿ ೫ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು ಈ 


"9 ಗಳ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


4 ಮತ್ತು 8 ಎರಡು 2 » 2 ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು, ಎರಡೂ 
ಧನಾಶ್ಮಕವಾಗಿರುವಂತೆ ಮತ್ತು 48 ಯು ಧನಾಶ್ಮಕವಾಗಿಲ್ಲ 
ದಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


7ಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸಮಾಂಗ ರೇಖೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 7 - P-QTP ಮತ್ತು ೧ 
ವ್ಯತ್ಯಯಿಸುವಂತೆ ಮತ್ತು PQ «0 ಆಗಿರುವಂತೆ / ಯ 


: ಮೇಲೆ ನಾನ್ಯಣಾತ್ಮಕ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು '? ಮತ್ತು 


ಇವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 20 ರಲ್ಲಿರು 


S3T=cE+cE+-- +6, ಆಗಿದ್ದರೆ (ಬಂ 


(b) 


ಅಗಿರುವ ಆ (5 ಗಳ ಮೊತ್ತವು ? ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು - ೧ಯು 
€ > ಲೆಗಿರುವ ಆ GE ಗಳೆ ಮೊತ್ತವಾಗಿರಲಿ.] 


7/8 ಮತ್ತು 01 ಗಳು (0) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ ಮತ್ತು 


PP ಮತ್ತು ಳು ವೈತ್ಯಯಿಸುವಂತೆ ೬ ಮತ್ತು P 10. =0 


ಆಗಿರುವಂತೆ P, ಮತ್ತು ೧, ಗಳೆ ನಾನ್ನ ೃಣಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ 7 - 7 - - 0) ಆಗಿದ್ದ ಕಳಗ P= P, ಮತ್ತು 
0 ಇ 0, ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. “ಸೂಚನೆ : (ಗಯ 
6 ಲೈ? ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ. ೫, ಮತ್ತು 0, 
ಮೇಲಿನ 'ನಿರ್ಬಂಧಗಳು, Wa ಆಗಿರುವಂತೆ CcETಳ 
ಮೊತ್ತವು. ನ, ಆಗಿರಲೇಜೇಕೆಂಟುದನ್ನು ; ನಿಬಂಧಿಸಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. . ಇದನ್ನು ಮಾಡಲು ಪ್ರಮೇಯ್ಯ 2 20 ಸಹ್ಮಾಯಕ 


ವಾಗಬಹುದು] ತ 
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ಈ ಭಾಗದ ಉಳಿದ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ಕ್ಕಿಂತ ಕೊಂಚ ಹೆಚ್ಚು 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯಾದ ದಿ ರೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪದ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯೊಂದಿಗೆ ಸಂಬಂಧ 
ಸಿವೆ. ಸೆ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ೪ ಯು X.Y ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಲು ಟ್ಟೆ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧದೊಡನೆ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿಜಿ ಎಂದು 
ಗ್ರಹಿಸಿದೆ. 


) ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ದ್ವಿಕೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪವು 1" ಯಲ್ಲಿರುವ 
ಮತ್ತು 7 ಗಳಿಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಮತ್ತು %(0.31. 137) ah, 
7) * PMNS 7) ಮತ್ತು (೧011. 812) - 018.೫1). bh 
(21 37) ಅನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಪನ್ನವು /( X,Y) 
ಆಗಿದೆ. 


12. XY) ಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ದ್ವಿಕೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪ 

| ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ ಹX,Y)= TX-Y ಆಗಿರುವಂತೆ, ೪ ಯ ಮೇಲೆ 
ಒಂದು ಏಕೈಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7' ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
(8)ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಪ್ರಮೇಯ 16 ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 
ಒಂದು ಪರ್ಯಾಯ ವಿಧಾನವು ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವು 
(೩.1 ೫3, ..., ೫*) ಆಗಿರಲು ಬಿಡುವುದು, 4 ಯನ್ನು ಠೃ ಎ 
hLX.X ')ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೫ x ಗ ಮಾತ ಶೈ ಕೆಯಾಗಿರಲು 
ಬಿಡುವುದು ಮತ್ತು 7 ಯನ್ನು ತನ್ನ ಮಾತೃಕೆ" 4 ಯನ್ನು 
{XL NN ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ರಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಸಂಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲು ಬಿಡುವುದು.ಆಗಿದೆ. ಮಾತೃಕೆ (ಯು 
1381, ೫3 ..., ೫] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿರುವಂತೆ [ನ ಮಾತೃಕೆ 
ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ). 


‘13. MKYy=TXY ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, ಕೇವಲ 7=-7* ಆಗಿದ್ದರೆ 

. -ಮಾತ್ರ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ಮತ್ತು Y ಗಳಿಗೆ /. 277) ಎ ys 
(HX) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : ಅಭ್ಯಾಸ 12 ರಲ್ಲಿರುವ 
ಮಾತೃಕೆ 4 ಯು ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಸಮಾಂಗ ಆಗಿದೆ] 


14. |" ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು ೫ ಗಳಿಗೆ 107) ಎ41, 2) 
ಸ 4 ಅಳದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ' SCD EY CN 
XA 'ಅಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ AK ಎ,೫!1-. ೧೫]... ಸ 
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15. 
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X2 ಆಗಿರುವಂತೆ, ವಾಸ್ತ್ರವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ರದ್ದಿ ಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 


ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ (೬:1, ೫2, ..., Xn} ಇದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಅಭ್ಯಾಸ 18 ನ್ನು ಮತ್ತು ಪ್ರಮೇಯ 22ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.) | 


(3) R" ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ರೂಪವು ಒಂಡು 


(0) 


ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನ 2(x15X25---3X0) ಇ 41 
213 ONiE FN TAX 0/೫೫, 
+ oe FANS ANNs ANT +A 
XX Fata Xn CN MASY)=h 
(YX) ಮತ್ತು ಹ(X,X) =g(X) ಆಗಿರುವಂತೆ ಢಿ" 
ಮೇಲೆ ಒಂದು ದ್ವಿರೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪ (೫, Y) ಇದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : /- 1, 2, ..., 7 ಮತ್ತು > 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಡನ ಟೈರ್ಸ್‌ wy, 2 ಗೆಸ್ಸೆ-॥ ನಿಂದ ವ್ಯಾವ್ಯಿಸಲ್ಪ 
ಬರುವ ೫ «01 ಮಾತೃಕೆ 4 ಆಗಿರಲಿ. 7'ಯು ತನ್ನ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿ 4 ಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಔ- ಮೇಲಿರುವ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು (NY) - 7೫. ¥Yಯು ೫” 
ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುಗುಣಲಬ್ಬ ಆಗಿರಲಿ.] | 


ಹಿ ಯು ದ್ವಿರೇಖಾಶ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ, /(೫. ೫) (1.೩ 
ಮತ್ತು, ಹ(೫X, ಸ)  ಇ(ಸ') ಅಗಿದ್ದರ್ಕೆ ಆಗ | ಯಲ್ಲಿರುವ 
ಎಲ್ಲ ಸ ಮತ್ತು ]' ಗಳಿಗೆ AN 1) ಎಗ( 8) ಎಂದು 
'ಕೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : XY) 1X + 7-18 
(೩. - ೫) ಎ (೩. 1) ಎಂದು ತೊರಿಸಿಂ.] 


18. (ಶು ಕೇವಲ-00 ಮಿಕ್ಕ, ೫-೧10 'ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ ಉಗಿ 


+ abx ಖರ ೦83 ಎಸಿ ಯು ಒಂದು ಪಿರ ವೃತ್ತದ 


ಸಮಾಕಕೆಟವಾಗಿದೆ ಎಂಡು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (ಸ) 


ax Dhxx2 + cx] ಅಗಿರಳಿ; ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 14 
ಮತ್ತು 15 ನ್ನು ಅನ್ವಯಿ ಸಿಂ] 


(ರಿ) ಕೇಸಲ 0) ಮತ್ತು 0? - ಎಂಎಂ ೪ಥನಾ ಆಲ ಮತ್ತು 


೫ ೦೦೮೦ ಆಗಿನ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ ೫೬42ರ x2 
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೬1 ಯು ಒಂದು ಅತಿ ಪರವಲಯದ ಸಮಾಕ:ಣವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಶೋರಿಸಿರಿ. 


ಭಾಗ 3. ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು 

ಅಧ್ಯಾಯ 8ರ ಭಾಗ 4ರಲ್ಲಿ ಲಂಬೀಯ ಪಂಕರ್ಮಿಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು 
ತಿಳಿಸಿದೆವು. ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅಂಶಹ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಪರಿಶೋಧಿಸು 
ತ್ತೇವೆ. ಅನಂತರ ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಎರಡು ಮತ್ತು ಮೂರು ಆಯಾವಃಿ 
ಪ್ರಸಂಗಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ನಾಲ್ಕು ಆಯಾ ಮುದ ಪ್ರಸಂಗದಂತಹ ಚರ್ಚೆ 
ಯನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಒಳಗೊಂಡಿವೆ. ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ದೃಢ ಚಲನೆಗಳಿಗೂ 
ಅನ ಯಿಸುತ್ತೇವೆ. 

/ಯು (XY) ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದೊಡನೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ. PrP ಆಗಿದ್ದರೆ] ಯ ಮೇಲಿನ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ 
P ಇದನ್ನು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯುವುದನ್ನು ಜ್ಞ್ಯಾಪಿಸಿ' 
ಕೊಳ್ಳಿ. ಒಂದು ೫x ಮಾಶೃಕೆ P ನನ್ನು ನಿ -P”' ಆಗಿದ್ದರೆ ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯ ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. [ಅಧ್ಯಾಯ ತರೆಭಾಗತಿರ (4) 
ff ನೋಡಿರಿ. 

P= (Pu) ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಮಾಶೃಕೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ಆಗ P,P, 1. 

(1) PPu+ PP ಸಗ್ಗ ಗ್ಗ ಇಟ, j= L2--n 

ಮತ್ತು 9 
(2) PP Put + PPO if 

4] ಮತ್ತು ರೃ ಎ3 ಆಗಿದ್ದರೆ ಶ್ರಿ ಎ0 ಇಂಬ `ಅಂಕಕರಣವನ್ನು ಉಷ 
ಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ನಾವು ಇದನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು : 

ಎ (ಗಿ) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ ಗ! - 1 ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವೂ ; -.,2, 
(3) ಎಂ ೫. .ಮತ್ತು 12 ಗೆ PP PP + ue 
P. Py = ಎನ್ನುವುದೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


ಕೇವಲ ಗಗ - 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಗೈಗಿ - 1 'ಅಗಿರುವುದಂಂದ 
(ಪ್ರಮೇಯ 10 ರಿಂದ) ಮುಂದಿನಂತಿದೆ, | 


ತ್‌ 
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ನಿರ್ಬಂಧಗಳು ;- 1,2,...,7 ಮತ್ತು J 1,2,..n P,P, 
(4) + P,P,+ “PX ರ್ಯ ಎನು ವುದೂ ಮತ್ತು P= 
(ಶೃ) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ P P= [ಎನು ವುದೂ ಎರಡೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ, 


(3) ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನಿರ್ಬಂಧವು 0ನ ನೀಟಸಾಲುಗಳು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿವೆ, ಎಂಬುದಾಗಿದ್ದ ' (4) ರಲ್ಲಿ ಕೂಟ್ರ ರುವ ನಿರ್ಬಂಧವು ಗನ ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳು 
ಇ ಬಲಂಬೀಯನಾಗಿವೆ” ಎಂಬುದಾಗಿದೆ. "ಇದು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲೂ R* 
ಮೇಲಿರುವ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಕ್ರೈ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿದೆ. | 


7 ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ( XY ) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಕೀಖೀಯ ಪರಿವ ರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ಣ. ಯು 
p” ಗೆ ಸಮಲಂಬೀಯ . ಆಧಾರ 1 ಸ, X5,.:, Xn} ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಯ 
ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ನ್ಮ ಯು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಷನಾಗಿ P*ನ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿದೆ, ಆಡ್ದರಿಂದ P*P ೨ / ಎಂಬ 'ನಿರ್ಬಂಧವೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ 


೫ P ಯು. ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವುದು ಕೇವಲ ಅದರ ಮಾತೃಕೆಯು 
(8). ಯಾವುದಾದರೂ ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


dim ಎ2 ಎಂದು ಮತ್ತು {XX ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ 
(X,Y Y )ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೪ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಇ. ಔಯು 1%1,13,]ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾದ ತನ್ನ 
ಮಾತ, ೈಕೆಯನ್ನು ಕಳಗಿರುವಂತೆ ಹೊಂದಿರುವ, 7 ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ 


ಪರಿಕಮಿಗೆಯಾಗಿರಲ್ಲಿ, 
1/3 v3 oo 
P= Yl | 

ಆಗೆ ( (5) ಮತ್ತು (4) ರಿಂದ P, ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಮಾತೃ ಕೆ ಆಗಿದೆ ಎಂದ 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುವುದರಿಂದೆ, (5) ರಿಂದ Pಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಿಲಬ್ದ (MY): 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೪: ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು' ಲಂಬೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ 

Nex X'+ ಸಾಸ? ಮತ್ತು Y- YX‘ 3೨೩೫ ಎಂದು ಇಟ. 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. `ಆಗ . 1 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಮುತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 391 
23 ಎ31 yy TX Xp, 
ಮತು 
PX= P+} ೫1. 721 ty 2 
| ೪5 45 ' 
(23,71) = CE ANY EY) CX + xy + Y2) 
| 2 2 


XY ೧೫) (೩.7). 


ಈ ಸಾಮ್ಯಕಗಳು 13.1, ೩] ಯು (೫, 17)ಗೆ ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ ಸಮಲಂಬೀ 
ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಸಫಲವಾಗುತ್ತವೆ. 


(6)  (PXPY) ಎ (೫.7) 1 ಯೆಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೩: ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ. 


ವಿಶೇಷವಾಗಿ ಇದು (PY, PX) ಎ (3%) ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ ಅಥವಾ. 
ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುವುದರಿಂದ; 


(7) IPX| =X 
ಇದು p ಯ ಉದ್ದ ವನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


N4೬ 0 ಮತ್ತು 7; 0 ಅಗಿದೆ ಆಗ (6) ) ಮತ್ತು (ರ ಸಂಯುಕ್ತದಿಂದ ಈ 
ಫಲಿತಾಂಶ ಉಂಬಾಗುತ್ತದೆ, 


(೫. 1) _(PXPY) 


| 7 7]17೯71([೪೯)7 
ಅಂದಕ್ಕೆ 


Pಯು ಎರಡು. ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಣ ಕೋನದ ಕೋಟಿಜ್ಯಾವನ್ನು 
(8) ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 


'ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು p* ಎ 8-1 ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧ ಒಂದನ್ನೇ ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ನೇರವಾಗಿ ನಿಸ್ಪತ್ರಿಸಬಹುದು. ೪ ಯು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (KY Y) ಯೊಡನೆ. 
ಒಂದು ಸಾಂತ ಆಯಾಮೀಯ ಸದಿಶ 'ಸೆಮಸ್ಟಿ ಎಂದು ಮತ್ತು 2 ಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದೂ ಇಟು ಕೊಕ್ಕೋ ಮುಂದಿರುವುದು 
ಸಮಾನಾರ್ಥಕವಾಗಿವೆ. . 1811 KE 
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(a) P* =P". 
(0) P*P 1. 
(೪) (೦) PP* ಎ]. 
(6) (PX,PY ) = V ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ಮೆತ್ತು 77 ಗಳಿಗೆ. 
(6) |PY| =|X¥| V ಯಲ್ಲಿರುವಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ. 


(೨೦ರ) ಯೆ ಸಮಾನಾರ್ಥಕತೆಯು ಪ್ರಮೇಯ 10ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
P*P = /ಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (7%, 71) =(P*PX,Y) 
~ (X,Y) ಆಗುವುದರಿಂದ (00) ಯು (94) ಯನ್ನು ನಿಬಂಧಿಸಿದೆ. ಎಲ್ಲ 3% 
ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ (PX, PY) ಎ (X,Y) ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 
PPX, Y)=(¥X,Y) ಆಗುವುದರಿಂದ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ 
(P*P- TAY) ಎ0. ವಿಶೇಷವಾಗಿ Y-{(P3P-1)X ಆಗಿರಲು 
V, ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಗಳಿಗೆ (P*P - 7) X . 0. ಹೀಗೆ P*P ಎ]. ಇದು 
(8) ಮತ್ತು (94) ಯ ಸಮಾನಾರ್ಥಕತೆಯನ್ನು ಸ್ಕಾ ಓಸುತ್ತ ಜೆ.' 


(94) ಸಫಲವಾದರೆ, ಆಗ ವಿಶೇಷವಾಗಿ, (PX, 01) -- (XX) ಆಗು 
ವುದರಿಂದ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಗಳಿಗೆ PX |= |X]. ಎಬ ಗಳಿಗೆ XP 
= |X| ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೪"ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ Xಗಳಗೆ PX? = XP. ಈಗ 
ಧ್ರುವೀಕರಣ ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. (ನೋಡಿ ಅಧ್ಯಾಯ 2, ಭಾಗ 
2 ರ(13)] 

PX,PY| =1 \PX+ PYP - 71 - 71] 
=L|PX+ 7)? -4|PX-Y)P 
~} XH YF - HN - YP 
(ಸಾ ೩3). 
ಇದು (80) ಸತ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ (94) ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 
(9) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನೂ ಪುರ್ಣಗೊಳಿಸತ್ತದೆ. 


ಒಂದು ಅಂದೀಯ್ಯಸನಕೆಸೆಯು (9) ರ ಯಾವುಜೀ "ನಿರ್ಬಂಧಗಳ ಪದಗಳೆಲ್ಲ 
ವಿವರಿಸಲ್ಪಡಬಹುದಾದಂತೆಯೇ (ರ) ರ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಕೂಡ ವಿವರಿಸಲ್ಪಹಬಹಂದು' 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ ವವ. 


ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಇನ್ನೊಂದು ಉಪಯುಕ್ತ ನಿರ್ಬಂಧವು ಕೆಳಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 


ಕೇವಲ Pp ಯು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣಗಳನ್ನು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣಗಳಿಗೆ 
ಪರಿವರ್ಕಿಸಿದರೆ ಮಾತ್ರ, 2ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಯಾಗಿಡೆ, 

(೩0) ಅಂದರೆ (೫1, 712, ..., 0%, ಯು [Nt 
X*} ಯು ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ಶಾನೂ ಸಮಲಂಬೀಯ 
ವಾಗಿದೆ. 


P ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 1%, ೫5, ..., ೫೬] ಯು ಸಮ 
ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (೪90) ಯಿಂದ 1೬/೬0 
ಮತ್ತು 1</j<k (011, PY (ಸ, ೫) ಎಶ. ಬೇರೆ ಮಾತು 
ಗಳಲ್ಲಿ, {PX', PX’, ..., PX*} ಯು ಸಮಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ. ಈಗ ಗಯ 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣಗಳನ್ನು ಸಮಲಂಬೀಯ ಗಣಗಳಿಗೆ ಪರಿನರ್ತಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. {X15 X5೬} ಯು ಗೌ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ; ಮತ್ತು j ಗೆ 
(P*PX', X) = (07(1, PX) ಎ bye (XND= (INK) 
ರೇಖೀಯತೆಯಿಂದ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು 7' ಗಳಿಗೆ (PPX,Y)= 
(121%). ಅಧ್ಯಾಯ 2ರ, ಭಾಗರಿರ, (10)ರಿಂದ PtP /. (೪ಗಿ)ಯಿಂಡ 
P ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿಜಿ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಇದು (10) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. 


ಬೀಕೆಗಳು : (98) ಮತ್ತು (9೭) ) ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಅನಂತ ಆಯಾಮೀಯ 
ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದಿಲ್ಲ ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುವ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ 
ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುತ್ತ ವೆ. ಇಡು (94) ಮುತ್ತು (9) ಯನ್ನು ಪಾಲಿಸುಖ 
ಅನಂತ ಆಯಾಮದ ಸಮಸ್ಟಿಗಳ ಮೇಟೆ ಲಂಬೀಯ ನರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಇಫೆ ಎಂಬುದನ್ನು 
ಕೂಡ ತೋಂಸುತ್ತರೆ. 


ಮೇಲಿನ ಚರ್ಚೆಯನ್ನು ಲಂಬೀಯ ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ ' ಮಿತಿಗೊಳಿಸಿದ್ದೇವೆ. 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಮತ್ತು ಬಹುಭಾಗ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಪ್ರಭಾವ. ಕ್ಷೇತ್ರ ಪುತ್ತು ವ್ಯಾಪ್ತಿ 
ಗಳು ನಿಳಿನ್ನವಾಗಿರುನ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೂ ವಿಸ್ಲಯಯತ್ತವೆ. ಭಯ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಬಬ್ಬ £೫೫) ಇದೆ ' ಎನ್ನಿ. ನುತ್ತು ೫ನು ಒಂದು ಛಂತರಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 

ಡಾ ೫1] ಇದನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕೋಣ, Pಯು 1 ಯಲ್ಲಿ 
150 2 
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ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು 77 ಗಳಿಗೆ (PY. PY; =(MY) ಆಗಿರುವಂತೆ ಗೆ ವ್ಯಾಪಿ 
ಯಾದ ೪ ಯ ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ Pಯು ಭೆ ವ್ಯಾ ನಿಯಾದ 
7 ಯ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಸಂವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೆ ವೆ (9)ರ 
ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿದಂತಹದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ |p - | 21.0) : ಮತ್ತು 
AF (೩.೫, ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ {PX,PY } = {X,Y )ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವೂ ಮತ್ತು 
PX «|X| ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. ಈ ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಯನ್ನು ಒಂದು ಸಮಾನಪರಿಮಾಜದ ' ಸಮಾನಾಕೃ ತಿತ್ಯ 
ಅಥವಾ ಸಮಾನಪರಿಮಾಣತ್ಸ ಎಂದು ಕೆಲವು ಬಾರಿ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


0071 - 017 W=n ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಗೆ ವ್ಯಾಪಿಯಾದ ೪ ಯ 
ಒಂದು ಸಮಾನ ಪರಿಮಾಣತ್ವವನ್ನು ಮುಂದಿನಂತೆ ರಚಿಸಬಹುದು. (1, ೫೩, 
..-೨ X"}ಯು ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (೫1, 172, 
೨ ೫ 7] ಯು Wಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ - ಇಧಾರವಾಗಿವಿ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. Pail, ..., 1/ಗೆ.ಗಿಸೆ! ಎ]! ನಿಂದ ವ್ಯಾ ಬೈಸಲ್ಲ 
ಟ್ರರುವ' WA ವ್ಯಾಪಿಯಾದ WR ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
ಪ್ರಮೇಯ 11 ರಿಂದ Pಯು ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಆಗಿದೆ Nex Xt, 
23... ಸಸ? ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ PY x YN 3ಡ ಎಂತ ಜೂ ೫9. 
ಹೀಗೆ [PX P= । 21/07] ಎಣಿ. ೫ಕ್ಕಿತ ಎ. ಆಲ್ಲಿ = (0%) -(|3 
ಆಗುವುದರಿಂದ ೫ ಯು ಒಂದು ಸಮಾನ ಪರಿಮಾಣತ್ವ ಆಗಿದೆ. 


ವಿವಿಧ ಸಮಸ್ಟಿ ಗಳ ಮೇಲಿನ ಲಂಬೀಯ ಫರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸುವುದಕ್ಕಾ ಗಿ 
ಕೆಳಗಿರುವ ಎರಡು ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಅವಶ್ಯಕತೆಯಿದೆ, 


Pಯುpಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ 
(11) ಮತ್ತು ೭ ಯು ನಿ ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
le| = 1. | 
(12) P ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 46 (0) - «1 
೪೭0 ಯೊಡನೆ ಸಿಸಿಎ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (PY, PX) 
(೫,೫ ), ಆಗುವುದರಿಂದ ೧ ಎ1. ಇದು(11)ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. (12) 


ಗುಣಧರ್ಮೆವು 001 (7) ೬ 41 (P*) ಮತ್ತು ! ಎ 41(1) - de PrP yo 
ಡೇ! (P*) det (P) ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಈಗ 2 ಮತ್ತು 8 ಆಯಾಮಗಳಿಗೆ ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸು 
ಎವೆ. dim 1' -2 ಎಂದು ಮತ್ತು ೪ ಯು (೫, )') ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 7 ಯು] ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
2ಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 11, ಸ) ಯು ಭ ಗೆ ಒಂದು ಸಮ 
೨ಂಬೀಯ ಆಧಾರ ಆಗಿರಲಿ. 


Pp | 7] ಇದು 

(X', 3/2) ಗೆ ಸಾಪೇಕನಾಗಿ ನಿಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
೬1 ಯ J d M 
9 1-8-6 4 ’ 


ಚಿಗುವುದರಿಂದ ನಿರ್ಬಂಧಗಳು ಗೀಗಿ ಎ1 (ನಿ) ಮತ್ತು (1) ರಿಂದ ಮತ್ತು 0 
{Py=ad-bc= x |. (12) ರಿಂದ, 


(13) P=| a A det (P,)-. ! ಆಗಿದ್ದರೆ, 


-b a 
p-(§ 3] det (P,) =1 ಆಗಿದ್ದರೆ; 


ಗುಣಧರ್ಮ (1), 02 ಎಹ್‌ - 1 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 0:83. 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸಂಖ್ಯೆ 8 ಇದೆ ಮತ್ತು 


೦೦50 -sin# 
(14) ಸ 8 cos | det (ಥೈ) ಎ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, 


೦೦5೩0. sind 
(15) ಗೃ ಲ್ಲೆ -cos | det (೫) = 1 ಆಗಿದ್ದರೆ. 


ಇವು, ಣೇ! (ನೈ) - 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ P ಯು ಕೋನ 8 ದಷ್ಟು ಆವರ್ತನೆ ಆಗಿಡಿ 
ಎಂದೂ ಮತ್ತು ಗ! (P) ~ -1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ Pೌಯು 8ದಷ್ಟು ಆನರ್ತನೆಯಿಂದ 
ಹಿಂಬಾಲಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸ ಅಕ್ಷದಷ್ಟು ಪ್ರತಿಫಲನೆಯಾಗಿಜಿ ಎಂದು ತೊಬಿಸುತ್ತದೆ. 


ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯ ಸ್ವರೂನಾಂಕ ಬಹುಸದಿಯು 3 'ಸ್ರರದ್ದಾಗಿದೆ. 
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ಹೀಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಹುಸದಿಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ 
(ನೋಡಿ, ₹ ಅಧ್ಯಾಯ 8, ಭಾಗ 2, ಅಭ್ಯಾಸ 4.) ಇದು p ಯು ಒಂದು ಸ್ವೆಕೂ 
ಪಾಂಕ ಬೆಲೆ ( ಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ. (11) ರಿಂದೆ ೧೩ 
4 1 ಎಂದು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. ಸ ೬೦ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ P೫೭೦೫ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ XN! = 1/೫] ಆಗಿದ್ದರೆ, 
011%! ಮತ್ತು (1, 31) ಎ1. 
(೩1, ೫5 ಸ) ಯು ಭಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿರುವಂತೆ 2 
, ಮತ್ತು ¥3ಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿ. ಗೃ ಯು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ p) ಯ 
ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. _ 
೯ P, P, 
(18) P=|O ಗೃ, Py 
ಚ ಟಿ Py: Py 
(1) ರಿಂದ (3+ P?, + Pi,:=1 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ೧ಎ ೩&1 ಆಗಿರು 
ವುದರಿಂದ ಗ್ರ, ಎ ಫ್ರಿ ಎ 0 ಎಂದು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. (1) ರಿಂಡ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು 
ಹೆೊಿಂದಿದ್ದೇವೆ: 3 
ಎ 
2-0-0. 0ಕ್ಕ ಎ1 ಮತ್ತು ಗ್ಲಿಗ್ಬಿ-. ನ್ರಿಗ್ಯಿ ಎ0. 
ಹೀಗೆ 
[p> ಗಿ ಫಿ 


32 33 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ. (14) ಮತ್ತು (15)ರ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಳಿ 
` ಯಂತೆ, 0೭8 £26 ಯೊಡನೆ ಒಂದು ಏಕೈಕ ಸಂಖ್ಯೆ 8 ಇದೆ ಎಂದು ತೀರ್ಮಾಃ 
ಸುತ್ತೀವೆ. 


P, ರ್ಶ] ಲ ag ~sin H 
[p* Pi {sine ೦೦58. 


(11) ಅಥವಾ 


ಯ <0) 
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ನಾವು. ಸಲಿತಾಂಕಗಳೆನ್ನು ಪಠೆದಿದ್ದೇವೆ.ಕೆಳಗಿನ : 
(18) det (2)... ಮತ್ತು ೯ ಎ1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


1 0 0 
P, 1) cos8 -sin ಕ|. 
0 sin8 ೧೦0090 


(19) det (P) = 1 ಮತ್ತು cx ಇ.& ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


ಈ | 0 0 
P,=| 0 0050 ‘sin6|. 
0 sin8 -cos#d 


(20) det (P)= -1 ಮತ್ತು ೧% ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


1 0 0 
P,=|0 cos8 sin 8] 
0 sin -ಂ090 


(21) dt (0). - 1 ಮತ್ತು (ಎ -1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


1 0 0 
P=| 0 0066 -sin (| 
0 861೧0 cos# 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದು ಸರಳ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಏನರಣೆಯನ್ನು, 
ಹೊಂದಿದೆ. 0 (7) - |! ಆಗಿದ್ದರೆ. ಆಗ (18) ರಿಂದ ಔಯು 711 
ವನ್ನು ಬಿಡುತ್ತ ದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತ ಡಿ ಆಂದೆ, 0 ಮತ್ತು X' ಮೂಲಕ ಹಾಯ 
ಹೊಗುವ ಕೇಖೆಯು ಸ್ಥಿರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಈ ಅಕ್ಷಡ ಸುತ್ತ 8 ಕೋನಡಷ್ಟು 
ಆವರ್ತಫೆಯಾಗಿದೆ. ಉಕ್ತಿ (19) ನಮಗೆ 0 ಯು ೫ *-ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಫಲಿಸುತ್ತ ಜ್ಜ 
ಮತ್ತು ಆನಂತರ | 3- ಅಕ್ಷದ . ಸುತ್ತ. 6 ಕೋನದಷ್ಟು ಆನರ್ತಿಸುತ್ತ ದೆ ಎಂಡು 
ಹೇಳುತ್ತದೆ. 4 (Pe 1 ಆಗಿರುವಾಗ, ಆಗ. (2) ನಮಗೆ P ಯು. 
ಮತ್ತು ೫: ಅಕ್ಷಗಳ. ಸಮತಲದ ಮೂಲಕ ಪ್ರತಿಫಲಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂದೂ ಅನಂತರ 
11. ಅಕ್ಷದ ಸುತ್ತ 0 ಕೋನದಷ್ಟು ಆರರ್ತಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದೂ ಹೇಳಿದಕ್ಕೆ (21) 
ನಮಗೆ ೫ ಯು X* ಮತ್ತು X*- “ಗಳ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಪ ಪ್ರತಿಫಲಿಸುತ್ತ ಡೆ ಎಂದೂ, 
` ಅನಿತಕೆ1 - ಅಕ್ಷದ ಸುತ್ತ -6 ಕೋನದ ಮೂಲಕ 'ಆನರ್ತಿಸುತ್ತನೆ ಎಂದೂ 
ಹೇಳುತ್ತದೆ. 
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ಟೀಳೆಗಳು : ಉನ್ನತತರ ಆಯಾಮಗಳ ಅಧ್ಯಯನದಲ್ಲಿ ಉಪಯುಕ್ತವಾರ 
ಎರಡು ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ, 


Ppಯುpಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು 
(23) ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. M ಯು Pಗೆ ಒಂದು ಫಿಶ್ಚರ ಉಸಸವಸ್ಯಿ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ¥ ಯು 71 ನಲ್ಲಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲ ಗ೫ಯು 
ನಲ್ಲಿನ. ಆಗ ಹ ಕೂಡ 7*ಗೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿದೆ. 


7, Vv ಮತ್ತು ಹಗಳು (22) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇವೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ನPಯು MNೌ ಔಯ ಮಿತಿಯಾಗಿರಲಿ; ಆಂದು 

(23) ೫, ಯು ನಲ್ಲಿರುವ X ಗೆ PX೫= PX ನಿಂದ ವ್ಯಾಬ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 
M ಮೇಲಿನ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿದೆ. ೧, ಯು Mp 
ಮಿತಿಯಾಗಿರಲಿ, ಆಗ ನಿಯು ಹ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು P* - 0. 


(22) ಮತ್ತು (23) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು {X', NS... ಯು ME 
ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ಹ ಯು ೫ ಗೆ ನಿಶ್ಚರವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
fly 2k ಗೆ. PX'ಯು M ನಲ್ಲಿದೆ ಎಂದಾಗಿದೆ. (10) ರಿಂದ 
\ PX ೫೩1, .... PX" ಯು ಕೂಡ ಹ ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೀಮಾಪಿಸುತ್ತೀವೆ. ಸಯು ಗಿ! ನಲ್ಲಿ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ X-a, 
PNN+aPX ++ (ಸ ಆಗುವುದರಿಂದ P*X =a P*PX "+ 
a P*PX™+ + aP*PX* ಎಂ! tax "+ ಇ ೧ (*, ಇದು 
M ನಲ್ಲಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ನಾವು p* ಇ P-' ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದೆವು. 
ಇದು (22) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. X ಮತ್ತು "೪ ಗಳು ಖೆ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ PX 
ಎ PY ಮತ್ತು 77-77 ಗಳು // ನಲ್ಲಿವೆ. (90) ಇದರಿಂದ (7,%,7,77) 
~(PNPY Y= (೫.೫) ಆಗುವುದರಿಂದ ಗ, ಯು ಖ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು (೪) ಹೇಳುತ್ತದೆ. ನಲ್ಲಿರುವ Y ಗೆ 0,೫75 
P*Y ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಗಿ! ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ X ಮತ್ತು 7 ಗಳಿಗೆ (2,3. ೫) 
(PX, YY = (KP* Y)=(¥09: 1) ಎಂದು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ... ಇದು 
(28) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. 

ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು P ಯು ಮಾಶೃಕೆಯನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸ 
ಬಹುದು (೫X ೫5 ೨X" ೫೪1... ೫] ಯು 14ಗೆ ಒಂದು 
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ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವು (13, ಸ, ಎ) X*} ಆಗಿರುವಂತೆ, »' ಗೆ ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 15 ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿಯಂತೆ 
Mi {Xt ಸ(೬*5..., ್ಥn}ಯು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 
P= (P)ಯು೫ ೫72, ..., 1] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೫? ಯ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ;;-1,2,..., ಗೆ ನಿ -(2%1, XY M ಯು 
pಯ ಕೆಳಗೆ ನಿಶ್ಚರವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ <j 
PXಯು ಖ ನಲ್ಲಿದೆ. ಹೀಗೆ/ ಎ) ಮತ್ತು 1) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಗೈ - (PX ', 
೫1) -0 ಈಗ್ಮೀಯು ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7*ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
j>k ಮತ್ತು ; ೬ ಓ ಆಗಿದ್ದರೆ ಸೈ ಎ (721,231) ಎ (XN PX) ಎ0 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಿಂದ 


P, 0 0 0 
P, 0 0 0 
“Pu 0 0 0 


+1» 0 Pym Pins: Mv 
1° 0 Pusan PnP 





* 0 Pas Pos: “Pann 


ಚೇರಿ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳುವುದಾದರೆ 
| 4 0 
(ಗ. 
ಇಲ್ಲಿ 4 ಯು ಸೀಟ ಆಗಿದೆ, ಔಯು (1-1೧2 (n-k) ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು 0ವು 
ತಕ್ಕ ಗಾತ್ರದ ಒಂದು ಶೂನ್ಯ ಮಾತೆ ತೆಯನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತ ದೆ. ,4ಯು ಸ್ಪ ನ್ವ 
ವಾಗಿ (೫1, XX} ಸಾನೇಕ್ಷವಾಗಿ 23 ನರಿಕರ್ಮಿ ಗನ ಮಾತೃ 


ಯಾಗಿದೆ. (1)ನನ್ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ನಾವು ಸ ಮತ್ತು ಔಗಳೆರಡೂ ಅಂಬೀಯ 
ಮಾಳ ೈಕೆಗಳಾಗಿನೆ ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೆ ವೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಏ 
ಯು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 


400 
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ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಕೆಳಗಿರುವ ೫3 ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮೀಗಳಲ್ಲಿ. ಯಾವುದು 
ಅಂಬೀಯ ಸರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ? 


೫3೫5೨, ೫೨೫ -32 


43 43 ಸ್‌ ») 


(8) P (xyz) =| 
(b) P (xyz) ಇ 
(ಇನೆ x+3y-2z 4) 
V೫ SVT VET: 
(೦) P(xy,z) = (ನಿ XX} ಹ 
೨/2 VE 4/3 
ಸೂಚಿತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದೊಂದಿಗೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ 
ಗಳು ೪ ಯ ಮೇಲೆ ದತ್ತ ಪರಿಕರ್ನಿ P ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(a) 17 7" ಶಿಷ್ಟ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬ, P(x} 2೪) ಇ 
( ದ ಘು 2೨೧ ೫೧ 2) 
(0) 7 ಯು2 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ; (4,8). 


4೫. + 43. AuB,, + AB PA ಹ ಲಿ 
4.0) ಇಲ್ಲಿ 


ತ 0 1 ಕೆ 
c=|1 ಸ] 
(0 V= ೫೬ ((1೨ ೫2) PoP = XH +X) 
(೫; +32) 
P(xox) = xx (¥2/2)x9- Bx; 
೪ ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (ಢ್ಯಸ 01 + 084: ರ 


b+ bh +h .. ಗಿ) ಎ ರ್ಕಿ +ab,+ ah, = ಮ 
ಆ + ಗಿ ಯೊಡನೆ ಊಿನದಿಗಳ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ; ಆದರೆ ' ಸದ್ಭ ಶ 


 ಘಾಷಗಳ ೆಗುಡಕಗಳೆ ಗುಣಬಟ್ಟಗಳ ಮೊಳ್ತನನ್ನು ತಗೊಳ್ಳಿ. 
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ಈ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು (88) ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. 
೫ಯು Pf (0 =1tf (1) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಬ್ಬರುವ ೪ ಯ 
ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 0 ಯು Of (ಗಿ: (1/1) 
(8(0 - Xf (0)) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಬಟ್ಟಿರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಬಿ. p* -0 ಎಂದು, P೫೬] ಮತ್ತು 
OP-1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಇದು (೪) ರೆಲ್ಲಿರುವ. ಸಾಂತ 
ಆಯಾನೀಯತೆಯ ಗ್ರಹಿಕೆಯು ಅವಶ್ಯಕವೊದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. Pt 
="! ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಯು ಬಹಳ ಸಲ ಸ್ಥಾನಾಂತರಿಸುವ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ.] 


ಔ ಮತ್ತು ಗಳು (2೧1) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಲಂಬೀಯ ಸರಿಕರ್ನಿಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ೫7) ಯು (/.7')ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷ 


ವಾಗಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಕೋರಿಸಿರಿ. 


ಸೂಚಿತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳೊಡನೆ, ಕೆಳಗಿರುವ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿಗಳ 
ಜೋಡಿ ೪ ಮತ್ತು ೪ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ, ೪ ಯಿಂದ ಸೆ ದತ್ತ 
ಪರಿವರ್ತನೆ P ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 
(8) V - 7೬ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಭ ೨ 

17-೫83 ((x x) (Y ೫ಬ) 7೫.೫1 

(೫0) +}2) 

P(x x)= (x, Xz ೫,)- 
(೧) V=R5 ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ, 

W ಯು 2 ಸ್ತರದ ಬಹುಸದಿಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿಡೆ; (ಗ) 

೬." (೧೯(ಗಿ44 P(xypz)= ೫*2--2/. 
(ಆ) ೫ ಯ ಸ್ತರ ೩2 ಬಹುಪದಿಗಳ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ; (ಗ) ಇ 

Sif (0804 W = R ಶಿನ್ಟ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ, 

2 (03 0/11-0/3) ಎ 

[a ++ +, a; } 
ಸೌ KV 
151 
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೪ ಯು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು (2,೫) 
ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯು 
ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆ ೫ (ರೇಖೀಯವಾಗಿರುವುದು ಅವಶ್ಯಕ 
ವಲ್ಲ) ಆಗಿದೆ, 


(8) 


(0) 


(0) 


(೮) 


(8) 


41) 


(0.1 - 77] ಎ 1೫1 - ೫, 


P ಯು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗಭಿಯು 
ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


2 ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸದಿಶವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, PX = ೩. 2 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಔ ಯು ರೇಖೀಯ ಆಗಿಲ್ಲ ಮತ್ತು ೫ ಯು ಒಂದು ದೃಢ 
ಚಲನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


೫0 =0 ಆಗಿರುವಂತೆ 0 ಯು ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. | = |3| ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


20.0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಔ ಯು ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ.[7) + PY|=iX+ 1! ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಎರಡು ಕಡಿ ವರ್ಗಿಸಿ ಮತ್ತು 
IPX+ PYF ಅನ್ನು |PX- PYF, |PX ಮತ್ತು 
[PY ಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಲು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ನಿಯಮವನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


700 ಆಗಿರುವಂತೆ ೫ ಯು ' ಒಂದು ದೃಡ ಚಲನೆಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. (PX, PY) - (X,Y) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (4) ಯನ್ನು ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಕರಣ 
ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


70.20 ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಯು ಒಂದು ದೃಢ ಚಲನೆಯಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಫೀಣ. P(X+ 1) PX+ PY 


` ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : P(X Y)- PX- 


+ 


(9) 


(h) 
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771 ಅನ್ನು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿರಿ 
ಮತ್ತು (0) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.) 


700 ಆಗಿರುವಂತೆ P ಯು ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯಾಗಿದಿ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಕೊ ಣ. ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 
an P(aX)=aPX ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
(0%) - 0೫%] ಇದನ್ನು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಪದ 
ಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿ ಮತ್ತು (0) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


7 ಯು ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಣ. 
೧೫ =PX-P0 ಆಗಿರಲಿ. ವು ೪ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. ಇದು ಒಂದು ದೃಢಚಲನೆಯು ಎರಡು ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿದೆ. ಎಂದು, ಅವುಗಳಲ್ಲೊಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಮತ್ತು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತೊಂದು ಒಂದು ರೂಪಾಂತರ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಸ್ಥಾಪಿಸಿರಿ. 


dim ೫-4 ಮತ್ತು 0 ಯು (XY) ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಭಯ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಅಧ್ಯಾಯ 3 ಭಾಗ4 ಅಭ್ಯಾಸ 32 ರಿಂದ, 4 
Ml, 2 ಅಥವಾ ಕಿ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ 
M ಯು ೫ಗೆ ಇದೆ. 


(8) 


ಇದನ್ನು ಮತ್ತು (22), (28) ಮತ್ತು (24)ನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿ ಔಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಕೆಳಗಿನ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದಿ 
ರುವಂತೆ ೪ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ ಇದೆ ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿರಿ. 
A 0 
[ಗೆ 5] 


ಇಲ್ಲಿ ಕೈಯು 1.4.) ಆಗಿದೆ, Bಯು (4 -k) x 
(4 - ಹ) ಆಗಿದ್ದು 0<k<4 ಮತ್ತು ತಕ್ಕ ಗಾತ್ರದ ಒಂದು 
ಶೂನ್ಯ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು ಸೊನ್ತೆಯು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 
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(ರ) (80) ಭಾಗದಲ್ಲಿ 4 ಮತ್ತು ಔಯ ಸಾಧ್ಯ ಗುಣಧರ್ಮ ್ಮದ ಬಗೆಗೆ 
ಒಂದು ಸಂಪೂರ್ಣ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಶೊಡಿರಿ. ಇದನ್ನು ಔಯ 
ಪ್ರಭಾವದ ಒಂದು ಜ್ಯಾಮಿಕಿಕ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ನೊಡಲು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. 

(0) dm =? ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಇದೇ ರೀತಿಯ ಒಂದು 
ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಿರಿ. 


P (x Xp ಮ) ಮ (೨೫೭ ೨2 Ya) ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇಲ್ಲಿ 


XX XxX 
ವತಿ 


ಆ 1) ಎರ ಅಜಂ 35 


N= ಸ ಜ್‌ 
VE 4 23 


3M fel ರಯ್ಯ RE) ದ ತ 
434 


"ey 


MEME kX 1 ದಧ (1-1) ಜಬ 


ಗ ಜಾ“ ಮ 
J Vin - Im 





> 


yp AX, 

ಗ An 
(8) Pಯು ಗಾ ಮೇಲಿರುವ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ಕೈ ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ವಾದ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(0) x2 ೫. ಜಶ್ರಿತಂ ಸಲ ತ ಬಗ್ಗೆ ಐ) ್ಯ್ಶ್ರ ತ pt +p 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: (9೭)ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ] 


(0) ನ ಇ(|/1)(]3- ೫3 ಎರ) ಮತ್ತು 
ses) sxx ಇತ (x5) 
” n 





ಆಗಿರಲಿ. 
ns? =)? “೫. ರ್‌ ಸ 1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಈ 
' ಫರತಾಂಶವು ಕೆಲನಶಸಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿದೆ. 


1 
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ಈ ಭಾಗದ ಉಳಿದ ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ಇದೇ ಭಾಗದ ಕೆಲವು ವಿಧಾನಗಳನ್ನು, 
ವರ್ಗಾಶ್ಮಕ ರೂಪಗಳ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ. (ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ರೂಪಗಳ 
ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳು ಮತ್ತು ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಗಾಗಿ ಭಾಗ 2 ರ 12 ರಿಂದ 10ರ ವಕಿಗಿವ 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ನೋಡಿರಿ.) ಎಲ್ಲ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು )/. ]' ನಿಂದೆ ಸಂಕೇತಿಸುವ ನಿಯತ 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದೊಡನೆ R"ಗಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಡುವುವು. £(೫) ಯು ಇ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು” ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ರೂಪವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಮತ್ತು 7 ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದ ಕೈ ಔನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ Xx "ಗಳಿಗೆ 817%) = «(%) ಆಗಿದ್ದ ಕ್ರೈ 
7 ಯು 2 ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳು ತ್ರಜೆ. ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇನೆ. 


9. gXpXp x)= =xi+ N+ +N ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಕೇವಲ 7 ಯು ಲಂಬೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು 
8 ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 
ಇದು ಕೇವಲ (96) ಯ ಮತ್ತೊಂದು ನಿರೂಪಣೆಯಾಗಿದೆ] 


10. (1?) ಯು R ಮೇಲಿರುವ ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ರೂಸವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
X40 ಆಗಿದ್ದರೆ, g(X )5.0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. T ಯು 
8 ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಂಡರೆ ಆಗ 7 ಯು ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ 


ಮತ್ತು 7-1 ಯು ಯನ್ನು ಕೂಡ ಸಂರಕ್ಷಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. € ಮತ್ತು TIN g ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಂಡಕೆ, ಆಗ 


57ಯು ಕ ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


11. g(x Xn ಜೃ) ೫) ಸಸಿ“ ಗೆ ತ ಬ್ದ - ಹಕ್ಕಿ ಆಗಿರಲಿ 7ಯು 
8 ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿದರಿ ಆಗೆ ೧01 (7) = 4-1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 
[ಸೂಚೆನೆ: ಭಾಗ2 ರ 1. ರಿಂದ 10ರವರೆಗಿನ ಅಭ್ಯಾಸ ಸೆಗಳನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ೪ ೫) ಎ PX.X ಎಂದು ಬರೆಯಿರಿ. ಗಃ 
(2) ಇ. ಎಂದು ಮೆತ್ತು ಕೇವಲ 7*77 ಎ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ 
7 ಯು ೬ ಯನ್ನು ಸಂರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳು ತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಈ 
ದನವನ್ನು ಸುರಕ್ಷಿಸಿಕೊಳ್ಳು ವ ಒಂದು ಪೆರಿಕರ್ನಿಯನ್ನು ಲೊರಿಂಟ. 
ಸಂವರ್ತೆಕೆ' ಎಂದು ಕರೆಯೆ "ವೆ.] 


ಭಾಗ 4. ಸನ್ಮಿತ್ರ ಪ್ರಐಂಗ 
ಇದರಲ್ಲಿ ಮುಂದಿನ ತು ಎರಡು ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯಿಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ರರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಫಲಿತಾಂಶಗಳಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚನ ಬದಲಾವಣೆಯಿಲ್ಲ, 4 
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ಕಾರ್ಯವಿಧಾನದಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು ಕೈಬಿಡಲಾಗುತ್ತದೆ. 
ಎಲ್ಲ ಬಹುಪದಿಗಳೂ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ತನೆಗಳಿಗೆ ಅಪವರ್ತನಗೊಳ್ಳುತ್ತವೆ ಎಂಬ 
ಸಂಗತಿಯ ಉಪಯೋಗವನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅಭ್ಯಾಯ 2 ರ ಅನೇಕ ಫಲಿತಾಂಶ 
ಗಳನ್ನು ಪರಿವರ್ತಿಸಿ ಮತ್ತು ಅಧ್ಯಾಯ 3ರ ಆನೇಕ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಬಲಪಡಿಸ 
ಬಹುದು ಮತ್ತು ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತಗೊಳಿಸಬಹುದು. 


a+ ib ರೂಪದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. ಇಲ್ಲಿ ೧ ಮತ್ತು ಗ ಗಳು 
ಸಸ್ಮವಿಕವಾಗಿವೆ ಮತ್ತು /?= - 1. ಎರಡು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು 


ಗುಣಲಬ್ಧಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಇಂತಿದೆ: 
(axib)+(e+id) =(a+c)+ (b+ d) 


ಮತ್ತು 
(a+ib(c+id) ಇ (ac ~- bd)+ 1004 ಶೀ). 


ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಕ್ಕೆ ಅನ್ವಯಿಸುವ ಸೂತ್ರ ವಿಧಿಗಳೇ 
ಈ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೂ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ. ೧ *-1॥;೭0 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
Se SN ಚೃ 
7+ ib (ax ib\a -ib) a+ a+ 
ಆಗುವುದರಿಂದ ಅಶೂನ್ಯ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ಭಾಗಿಸಲೂಬಹುದು. 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ಒಂದು ಸವಿ: ಶ್ರ ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಒಂದು ಬಿಡಿ ನಿಮ್ಮ ಗ್ರೀಕ್‌ 
ಅಕ್ಷರ « ದಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀನೆ. ೩ ಮತ್ತು ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿರುವಲ್ಲಿ, 
Ks 01 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೧ ಯನ್ನು ಇ ದ ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗ ಎಂದೂ ಮತ್ತು 


b ಯನ್ನು ದ ಊಹ್ಯ ಭಾಗ ಎಂದೂ ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಈವ್ಯಾ ನಗಳೊಡನೆ ಅಧ್ಯಾಯ 10ರ ಎಲ್ಲ ಫಲಿತಾಂಶಗಳೂ ಮತ್ತು 
ವ್ಯಾಖಾನಗಳೂ ಕೇವಲ "ವಾಸ್ತವಿಕ' ಎಂಬ ಪದವನ್ನು "ಸಮ್ಮಿಶ್ರ' ಎಂಬ ಪದದಿಂದ 
ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ನಿಸುವುದರಿಂದ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. ಈ ಬದಲಾವಣೆಯೊಡನೆ ಸಮಾ 
ಕರಣ + ವ್ಯೂಹಗಳನು, ಬಿಡಿಸ ವುದರ ಮೇಲನ 1 ಮತ್ತು 2ನೇ ಭಾಗಗಳ ಫ ಫಲಿತಾಂಶ 
ಗಳು, ಸನ್ಮಿ ಶ್ರ ಸಮಾಕರಣಗಳ ವ್ಯೂ ಹಗಳಿಗೆ ಅಂದರೆ, ಸಹ ಗುಣಕಗಳೂ ಮತ್ತು 
ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳೂ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯಗಳಾಗಿರುವ ವ್ಯೂಹಗಳಿಗೆ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತ ವೆ 
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"ವಾಸ್ತವಿಕ ಸೆಂಖ್ಯೆ'ಯು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾನಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಲ್ಲಿ 
ಮಾತೃಕೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವೂ ಅದೇ ಆಗಿದೆ. 


ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಗುಣಾಕಾರದ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಓಿಸಿದರೆ, ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ ಉಂಟಾಗುತ್ತದೆ. 
ಬಾಣಗಳ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯು ಉಪಯುಕ್ತ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದ್ಧರವನ್ನು ಹೊಂದಿ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಇದನ್ನು ಕೈಬಿಡೋಣ. ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ 1-//01 ನ ಸಮಸಿ ೧” ಅನ್ನು 
ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಬದಲಾಗಿ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ * 
ಖಚಿತವಾಗಿ ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ) ರ ಔ” ನಲ್ಲಿರುವಂತೆಯೇ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿಯೇ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ, ಆಯಾಮ ರೇಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ, 
ಅವಲಂಬನೆ, ನಿರ್ಮಿಸುವಿಕೆ, ಆಧಾರ, ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅವಕಾಶ, ನೀಟಸಾಲಿನ ಅವಕಾಶ 
ಮೆತ್ತು ಶೂನ್ಯ ಸಮಸಷ್ಟಿಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳು ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. 1 ಮತ್ತು 2 
ಪೂರ್ವಪಕ್ಷಗಳು ಮತ್ತು ರಿ ಮತ್ತು 6ನೇ ಪ್ರಮೇಯಗಳು, ಅದೇ ಸಾಧನೆಗಳೊಡನೆಯೇ 
"ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ'ಗಳಿಗೆ ಬದಲಾಗಿ *ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ'ಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿಸ್ಥಾನಿಸುವುದ 
ರಿಂದ, ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. 07 ಸಮಸ್ಟಿಯು ಮತ್ತೆ ಶಿಷ್ಟ (ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ) 
ಆಧಾರ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುವ 1 (1,0,...,0) (0,1,0...,0) (0,0,1,0, 
1430), ...)(0,0,...0,1) } ಒಂದು ಆಧಾರದೊಡನೆ, ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಆಯಾಮ / 
ಅನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. (ಬರೀ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದಲೇ ಗುಣಿಸಲು ಅವಕಾಶಿವಿರಲು 
C0” ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸದಿಶ ಸಮಸಿ ಯಂತೆಯೂ ಕೂಡ ಪರಿಗಣಿಸಲ್ಪಡಬಹು 
ದೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಈ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಲಾಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಆಯಾಮವು 1 
ಆಗಿದೆ. ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ಗುಣಾಕಾರದೊಡನೆ n-tuples ನ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಮಸ್ಪಿಗಾಗಿ “Cw ಚಿನ್ನೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವ ಸಂಪ್ರದಾಯವನ್ನು ಅಂಗೀಕರಿ 
ಸುತ್ತೀವೆ.) ಅಧ್ಯಾಯ 1, ಭಾಗ 3ರ ಇತರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಕೂಡಲೇ 
ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಮಸ್ಟಿಗಳೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ 
ಗಳಿಗೆ ಸದ್ಯಶವಾಗಿಜಿ. ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಮಸ್ಟಿ // ಗೆ ಒಂದು ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ 
೪ ಯ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೆ. 7 ಯು ॥' ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಮತ್ತು 7' ಗಳಿಗೆ 
ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಇ ಮತ್ತು / ಗಳಿಗೆ 7 (3-873) =a 
7%. 8717 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಕೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ೪-4 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
7' ಯು ಒಂದು ರೇಖಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಆಧ್ಯಾಯ 1, 
ಭಾಗ 4 ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸುಲಭವಾಗಿ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. 0 ಮತ್ತು ] 
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ಗಳಂತಹ ವಿಶೇಷ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಂತೆಯೇ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯು ಸದ್ಭೃಶವಾಗಿಯೇ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಡುವುದು. 7, 8 ಮತ್ತು 9ನೇ ಪ್ರಮೇಯಗಳು ಮತ್ತೆ ಕೇವಲ ಅವುಗಳ 
ಸಾಧನೆಗಳಲ್ಲಿ "ವಾಸ್ತವಿಕ'ದಿಂದ "ಸಮ್ಮಿಶ್ರಕ್ಕೆ'ಮಾ ಮಾತ್ರ ಬದಲಾವಣೆಯನ್ನು ಅಪೇಕ್ಷಿಸುತ್ತ 
ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿರುವಂತೆ, 
ಪರಿವರ್ತನಾ ಗುಣಾಕಾರವನ್ನೂ ಸದ್ಭ ಶವಾಗಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗುವುದು. `ಿರ್ದೇಶಕಗಳು, 
ಪ್ರಕಿಬಿಂಬನ, ವಿಲೆ ರೋಮಸಾಧ್ಯ ಪೆರಿಕರ್ಮಿ ಅಥವಾ ಮಾತೃಕೆ, ಸ್ವಯಂಬಿಂಬನ, 
ವ್ಯಸ್ತ, ಕರ್ಣರೀಖೀಯ ಮಾತ ಕೆಗಳು ಒಂದು ಮಾತೃ ಕೆಯ ರ್ಕೂರೇಖೆ, ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ 
ಬದಲಾವಣೆ ಮತ್ತು ಊರ್ಧ್ವ ತ್ರಿಕೋನೀಯ ಮಾತೃ ಕೆಗಳು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದ್ಧ ೈಶಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿವೆ. 
ನಿರ್ಧಾರಕದ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನ ಮತ್ತು ಏಕ್ಳೆ ಕತೆಯು ಅಧ್ಯಾಯ 9 ಭಾಗ6 ರ ಎಲ್ಲ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳೊಂದಿಗೆ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ಕಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತದೆ. ಅಧ್ಯಾಯ 
2, ಭಾಗ7 ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಕುತೂಹಲನನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ ಸಮಿ ಶ್ರಸ ಸದ್ಭ ಶವನ್ನು 
ಹೊಂದಿಲ್ಲ. ಅಧ್ಯಾಯ 2ರ ಭಾಗ 1 ರಿಂದನಿರ ವರೆಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೆಲವು 
ಮಾರ್ಪಾಡುಗಳೊಡನೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಈಗ ನೋಡೋಣ. 


೩-೩4 ಆಗಿರಲಿ. ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ 1-1! ಯನ್ನು %ದ ಸಂಯುಗ್ಮಿ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು ೩ ದಿಂದ ಸಂಕೇಕಿಸುತ್ತೇವೆ. (ಅನೇಕಸಲ 
"ಇದ ತರೆಕಟ್ಟು' ಅಥವಾ "೩ - ಸಂಯುಗ್ಮಿ 'ಎಂದು ಓದುತ್ತೇವೆ. ) ಸಂಯುಗ್ಮಿತೆಯ 
ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


(8) aw ಮ್‌ 

(0) (೩4 3)/2 ಯು ದ ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗವಾಗಿದೆ; (a-2)/2i 
ಯು ಜದ ಊಹ್ಯಭಾಗವಾಗಿದೆ, 

(1) (c) a¥B)=a+h 

(d) (a8) = 98> 

(9) ಇಯು ಕೇವಲ ೩-೩ ಚಿಗಿದ್ದ ಕೆ ಮಾತ್ರ ವಾಕ್ತವಿಕವಾಗಿರೆ, 

(#) 44ಎ03 8, ಇದು ಇ -0*.॥. ಆಗಿದ್ದರೆ, 


ಇವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ್ಕಾ ವಿಸಬಹುದು. (1 1) ಸುಣಧರ್ಮಧಿಂದ ಮುಂದಿನ 
ತೀರ್ಮಾನವು ' ಉಂಟಾಗುತ್ತ ಜಿ [ಜ| ದಿಂದ ಸಂಜೆಳಿಸಬ್ಬಟ್ಟರುವ .೩ ಫಿನಫೇಶ 
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ಬೆಲೆಯು, ೩೫-೩-41 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಎ ೩/0 -- 02 ನಿಂದ ಮ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟರ ೩ 
ನಿರಪೇಕ್ಷ ಬೆಲೆಯ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


(8) |೫| >೦, ಇದು ೬4೧, 0/೦ ಆಗಿದ್ದರೆ, 
(b) Jal* + ಇಡು 

(2) (೧) lal ='w 18 
(d) la+E| 5/46: 

(24) ಯು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಕುದ್ರವಾಗಿರದಿದ್ದ ರೂ ಇವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಸ್ಕಾ ಏಿಸಬಹುದು. ಈಗ ನಾವು ಕೆಳಗಿರುವ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವ, (N.Y) 
ಎರಡು ಸದಿಶ ಚರಾಂಕಗಳಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುವ, ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
ಒಂದು ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ೪ ಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಸಮ್ಮ) ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ 
ಉತ್ಪನ್ನದಂತೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತೇನೆ : 

(a) (MY) ಮಾ (YX) 
(೧) (@X+ BZY ಎ (೨೧1) -6(2,187) a ಮತ್ತು 
8 ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರಕ್ಕೈ, 
(3) (0) (Wa Y+ BZ)+ aK 8) ANZ) ೩ ಮತ್ತು 
6 ಸನ್ಮಿ ಶ್ರಕ್ಕೆ, 
(6) (¥,X)>0, X40 ಆಗಿದ್ದರೆ. 

(3) ಯು (34) ಮತ್ತು (38) ಯ ಒಂನು ಪರಿಣಾಮವಾಗಿದೆ. (¥,X) 
(2,3) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (ಶಿ) ಯು (77 3) ಯು ವಳಸ್ತವಿಕವಾಗಿದೆ ಎಂಟ 
ಭರವಸೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ಜೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ. (೫೫): ಅನ್ನು [೫] ನಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು ಈ ನಾನೃಣಾಶ್ಮಕ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ೫ ನ ಉಷ್ಣ 
ಅಥವಾ ನಾರ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆಕತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾಕೆ 
ಕೊಡನೆ ಅಧ್ಯಾಯ 1ರ, 1 ರಿಂದ 8ನೇ ಭಾಗದವರೆಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು, ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಯಗಳಿಗೆ ಎಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಸಮಾಂತರ ಚೆತುರ್ಥುಜವ ಫಿಯನು, 
ಒಂದು -ಸದಿತವ ಮೇಲೆ ಇನ್ನೊಂದರ ಉತ ಸ್ನೇಪ, ಲಂಬೀಯ, ಲಂಬ 
ಮತ್ತು ಶ್ರಿಕೋಷ ಅಸಮ ತೆಯಂಥ ಪಹತುಂಣಗಳನ್ನು ಇವು ಸೆಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 
ಕೇರ ಜ್ಯಾಮಿತಿಕ ಸದೃಶಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲದೆ ಇದ್ದರೂ ಉಳದೊಗಪತ್ತಿನೆ, 
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ಉದಾಹರಣೆಗೆ, (3೧%) 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ೫ ಮತ್ತು ೫ ಗಳು ಲಂಬನಾಗಿನೆ 
ಅಥವಾ ಲಂಬೀಯವನಾಗಿನೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಮೊದಲಿನಂತೆಯೇ ಈ ಪರಿಕಲ್ಪನ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಮಸ್ಟಿ ¥' ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ದತ್ತ ಆಂತರಿಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧ ಕ್ಸ ಸಂಬಂಧಕವಾಗಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಧ್ರುವೀಕರಣ ಸಾಮ್ಯಕವು (ತಧ್ಯಾಯ 
2, ಭಾಗ2 ರ (11) ] ಕೊಂಚ ಮಾರ್ಪಾಡನ್ನು ಅಪೇಕ್ಷಿಸುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗುವುದು. 


ಲಂಬೀಯ ಮತ್ತು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಗಳು ಸ್ಟ್ವಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆ ಮತ್ತು 
ಗ್ರಾಮ್‌-ಸ್ಕ್ಮಿಡ್ಜ್‌ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನಗಳ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು, ಸಾಧನೆಗಳಲ್ಲಿ "ವಾಸ್ತವಿಕಕ್ಕ' 
"ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ'ವನ್ನು ಪ್ರತಿಸ್ಮಾ ನಿಸುಪುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಸಂಯುಗ್ಮಿತೆಯ ಗುಣಧರ್ಮಗಳನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಿಂದ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. 


(೧? ಸಮಸ್ಟಿ ಯಲ್ಲಿರುವ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಕೆಳಗಿರುವುದ 
ರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಸುತ್ತೇವೆ. 
( (Xx Xe Xx) (1 Po Pa) ) = 21೪. + 2೫2ರ 
ed 2:೫೧ 


`ಈ-ವಾಖ್ಯಾನಪು (3) ನ್ಕು ಪಾಲಿಸುವುದರಿಂದ, ಈ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಒಂದು 
ಗುಣಲಬ್ಧವಾಗಿದೆ. - 


(4) 


ಅಧ್ಯಾಯ 2, ಭಾಗ 4ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು, ವಿಶೇಷವಾಗಿ ತುಂಬ ಉಪಯುಕ್ತ 
ಪ್ರಮೇಯ 16, ಕೂಡಟೇ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಾನವು (ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ, ಅಸ್ತಿತ್ವವೂ) ತಕ್ಷಣ ವಿಸ್ತಲಿಸು 
ತ್ತದೆ. ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯ ಮಾತೃಕೆ ವಿವರಣೆಯು ಒಂದು ಸಣ್ಣ ಮಾರ್ಪಾಡನ್ನು 
'ಅಪೇಫ್ರಿಸುತ್ತದೆ.. (2೧ 37) ಯು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಮಸ್ಪಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬವಾಗಿರಲಿ, 7 ಯು ಭಳ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸರಳ ಸರಿಕರ್ಮಿ 
ಯ್ಲಾರಿರಲಿ ಮತ್ತು (21, ೫% ಎ ೫1] ಯು 7 ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಆಧಾನವಾಗಿರಲಿ.. ಕ್ಕೆ ಯು: 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು, . 8 ಯು 7*ಯೆ 
ಹಾಕೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ.. ಆಗ 4 (TX',X') [ನೋಡಿ, ಅಧ್ಯಾಯ 2,. ಭಾಗ 
SH]: ಮತ್ತು. THX XY : ಆದರೆ (IXY Xe 
(NTN) ಅಗುವುಡರಿಂದ ಔಡ 4. ಈ ಕಾರಣಕ್ಕಾಗಿ B ಯನ್ನು Ae 
“ಸಂಯುಗ್ಮಿ ಸ್ಥಾನಪಲ್ಲಟನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ ಪುತ್ತು 8 ಯನ್ನು 4” ನಿಂದ 
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ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತೀವೆ. 4 ಯ ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟನವನ್ನು A ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುವುದನ್ನು 


ಖಂ ಮವರಿಸುತ್ತೆ "ವೆ. 


ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷನಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯು 
ಸ ಅಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ *ೊಶೇಕ್ವವಾಗಿ 7್‌ನ ಮಾತ್ತಕೆ ಸೇ 
ದೆ 


ಈ ಮಾರ್ಪಾಡಿನೊಡನೆ, ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಕೂಡಲೇ 
ರುಣಿಂಡುವರಿಯುತ್ತೇವೆ, ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 7ಯು, 7*೩7 ಅಗಿದೆ 
ಸ್ಯ ನಾರ್ತಬಂಧಿ ಅಥವಾ ಹರ್ಮಿಸಿಯನ್‌- ಎಂದೂ ಮತ್ತು 7* 7 ಆಗಿದ್ದೆ 
ಏಷ ಸಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಅಥವಾ ವಿಷಮ ಹರ್ನಿಷಿಯನ್‌ ಎಂದೂ, ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ 
ಮಾತೃ ಕೆಗಳನ್ನು ಇದೀ ರೀತಿಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಗಳಿಂದ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 4 ಯು ಸ್ವ 
ಆನುಬಂಧಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, 4 ಯ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ವಾಸ್ತ ಸ್ವವಿಕವಾಗಿರೆ 
ಚೆ'ಕೆ೨ರು ನ್ನ್ನ ನಮನ" ರಿ ಇದು, 2. 1 ಗೆ 4 ಇ ಎಂಬ ಸಂಗತಿ 
ಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅಧ್ಯಾಯ 8ರ ಭಾಗ 1 ರಿಂದ ೫8 ರ ವರೆಗಿನ ವ್ಯಾ: ್ಯಾನಗಳು ಮತ್ತು 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಎಂದಿನಂತೆ "ವಾಸ ಸವಿಕ'ಕೈ *ಸನ್ಮಿಶ್ರ'ದ ಪ್ರತಿಸ್ಥಾಪ ನೆಯಿಂದ 
ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತವೆ. 'ಆಧ್ಯಾಯ 3, ಭಾಗ 4ರ ಪ್ರವೇಯ 20 ಮತ್ತು 21 
ಸ ಲಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಬ ಮಾಂಗ ತ ಪಂಕರ್ಮಿಗಳ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳೂ 
ಕುರ್ಮಿಷಿಯನ್‌ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ ಸಾಧನೆಗಳು ಸುಲಭತರವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಇದರ 
ಕಾರಣವು ಸ್ಪ ಷ್ಟ ವಾಗಿರಬೇಕು. ಪ್ರಮೇಯ 22 ರ ಸಾಧನೆಯ ಕಠಿಣತೆಗೆ ಮುಖ್ನನಾಗಿ 
ಕಾರಣವಾಗಿದ್ದ. ದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಮೂಲಗಳಿಲ್ಲದ ವರ್ಗ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಶಕ್ಯ ಅಸ್ತಿತ್ವ 
ವನ್ನು 7 ಗೆ "ಕನಿಷ್ಕ ಬಹುಸದಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಸ್ಕರಿಸುವ ಅವಶ್ಯಕತೆ. ಈ ಕಷ್ಟಗಳು 
ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ ಉದ ಸವಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ, : ಯಾವುದೇ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಬಹು ` 
ಪದಿಯು ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸರಳ ಅಡವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅಸವರ್ತನಗೊಳ್ಳ ಬಲ್ಲುದು. 


ಅಧ್ಯ ಯ 4, ಭಾಗ 1.ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸುಲಭವಾಗಿ. 'ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರಪ್ರ ಸಂಗಕ್ಕೆ 
ಸರಿಸುತ್ತ... - ಉದಾಹರಣೆಗೆ . ಯಿ 


೩? 
೨ 


57ಎ 75 ಆಗಿರುವಂತೆ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸಮಸಷಿ 
(11) ೪ ಯಾ-ಸೇಲಿನ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಪರಿಕರಗಳು" KY ಮತ್ತು 7 ಆಗಿದ್ದ ಕ್ಲ 
ಅಗ $ ಮತ್ತು 7 ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಸ್ವರ್ಯೂಪಾಂಕ ಸದಿಕಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 


ಒಂದು ಆಧಾರ (೫! ೫5%... ೫) ವು 7 ಗೆಇದೆ. 
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(6)ರ ಸಾಧನೆಯು ಎಂದಿನಂತೆ "ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ'ಗೆ "ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ'ಯೆ 
ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಸನೆಯೊಡನೆ ಪ್ರಮೇಯ 28 ರ ಸಾಧನೆಯೇ ಆಗಿದೆ. 

ಅಧ್ಯಾಯ 4 ರ 2 ಮತ್ತು 3ನೇ ಭಾಗಗಳ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಭಾಗ 6ರಲ್ಲಿ 
ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ ನಿಸ್ತರಿಸುವುವು. 


1, 


(81 


(0) 


(0) 


(೮) 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
(34. 1) 4 6}- 2/2 - 1) ನ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮತ್ತು 
ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1/(2 + 3;)ನ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(೨-/)/(3 T)(6- 20+ (137) ನ' ವಾಸ್ತವಿಕ 


ಮತ್ತು ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಜ| - 1ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಇ ಇ 1/ಇ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


(6) ೩-(3 -6/)/(2 - 1) ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ || ವನ್ನು ಕಂಡು 


ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) (20) ಯು ಸಫಲವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 


(9) 


(೧), 


a=a+ia ಮತ್ತು B=b,+ib, ಆಗಿದ್ದರೆ, (1f ) 
ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ [+87 ಅನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡಿರಿ. 


ಅನಂತರ 20,b,+20b, < 2(a2) (bt + 2) 


ಅನ್ನು ಬೊರಕಿಸಲು ಸ್ಮ್ಯ್ವಾರ್ಜ್‌ ಅಸಮತೆಯನ್ನು ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರಿ.) 

ಕೇವಲ 83;ಆ4) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಬಹುಪದಿ 4 81 +) 
ಯು ಎರಡು ವಿಶಿಷ್ಟ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಕೆಳಗಿರುವುದರ ನಿರಪೇಕ್ಷ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1-1೩... 8 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫೆರಿತಂ೦ಶಗಳು ಮೆತ್ತು ಸಮ್ಮಿತೈ ಪ್ರಸಂಗೆ ೫ 13 


(1) ಇ ಅನ್ನು ಧ್ರುವ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವುದರಿಂದ ಇ ದೆ.ವರ್ಗ 
ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಜಃ ಆಗಿದ್ದು, 
a ಮೆತ್ತು ) ವಾಸ್ತವಿಕಗಳಾಗಿದ್ದರ್ಕೆ ಆಗ ಗ೭ಡ +h 
ಮತ್ತು 8 ಎ101-((ಗ/0) ಆಗಿರುಲ್ಲಿ ೧-೯ 0098, 
61 81೧8. ಥೈ ಎ1? [cos (0/8) + isin(8/2)] 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಕೆಳೆಗಿನಂತಿದ್ದರೆ, 


B= | cos ಆ + isin (1 ** 7] 


2. 


ಆಗ ೫-81 ಎ 8: ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಸ್ಥಾನ, ಶೂನ್ಯತೆ 
ಮತ್ತು ವ್ಯಸ್ತ ಸ ವಸ್ಸು ಅದು ಈ ತ್ವ ದಲ್ಲಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


1 1 11 ; (0) [83 ; 07 
1] 1 1 1 ೨ 1 
0 141 0 0 2 1 1] 
2 0 22; 


i 1 3; 0 1 


“| 1 ] (0) [4-1 143 12; 6 
01 1 
1 


3. 


51. 1451 ೬) ೬! 
ತಿ 1 0 


i i 
ಕೆಳಗಿನಂತಿರುವ ಉಪಸನಸ್ಟಿ ಖಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಒಳ 
ಗೊಳ್ಳುವ (ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 


(8) MSS 1(1, % 3), (15 1 (0,1--3, 0) 
ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಬ್ಬಟ್ಟ :ಉಷಸಮಪ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(b) a+8=y=0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ (ಇ ರ 7) ಗಳ ಗಣವು 
M ಆಗಿದೆ. 


(೦) «8 ಮೆತ್ತು y= ಈಳರುಖಂತೆ ಎಲ್ಲಿ: (ಇ By) ಗಳ 
ಗಣವು Mend. 
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7 ಯು. ಕೆಳಗಿರುವುದರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ರ ಓರುವ ೯ ಮೇಲಿ; 
ಕೇಪೀಯ ಸರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. 
Ta8y) = {in + B+ Bivsiy) 


7 ಯ ಮಾತ್ಸಕೆಯನ್ನು ಕೆಳಗಿರುವ ಆಧಾರಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 


ಕಡುಹು 


ಗಿ. 


) 1(!, ಗಿ! » (1 ೧, 0), (ಗಿ ಗಿ 0)] 

(2) (1 ie 8), (144. 7 ೬. ರಿ, 740), 
(ಗಿ 21 31) ] 

'4ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 4(೧) ಯಲ್ಲಿ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರರಿ 


ಮತ್ತು ೫8 ಯು ಅಭ್ಯಾಸ 4(ಗ) ಯ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮಾತೃಕೆ 
ಯಾಗಿರಲಿ ಸ-! ಗಿ ಎ. ೫ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು 'ಮಾತೃಕೆ p 


ಅನ್ನು ಕಂಡು ಡಿಯಿರಿ. 


ರಬೆ 
ರಚಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಲರ 


(ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವು { (1, 1. 1.) (ಇಗ 10 (2/4 1, 
0,8) | ಆಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಗ್ರಾಮ್‌ ಸ್ಥಿ ಡ್‌ 
ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ (ಗೆ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲ್ಲೂ 
1೨ Y0)> (6), Boy) = an + (at 8) 


( (a> 8B 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಒಂದು 


(a,¥ 8.) (6/5? (6:4 ೫) 
ಸವಮಾುಲಂಬೀಯೆ ಆಧಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (ಗ) - (0811) ಯೊಡನೆ 


ರ .-0ರಸವದಿ: ಶ್ರ ಏಹುಹದಿಗಳೆ ಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿರಲಿ. 


IA 


‘a ~~ 


(8) 41,1} ಯಿಂದ, ನಿರ್ಮಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸ ಸಮಷ್ಟಿಯ ಲಂಬೀಯ 
ಪೂರಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೊ' ಎ 
(0) ಯು Kf = f (0) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ೫'ಯ 
"ಮೇಲಿರುವ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮೌಲಿ ಲ್ಯೀಕೃ ತ ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿರಲಿ. Kf = 
(fe) ಆಗಿರುವಂತೆ [4 ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು” ಬಹುಪದಿ 8 ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: ಪ್ರಮೇಯ 1 16ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು 
ನೋಡಿರಿ] 

Df =d f /dtoದ ವ್ಯಾಜ್ಯ ಟ್ಟ ಭಯ ಮೇಲಿರುವ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ. ಪರಿಕರ್ಮಿಯು . ) ಆಗಿರಲಿ... DA ಒಂದು 
ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . 


(೦) 


10, 


೩1. 


12, 
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ಸಮಿ ಒರು ಸಮಸ್ಪಿ ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ೫ ಮತ್ತು ]' ಸದಿಶಜೋಡಿಗೆ 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಒದು ಸಮ್ಮುಶ್ರ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ ಕನಸ (೩.೫) 
ಆಗಿರಲಿ, “%, Y) ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ 
ಎರಡು ನಿರ್ಬಂಧಗಳು (NY) - (1.2) ಮತ್ತು (2೧3) ೬0 
ಅನ್ನು ಮತ್ತು (3b) ಯನ್ನು ಸಾಲಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಬಣ. 
ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ (೫, ) ) - 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚನೆ : (1೪ (x) ಅನ್ನು ಗಣನೆ. ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಮೊದಲು 
(XX) -0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಅನಂತರ (X.Y) (3... ೫, 
೩.7) -ಕ (೫-3. ೫1-17) ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ) 
(MY) ಯು ಸಮ್ಮಿ ಶ ಶ ಶ್ರ ಸಮಸ್ಟಿ ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧವಾಗಿರಲಿ. ಧು ನೀರಣ ಸಾಮ್ಯ ಕ (XKY)=UX+Y, 
X+YY-}(X-Y DN Te iY) 
-((ಓಿ 2-1೫. %-11) ಅನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಿರಿ. : ' 


TAT (4/6) (08) ಯಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಟ, 02 ಮೇಲಿನ 
ಪರಿವರ್ತನೆಯಾಗಿರಲಿ. (0 ನಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಸ ಮೆತ್ತು Y ಗಳಿಗೆ 
ಮತ್ತು ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತನಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು a ಮತ್ತು ಶಿ ಗಳಿಗೆ T(aX + 
BY) =aTX+bhTY ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ 7 ಯು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.. 


೬1 


` ಇದು ಸಮ್ಮ ಶ್ರ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಆದಕಿ ವಾಸ್ತ ಸ್ತವಿಕ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಅಲ್ಲ 


ಎಂದು ತೋರುಂ, 


ಮಾತೃಕೆಗಳು 4 ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ೫-40 ಯು ಒಂದು ಕರ್ಣ 
'ಕಪೀಯ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು P, ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


i 


; 1 . [೧2 14§ 0 
11೫.1] 


lf 
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| 3) 


ಇದು ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


8-1 242 
A” SL 3; 
1-1 


ಇಲ್ಲಿ 4- B+1C ಆಗಿರುವಂತೆ ಎರಡು ಹರ್ನಿಷಿಯನ್‌ ನಾಕೃಕೆ 
ಗಳು 8 ಮತ್ತು (ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: (ಎ. 
೫.. /( ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 4* ವಿನಾಗಿದೆ?) 


13. 


15.೪ ಯು ೫ x ೩ ಹರ್ಮಿಷಿಯನ್‌ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಂಗ್ರಹವಾಗಿರಲಿ. 
44.8 ಯನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಸಂಕಲನದಿಂದ ಮತ್ತು 24 ಯನ್ನು 


ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರದಿಂದ ಸಾಸ ವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು anೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುವುದ 
ರಿಂದ ೪ ಯೆನ್ನು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಠಿ ಯನ್ನಾಗಿ ಮಾಡ 


ಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 77 ಯ ಆಯಾಮ ಏನಾಗಿದೆ? ) 


16. 4 ಯು ಒಂದು ೫x೫ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವು 
ದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ. 
det (4*) det (4) 
(ಸೂಚನೆ : ಅಧ್ಯಾಯ 2ರ ಭಾಗ6ರ (18) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು 
ನೋಡಿರಿ.] 


Ne ರ ಟ| ಬ». (೧. 1 
4511, il 2 (4 ಸ್ಪ 
¥ 2 ' . 6 


೫[-',48, ಮತ್ತು PB P, ಗಳು 'ಕರ್ಣರೇಖೀಯವಾಗಿರುವಂತೆ 
ಒಂಡು ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಮಾತೃಕೆ P, ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 417 


(148 1.1] 
a [3 11) 
4 ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, “ 


ಭಾಗ 5. ಅಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಮತ್ತು ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಮೇಯ 


ಕರ್ನಾರೇಖ್ಯ ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಒಂದು ಸ್ವರೂನಾಂಕವನ್ನು ಕಮ 1 21 
ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಈ ಪ್ರಮೇಯ ಕನ್ನ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ "ವಾ್ತವಿಕ'ದ ಬದಬಾಗಿ "ಸ 
ಪದವನ್ನು ಪ್ರತಿಸ್ಥಾ ಸಹಿಸಲು ಸರಳ ಪ್ರಸಂಗದ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸ ಸ್ಪಸಂಗಕ್ಕೈ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತ ಮ 
ಪ್ರ ಮೇಯ 22 ರ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದ ನೈಶವನ್ನು ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 


ಪ್ರಮೇಥು 20 ಪುತ್ತು 31 ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗಳ್ಳಾಗಿ ಇಲ್ಲಿ 
ಪುನಃ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ೪ ಯು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮೀಯ ಸಮ್ಮಿಕ 
ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸರಳೆ ನರಿಕರ್ಮಿ 
ಯಾಗಿರಲಿ. 7 ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುನದಿಯನ್ಸು ೫ ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿರಿ. 


a 4 9 ಹಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಕೇವಲ 
೫ ಎ1 -ಜ)(1-ಆರಿ(( - a) ಆಗಿದ್ದಕೆ ಮಾತ್ರ 1ಯು ಕರ್ಣಕೀಖ್ಯ 
ವಾಗಿದೆ. 7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಕೇವಲ ಯಾವುದಾದರೂ ;? ` 
15151, azn; ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ಸ, ೬ ಒಂದು 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ 
ಯಾಗಿದೆ. ಕೆಳಗಿರುವಂತೆ Ep Ey E ಏಕ್ಳೈಕ ಪ್ರಲಂಬಗಳೂ ಉಂಟ್ಕು 


(8) Tea EL +a +E 
(1) (0) 1-೫. ೫,೧... `;್ಟ OO 
(0) EE,=0, ಗ್‌). 


Py Py ಹೀ BP ಗಳು ap a &; ಗಳಿಗೆ ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ 
ಅಂತರ ನಾ ಬಹುಖದಿಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಎ ],2,..., ಗೆ 
“PTY. 


Uy ಹಃ ರ್ಯ ಗಳ. ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಬಾಧಗಳನ್ನು 2ಓಬಿಸುವುದರಿಂದ ಈ 
ನಂಶಾನನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೆ "ಪೆ. " 


[53 
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(1a»b>c) ನಿರ್ಬಂಧಗಳು ಸಫಲವಾಗುವಂತೆ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
(2) 18)" (ವಿಶಿಸ್ಟವಾಗಿರುವುದು ಅವಶ್ಯಕವಲ್ಲ) ಮತ್ತು ಪ್ರಲಂಬ; 
ಗಳು `ಸ... ಗಳು ಇದ್ದ ಕಿಮಾತ್ರ 7ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿಕೆ 


ಈಗ 7 ಯು (XY) ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುವ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಃ 
ನನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಿರಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಪ್ರಶ್ನೆಗೆ ಒಂದು ಉತ್ತ ರವನು 


ಈ 


ಕೊಡಲು ಪ್ರಯತ್ನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


7 ಯ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವ 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ, ನಾವು 7 
(3) ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾ 


ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು? 


(೫, ೫7) ಯು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸುವುದರೊಡನೆ 
ನಾವು ಲ ಮೇಲಿನ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ನೋಡೋಣ. 7 ಯು ಹರ್ಮಿ 
ಸಿಯನ್‌ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಣಾ. 


ಗ ಅ 


{(1,0), (0,8)]ಗೆ ಸಾಫೇಕ್ಷವಾದ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 4 -.4*. 


ಏಕೆಂದರ್ಕೆ 
~~ 
ಬ 6 
8 ಈ 


ಇದರಿಂದ ೬ ಎ೩, 5 ಆಶ, ಮತ್ತು ) ಇಫೆ. ಹೀಗೆ ಇ ಮತ್ತು 6 ಗಳು ವಾಸ್ತವಿ' 


ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
a b+ic 
A= [be d } 
ಇಲ್ಲಿ 0ರ, ಮತ್ತು 4 ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿವೆ. 


4) 0(03462ಗ-(03 0/404- (ಕೌ 0): 
. (ಕ)ರ ಮೂಲಗಳು ಮುಂದಿರುವುದರಿಂದ  ಜೊರೆಯುತ್ತವೆ. ` 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫರಿತಂಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರೆಸಂಗೆ 419 
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ಇದು ಶ್‌ d ಅಥವಾ b 40 ಅಥವಾ ೭4೦ ಆಗಿರಲು ಅಸಮವಾಗಿರುವ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಮೂಲಗಳನ್ನು (4) ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ೧-4 ಮತ್ತು bc 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 ಇ.01. ಇಲ್ಲವಾದರೆ ೧, ಮತ್ತು ೧ ಗಳು (4) ರ ನಿಯತ ಮೂಲ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. |X 1೫೩3. ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ 7X '-೭,೩' ಮತ್ತು 7%3 « 
೧,೩ ಆಗಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಫಲಿತಾಂಶದಿಂದ (೫1, ೫} ಯು 7ಗೆ 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ನ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಭಯು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (XY) ಯೊಡನೆ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಆಯಾಮೀಯ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸಮಷ್ಟಿ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 7.ಯು 

(5) yy ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಕೀಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದೂ ಮತ್ತು 
TX'= aX T*X"= py ಇ| 7 ಡೈ ಯೊಡನೆ ಎಂದೂ 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (೫1 X°)-0. 


(a ದ್‌ a) (XD X") = (| XA" ೩೫12) -(೫೪', 02 ೩3) = 
(TX, XN XLT* ೫2) ಎ0. nF ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, (2 1, 2) 
0 ಎಂದು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. 


ಈಗ 7*T=1 ಆಗಿರುವಂತಿ 7 ಯು: ೫02 ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಿಯೆ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಇಟ್ಟ್ರಕೊಳೊ ಸಣ. 


sk 


{ (1,0), (0, 1) ] ಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 4*4 
=f} ಇದರಿಂದ 1 


1¥kf al, ay+ 68೬0. 





(6) lat +16 1) 
ಅದೂ ಅಲ್ಲದೆ ' 


(1 4 (4) -1 ಆಗುವುದರಿಂದ [68 - 61-13 


ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬಿಗಣೆತೆ 


(6) ಮತ್ತು (7) ರ ಗುಣಭರ್ಮಗಳು ಛೇ (11 - ಹ) ಯೆ ಮೂಲಗಳನ್ನು 
ನಿರ್ಧರಿಸುವುದನ್ನು ` ಸುಲಭಗೊಳಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಅಧ್ಯಾಯ 3, ಭಾಗ2ರ (15) ರಿಂದ. 
'ಈ ಬಹುಪದಿಯು ಒಂದು ಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ವೆ. 


(8) det (11- 4) -(1-ಸ)((-/) 
ಹೀಗಿ ಮೆತ್ತು // ಗಳು 7 ಯೆ ಸ್ವೆರೂಪಾಂಕೆ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿವೆ. 71 2% 
ಆಗಿರುವಂತೆ %';:0 ಆಗಿರಿಲಿ. ಆಗ(೫, &8) ಎ (17%) - (78171) 
=(A XNAX) = (೫) ಆಗುವುಡರಿಂದ, |)8 ಎ. 1.' ಹಾಗೆಯೇ 1. 
ಪ್ರಮೇಯ 10 ರಿಂದ 7*72ಎ 7 ಆಗುವುದೆರಿಕದೆ 77* ಎ1 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇನೆ. 
ಹಗೆ OTN - 718 -(7317%) -(7%. 1೫1) - (ಬಾಗಿ. 
(೫.3೫) ಆ (777%,1) -(7%%) - ೬3,717)..(೫.)೫) 
(TTX 3%) -%(ಸ7*%) -ಸ(7*8% 1%) + MBX NX) ಎ 
(TEXT) - GKTEX)- (TEXAX)+ KAA) =T*K 
AXP. 
ಹೀಗೆ 7 ¥ ಎ೫. ಸಾಮ್ಯಕೆಗಳ ಈ ಸಂಗ್ರಹವು ಕೇವಲ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಛದ ಗೆಣಭ್ಛರ್ಮೆಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು 77 = 77* ಎಂಬ ಸಂಗತಿಯನ್ನೂ ಮಾತ್ರ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿದುದರಿಂದ ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಈ ಕೆಳಗಿರುವುದನ್ನು ಸಾಧಿಸಲಾಯಿತು. 
೪ ಯು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (NY ) ಯೊಡನೆ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
'ಸೆದಿಕ ಸೆಮೆಹಿ, ಎಂದು. ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೊ ೇಣ ಮತ್ತು 7*7- 7 
(9) ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಯು ೪ ಯ ಲಿರುವ ಒಂದು ರೇಹೀಯ ಖಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಕೇವಲ 7*N- AX ಆಗಿದ್ದ ರೆ 
ಮಾತ್ರ 7%ಎಸ. 
ಮೊದಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಕೋಡಿ. ಸಿ, ಆಗಿದ್ದರೆ (1111 (31. 
1 ಮತ್ತು 7% ಎ 321 773: 4X" ಆಗಿರುವಂತೆ ಸಃ ಮತ್ತು ೫ ಗಳನ್ನು 
ಆಯ್ಕೆ ಜೂಡಿ. ESN NE ಅಗಿರುವುದರಿಂದ್ಯ: XX )=0 
ಎಂದು (5) ರಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ (1, ೩2] ಯು 7'ಗೆ ಸ್ವರೊಪಾಂಕ 
ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ 0೮ ನ ಒಂದಂ ಸಮಲಂಜೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ: Amu 
ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗವನ್ನು ಒಂದು ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಬಿಜೋಣಿ. (11, %*) ಎ೦ ಎಂಬ 
ಸಾಧನೆಯು ಬದಲಾವಣೆಯಿಲ್ಲಜಿ ಮುಂದಿನದನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣ 


ಗೊಳ್ಳುವುದಿಂಬುದನ್ನು ಗಮಧಿಸಿರ, | 


ರಿ: 


ಸಂಶೀರ್ಣ ಫಲಿಕಾಂಶಗಳಂ ಬುತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 43%. 


'V ಮಕ್ತು 7ಗಳು (9) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಇರಲಿ, ಇದರಿಂದ 37ಎ 
(10) 773. 3೫ ಮತ್ತು 7131೬1೫1, THX? ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ (23, 13) 0. 


pT ಅಥವಾ 7*17ಎ ಆಗಿರುವಂತೆ 7 ಯು (೧% ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (3) ರ ಉತ್ತರವು ಧನಾತ್ಮಕೆವಾಗಿದೆ. ಳ್‌? 
= 1 ಆಗಿರುವ ಪ್ರಸಂಗದಲ್ಲಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯ ದಾಖಲಾತಿಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ಮಾಡಿದ ಗಣನೆಯು ಸಾಕಸ್ಟು ಕಠಿಣವಾಗಿದೆ. (9) ಮತ್ತು (10) ಪರಿಣಾಮಗಳು 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬದೆ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಗಣನೆಗಳಿಂದ ದೊರೆತಿವೆ. ಮತ್ತು (3)ಕ್ಕೆ ಒಂದು. 
ಉತ್ತರವನ್ನು ದೊರಕಿಸುವಲ್ಲಿ 777 277* ನಿರ್ಬಂಧವು ಅನಕ್ಯವೆಂಬುದನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 7*7- 77* ನಿರ್ಬಂಧವು (3) ನ್ನು ಪಾಲಿಸಲು 7ಗೆ ನಿಶ್ಚಿತ 
ವಾಗಿ ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, (3) ಕ್ಕೆ ಉತ್ತರವು ಧನವಾಗಿರುವ ಕೇಪೀಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿ 7 ಆಗಿರಲಿ. 7'ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಕಗಳಿಂದ ಕೂಡಿದ ೪ ಯ ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ (೫1, ೫5%, ..., ೩] ಇರಲಿ; ;೭1,2..ಗಗೆ 
7% '=a,X' ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 1 ಯು (771. y.., ೫ಾ)ಗೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7 ಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


೫ 0...0 
(11) A 0 ಔಡ) 0 
0 0.8 


ಈ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 4*ಯು 7*ನ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 


$, 0..೪ 
(18) ತಗೆದು 0%; 0 
೪ ೦. 


i" 4 ಡೆಕ್‌ ಅಗಿದೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಹ್ಟಟಾನಿದೆ. ಅಡ್ಡ ಕಡ IT TT. 


| 77-77" ಆಗಿದ್ದರೆ, ೪ ಯ ಮೇಲಿಕುವ ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಸಂಕರ್ಜಾ 
ರನ್ನು ಅಂಬವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 5 ಉತ ಶ್ರರವನ್ನು ಮುಂದಿಷ 


ಸವೆಹಯದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. . 
' ಪ್ರಭು 26: (ಮಿಥ್ಯೆ ಜ್ರನೇಚ). ಅತೆಂಕೆ ಗಡಿಯ (KY 


482 . ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


ಇರುವ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 'ಆಯಾಮೀಯ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಪಿಯು p 
ಇರಲಿ ಮತ್ತು 7 ಯು ೪ ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಕೇಖಾತ್ಮಕ'ಪ ಪರಿಕರ್ಮಿ 

ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೊ ಕಣ, ಆಗ ಕೇವಲ 7' ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರಿ ಮಾತ್ರ 

/ಯು?7ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶಗಳಿಂದ. ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 


ಆಧಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 

. ಸಾಧನೆ. ೪ ಯು ಇಂಥ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ 7ಯು 
ಂಬವಾಗಿನೆ ಎಂದು (11)ಮತ್ತು (19) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ; ಆದ್ದ ರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ ಕೇನಲ 
ವಿಲೋಮವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಸಾಧಿಸಜೇಕು. 

7ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು 7ಸೆ pಯು ಕನಿಷ್ಠ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ 

ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಅಧ್ಯಾಯ ತಿ, ಭಾಗ2 ರ (15) ರಿಂದ ` ಯು 
ರೇಖೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಅನವರ್ತನಗೊಳ್ಳುವುದಿಲ್ಲ. ಗ ಯು ಪುನರಾವರ್ತಿತ 
ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. P-(1- ೩). Pಯು 
(1-6) ಅನ್ನು ಭಾಗಸುವುದಿ್ಬ ವಾದ್ಯದ. (7 - ala T)X# 0 ಆಗಿರು 
ವಂತೆ ೫ ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರಲಿ ಮತ್ತು Y= (7:- aI) T)X ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
(T-al)y=(T- TN PTIX=0. (9) ರಿಂದ (7* 
- aly - 0 ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ೫0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 0<(Y,Y) 

= (PIT-al)g (TIX) ಇ((7*-ಇ1)7. ATX) =O 
ಇದು ಒಂದು ವಿರೋಧಾಭಾಸವಾಗಿದೆ. ಗ ಯು ಪುನರಾವರ್ತಿತ ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿಲ್ಲವೆಂದು ತೀರ್ಮಾನಿಸುವುದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯ 21 ರಿಂದ ನಮಗೆ 7 ಯು 
ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಈಗ ನಾವು ಪ್ರಮೇಯ 21ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ನಕಲು ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. 
೫ ೩» ಹಗಳು 7 ಯ ವಿಶಿಷ್ಟ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
Po Pye, ಗಳು ಜ್ಯ» a ಡ್ಯ ಗಳಿಗೆ ಲಾಗ್ರಾಂಜೆ ಅಂತರ್‌ಧ್ರುವೀಕರಣ 


ಬಹುಪದಿಗಳಾಗಿರಲಿ. PAT) ಯನ್ನು £, ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿ. ಆಗ £?- ೫, 
, r ಮತ್ತು (108.೧ ಸಿರ್ಬಂಧಗಳು ಸಫಲವಾಗುತ್ತವೆ. 3 51೬ 


ಗೆ ೫, ಯ ವ್ಯಾಜ್ತಿಗೆ 18/13], .... Xk ] ಯು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 


ಆಧಾರವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 7 - 127], ೫, .... ೫%: ಸ ND ep 
Xs oe XB ೫)... Xk}. ಆಗ, ಪ್ರಮೇಯ 20ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ 


ರುವಂತೆ, 7 ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರ ತಿಯೊಂದೂ 7 ಗೆ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ 
ಮತ್ತು) ಯು ೫7 ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾದ. . ಗಯ ರಚನೆಯಿಂದ, j=1,3, 


i=}, 2) ್‌ 
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೬.3 ಸೈ ಮತ್ತು [12 ಗಳಿಗೆ 1 ಮತ್ತು Xx |=! ಆಗಿದ್ದರೆ 
Xl Xt)e0. ಈಗ ನಾವು (10) ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತೀವೆ. 1ಎ 1,೨... 
ಹ; ಮತ್ತು $51,9, ... ಸ ಮತ್ತು ಎ12, ಎ? ಮುತ್ತು |ಐ 1, 2, 
sr ಗಳಿಗೆ TN! =n! ಮತ್ತು TX} - ಇ೫]. 1% ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
(10) ರಿಂದ (%'!, Xp) -0 ಏಕೆಂದರೆ ೫4:೩: ಇದು )' ಗೆ) :ಯು ಒಂದು 
ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


E, ಪ್ರಲಂಬನಗಳು 7' ಯಿಂದ ಏಿಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತನೆ. ಮತ್ತು 
7 15157 ಗೆ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳು ಎಂದು. ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಫಲಿತಾಂಶ 
ಗಳಿಂದ ಇದು ಸ್ವಯಂಸಿದ್ಧ ವಾಗಿರದಿದ್ದರೂ 


(13) E*=E 1 1,2, ... 7 ಬಂದಿದೆ. 


ಇದನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ನಾನಾ ದಾರಿಗಳಿವೆ. ಕೆಳಗಿರುವ ಎರಡು ಫಲಿತಾಂಶಗಳಲ್ಲಿ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕೆ ಹೊಸ ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವ (12) ರ 
ಒಂದು ಸಾಧನೆಯನ್ನು ನಾವು ಕೊಡುತ್ತೇನೆ. 


T ಯು ಲಂಬ ಮತ್ತು ಇಯು ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಬಹುಸದಿಯಾಗಿದ್ದ. ರೈ 
14 8 
(14) ಆಗೆ £(1) ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 


(15) 559 ಜ0 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ € ಎ0. 


(14)ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಲು £=BFBUEBEY - +8 ಎಂದು 
ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆಗ (7) BIYBT4EBT + ... + BT 
ಆಗುವುದರಿಂದ ((7))* ೨ I+ Te + 8:75)... BAT 
1ಎ 6,1 ಕೈ“. BT ಆಗಿದ್ದರೆ ಅಗ ಇದು fT) 
(87))* ಎಂದು, ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ “Pres PT ಯಾವುದೇ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಎ 1 ಗೆ. ನಾವು €(7)/(7*)-/(3*)8(7)' ಎಂದು 
ತೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. FT) = (7 ))*. ಅಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದು (7) ಯು 
ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತದೆ ಮತ್ತು (14) ನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 


(15) ನ್ನು "ಸಾಧಿಸಲು $*5% 0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳುತ್ತೇನೆ. ಆಗ 
(55703) ಎಂ. (SSX) -(5%/5%) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, $y 
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- 9 ಎಂದು ಕೀರ್ನಾಸಿಸುಕ್ತೇವೆ. 95-0. ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಢವೂ 5°0೧ 
ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧವೂ ಎಲ್ಲ ೫ ಗಳಿಗೆ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 
(13) ರ ಸಾಧನೆಗೆ ಹಿಂದಿರುಗಿ, 7, - ಗ 7) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಹೃಯೂ 7 ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ 
ಸೈಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. (18) ರ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 


E ಯು ಒಂದು ಲಂಬ ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ. ಯು ಸ್ವನಾರ್ಶ್ವ 
(36) ಭಲಯಾಗಿದೆ. 


5 ಯು ಒಂದು ಲಂಬ ಪ್ರಲಂಒನವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ ಮತ್ತು 
5೨-೫-೫೮೯೭ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ S*~E-(EEM=E-EE 
= E-EEP =E"-EE ಹೀಗೆ 5ಎ 5(1- 81) ಮತ್ತು 
= 1*%(1- ₹). ಹ ೫72 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (1-8) 0-0. ಅದ್ದರಿಂದ 
55 E*(I- EJEI- E*)=0. (15) do ಎ0 ನಂದು 
ಶೀರ್ಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ, ಎಂದರೆ, 7 ಎ EE. ಆದ್ದರಿಂದ £* ಎ (೫8*)* ಎ 
E**E*x EE" = E ಇಡು (19) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. (14) ಮತ್ತು 
(16) ರಿಂದ (18) ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 





ಟೀಕೆಗಳು : ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ನಾನಾ ವರ್ಗಗಳು ಲಂಬವಾಗಿರುವುದನ್ನು 
ಸುಲಭವಾಗಿ ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 7 ಯು ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ 7ಎ 7* ಆಗುವುದರಿಂದ 77* ಎ 7: ೩೬ 7*7. UU ಇ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಪ್ರಷೋಯ 10 ರಿಂದ [ಗ್ರ ಇ] ಆಗುವುದರಿಂದ, [*(1 ಇ (1*." ಇದ. 
(6), (1) ಮತ್ತು, (8) ರ ಸಾರ್ಪತ್ರಿಕ ರೂಪವಾಗಿದೆ, ಭ್ರ” ಆಗಿರುವಂಭ 
ಒಂದು ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿ ರ "ಇದನ್ನು ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಏಕಾತ್ಮ 
ಪಶಠಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ. ಮುಂದಿನ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಾವು ಪ್ರತೇಜ 
24 ನ್ನು ಉಸಯೋಗಿಸಿ ಅಂಬ ಶಶಿಕರ್ಮಿಗಳ ವಿವಿಧ ನಿಧಗಳ ಒಂಹು ಫಿತ್ಲೆ "ಷಣೆಯಪಃ 
ಕೊಡುತ್ತೆ "ವೆ. 1 

ಈ ಭಾಗದ ಕರಿತಾ:ತಗಳನ್ನು ಮಾತ್ಯಕೆಗಳೆ ಅನ್ವಯಿಸಬಹುದು... 4 ಯ 
ಒಂದು ಗ) | ಹಮ್ಮಿ ಶ್ರ ನಣಿತೃಳೆಯಾಷಿಡ್ಡಕಿ ಭಗ ,4*,4. ೬. .44' ಆಗಿದ್ದ! 
A ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಛಿ” ಗೆ ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲ! 
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ಕ್ರ ಕೊಟ್ಟದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ ನಿಯತ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷನಾದ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು 
ಆಗಿ ಹೊಂಡಿಕುವ' 0 * ಮೇಲಿನ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯು 7 ಆಗಿರಿ. ಆಗ 
“ನು ಮಾತೃಕೆಯು A* ಆಗಿದೆ. ಹೀಗೆ ಕೇವಲ 7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 

ಸೆಯು ಲಂಬವಾಗಿನೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳೊ ಬಣ. ಆಗ ಪ್ರಮೇಯ 24 ರಿಂದ 
'“ಯುರ್‌ಗೆ ಸ್ವನಹಪಾಂಶ ಸಡಿಶಗಳಿಳದ ಆಗಿರುವ ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ 

ಧಾರ 1 ೫1, N59, ೫%] ಹೊಂದಿದ. jem ‘TX =a, 
(1 ಅಗಿಪಿ ಎಂದು ಮತ್ತು 7"! ಎ (8082p «°°» ಕೈ) ಇಂದು ಇಟ್ಟು 
ಗಳ್ಳೋಣ. (೫, ಸ, > XN} ಸಮಬಂಸೀಯವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ ಕಳಗಿನ 
ರ್ಬಂಧವಿರಬೇಕು. 

7) BuiBu* Bun * + BBs Sw 

155/50 ಮೆತ್ತು (sk: 

7-12, ಗೆ ತನ್ನ ;ನೇ ನೀಟಸಾಲು ಸ! ಅಗಿರುವ ಮಾತೃಕೆಯು U 
ಆಗಿರಲಿ, ಅಂದಕ್ಕೆ 1 <೭ 1 ಜಗ ಮತ್ತು 1೬ / ಆಗಗೆ UB; 0 ಾ 
(ಹೃ) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ. 15157 ಮತ್ತು 1 ಎ ಗೆ ಇರೆ. ಹೀಗೆ (17) 
ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿರುವುದೂ ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


(18) ರ್‌ಂ? 
40 ನ ನೇ ನೀಟಸಾಲು 7% - 8,೩! ಆಗಿನೆ. [ಅಧ್ಯಾಯ 1ರ 
ಭಾಗ 6ರ (19) ನೋಡಿರಿ.) ಹೀಗೆ 





(18) ತ್ನು ಪಾಲಿಸುವ ಒಂದು ಮಾತೃಕೆ ಗ್ರವೆನ್ನು ಒಂದು ಏಕಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆ 

ಎಷು 'ಕಕೆಯಂತ್ರೇವೆಪ್ರಮೇಯ 24 6 ಮಾತೃಕೆ 'ಕೂಪಪ್ರು ಕೆಳಗಿನಂತಿದೆ: 

ಯು ಒಂದು ಬಂಖ ಗಂಗ ಮಾಕೃಕೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಗ ₹140 
ಒಂದು ಕರ್ಕಾರೇಪೀಯ ಮಾತೃಕೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಏಕಾತ್ಮಕ 


(19) 
೫% ೫ ಮಾತೃಕೆ. ಇದೆ. 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ` 


ಕಿ] 
45[ 4 

ಮತ್ತು 4*4 ಎ 7 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. (27-.4)%-೩! 

ಆಗಿರುವಂತೆ ಸ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಬ ಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 4 ಎ) 

ಎಂದು ನೇರ ಗಣನೆಯಿಂಡ ತೋರಿಸಿರಿ, ಇದು (8) ರಲ್ಲಿ A -, 

ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7ಗೆ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ: ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಆಗಿರುವ ಒಂದ. 

. ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರವು 0:ಗೆ ಇದೆ. | 
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2. ಕೆಳಗಿರುವ 0: ಮೇಲಿನ 7 ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ನಿಯಶ ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? 


{a) T (a8) = (3a +I8+(2- i)» -fa+iyp 
(2+) - i8+ 6) : 


(0) 7. (%ರೆ)) = (wm ia, 1% - i8 + )) 
(೦) T (887) = (Bia +i8 + iy) 


(6) T(a87)=((2+i)0 - (1 +2/)8, 
U2 (2+0)8)) ' 


ತಿ. (4) ಎ4, +೪ ಗೈ ಲೆಗಿರುವಲ್ಲಿ (4) 8) =tr(B*A) 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ ದೊಡನೆ ೪ ಯು 2x2 ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಮಾತೃ ಕೆಗಳ 
ಸಮಷ್ಪಿಯಾಗಿರಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿರುವ: ೫, ಯ ಮೇಲಿನ 7 > ಫರಿಕಮಿಗ ಗಳಲ್ಲ 
ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗಳಾಗಿರುವುವು. ಯಾವುವು? ವಿಷಮ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ 
ಗಳಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? , ಏಕಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು ?. 
ಸ್ವ ಪಾಶ್ರ ರ್ವ್ವಬಂಧಿ ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? ಲಂಬವಾಗಿರ್ದು 
ವವು ಹೊತ? [ಸೂಚನೆ :ಮೊದಲು 7* ಅನ್ನು ಗಣನೆ ಮಾಡಿರಿ. 
tr ABD) = (DA 8) ಎಂಬ' ಸಂಗತಿಯು ಸಹಾಯಕವಾಗಿದೆ. 


{Vy 
i 


(8) C= [ 1 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ: PS 4 


0) 
(0) 
(6) C 


(6) 


(f) 


(MC 


(h) 


(8) 


Cc 


ಸಂಕೀರ್ಣ. ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 427. 
C= [; 1 [] she, TA= AC: 


ದ 1 1/4/39 
c=[\jy ಷ್ಠ (ಸಸಿ ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, TA= AC 


(ಗ 


| H ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, TA= 04. 

i 3-17 ಆಗರುವಲ್ಲಿ 

ಬೈ ೫ | ಅಗರನಲ್ಲಿ, TA= AC-CA 
1 0 

C- [ 0) ಆಗಿದವಲ್ಲ, 74-0*40. 


. 9 ಅ 
ಎ [ | ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, 7,4 ಎ ೮40. 
2+i 1-2 
31 1-3 
- ಆಗಿರುವ, 74 - 
C- |i oxi 74-46 
3 ನ್ಗ ` 


A= [; | ಮತ್ತು 8; 4] ನಂದರ. 


| A ಮತ್ತು B ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದೂ ಆದರೆ 4+ 8 ಮತ್ತು 


(0) 


(0 


Cc: 


48 ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ ತೋರಿಸಿರಿ. 


40 ಯು ಲಂಬವಾಗಿಲ್ಲದಂತೆ. 2 x 2 ಹರ್ಮಿಸಿಯನ್‌ 4 
ಮತ್ತು B ಮಾತೃ ಕೆಗಳು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಏಕಾತ್ಮಕ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಎಕಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಅಥವಾ. (8. ಮೇಲಿರುವ- ಕೆಳಗನ. 7. 'ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದೂ ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಪ್ರತಿ 


, `- ಯೊಂದರ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು : : ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 
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6. 
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_ ಇವು ಕೇವಲ 7' ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಸ್ವ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ 
ಗಳಾಗಿವೆ ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿರಿ. “(ನೋಡಿ ಅಭ್ಯಾಸ 11.) 


(8) Tla8)= (3a ~ iB, ia+ B) 

'b 7% B= (ia+(1+i)8 - a+ 8) 

(CY fim) ಇ (ಇರೆ. -a+zi8) 

(ಗ) 7'(ಇ,0ೆ)) ((2+Na-(1 +258, 

(1.೨೧7 * (2-176. 7) 

ಕೆಳಗಿರುವ «೩9 ಮಾತೃ ಕೆಗಳು 4 ಯ ಸ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ, U*AU 

ಯು ಕರ್ಣರೀಖಿ ಸಿಯನಾಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ಏಕಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆ U 

1 ಸ್ತಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(8) [_ z 1.411 (b) 1% ~l+i 
A=} ) A= ಭ | 

ಆ ಯ | 11/3 Vi) 

-1/೪3. iy? 

(4) ff ನಲ್ಲಿ 7 ಯು 02 ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸ್ವ ಪಾಶ್ಶ ಬಂಧಿ 

ಷರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯಸ್ತ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ 

ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿದೆವು. ಈ “ಓಿಭ್ಯಾಸವು ಆ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು 
ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಸುತ್ತದೆ. 

(8) 4 ಯು ಒಂದು ಸ್ವ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ೫% ೧ ಮಾತೃಕೆ ಆಗಿದ್ದರ, 
ಅಗ 4 ಯ ಕರ್ಣರೇಖೆಯ: ಮೇಲಿನ ದಾಖಲಾತಿಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ 
ವಾಗಿನೆ. ಎಂದು ತೊಳುಿಸಿರಿ.. 

(ಹ) 7 ಯು ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಟ್ಟ (೫,7) ಯೊಡಕೆ, ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಮಷ್ಟಿ ;/ ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ರೇಷೀಯ ಪೆರಿಕರ್ಮಿ ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 7=7* ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯ 
ಸೃರಾಪಾಂಕ: ಟಿಕೆಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
(ತೊಚನೆ : ಭಾಗ (೧) ಮತ್ತು (19) ನ್ನು 'ಉನಯೋಗಿಸಿ 

ಕಂತು. ಅಡವ ನೇಗಿ ಇಪನ್ನು' ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 7X 


8. 


10. 


11. 


ಸಲ(ರ್ಣ ಫರಿತಾರಿರಗೆಳು ಮತ್ತು ಸನ್ಮುಕ್ರ ಪ್ರಸಂಗೆ ೩29 


೫.೩20 X50 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (¥ TeX -(7% ೫7) 
- (೫. TN) ಅನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಗಣಿಸಿರಿ.] 


5 ಮತ್ತು 7ಗಳು ಲಂಬಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಮತ್ತು $7=- 75 ಆಗಿದ್ದರೆ, 


ಆಗ $7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. (ಸೂಚನೆ : $7* -7*9 ಮತ್ತು 
$*7 . TS* ಎಂದು ತೋರಿಸುವುದು ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದೆ. (1) ರಲ್ಲಿರು 
ವಂತೆ ಕ E+ aE, +a, E, ಎಂದು ಬರಯಿರಿ. ಆಗ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗ್ರಯೂ 7 ಯಲ್ಲಿನ ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು (13) 
dof” =k. ki isjicrASEzcES 7*ಎ 
afta +: +0, ಆಗಿರುವುದರಿಂದ $ST*=7*S 
ಎನ್ನುವುದು ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ.) 


॥' ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು Xಗೂ 7%[ “172% ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 
ಎಲ್ಲ ¥ ಗಳಿಗೂ ((7*T - 77*). ೬) 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ 
ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಕರಣ ಸಾಮ್ಯಕವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ. ಭಾಗ4 ರ 
ಅಭ್ಯಾಸ 9 ನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 


ಕೇವಲ 7*ಯು 7 ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರಿ ಮಾತ್ರ 7 
ಯು ಅಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : (1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 
TeaE+taE+- +a, "ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (13) ರಿಂದೆ 
7* aE +a + aE, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗ್ರ ಯೂ 
7 ಯಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದೆ.] 


7 ಯು ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಾಗಿರಲಿ. 7 ಯ ಮಘ್ಯ ಪ್ರಲಂಜನಗಳು ಲಂಬ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ : 
(16) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಮತ್ತು (1) ರಿಂದ 7* ಚಿನ್ನು ಗಣಿಸಿರಿ.] 


ಈ ಅಭ್ಯಾಸವು ಪ್ರಮೇಯ 24ರ ಒಂದು ಪರ್ಯಾಯ ಸಾಧನೆಯ 
ರೂಪರೀಖೆಯನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


(8) ಖಹಯು 7 ಗೆ ಓಂದು ಶಿಕ್ಚರ ಉಪಸಮಸಷ್ಟಿಹಕಾಗಿದ್ದೆರೆ, ಆಗ: 
M ಯು 7*ಗೆ ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮೆಷ್ವಿಯಾಗಿದೆ ಎಂದು- 
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ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಸಯು Mನನಿದ್ದು Y ಯು 
M:ದಲ್ಲಿದ್ದಕಿ, ಆಗ (7*7,3) ಎ (೫7%) -0.] 

(0) ' ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇನು 7ಯ 
ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಜಿರೆಯಾಗಿರಲಿ (ಅಧ್ಯಾಯ 8 ರ ಭಾಗ 
2ರ (15) ರಿಂದ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಅಂತಹ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
ಬೆಲೆಯು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದೆ)... 831 ನೊಡನೆ TX ' 4 
y: end. AX ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಉಪ 
ಸಮಸ್ಪಿ ಯು ಗಿ! ಆಗಿರಲಿ. 7 ಮತ್ತು 7* ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ 
1/ ಮತ್ತು ಹ" ಗಳು ನಿಶ್ಚರವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
[ಸೂಚೆನೆ : ಭಾಗ (0) ಮತ್ತು (೨) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ, ] 

ಇರಲಿ. ಗಿ/*ನಲ್ಲಿರುವ ಗೆ 

ಸಲ್ಪಲ್ಪಿರುವ' M ಮೇಲಿರುವ 

T, ಯೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು 

(ಗಿ) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ, 

*Y=T*Y ಎಂದು 
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(c) M5» (b) ಯಲ್ಲಿರುವಂತೆ 
TX TX ನಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿ 
ಪಂಕರ್ಮಿಯು 7, ಆಗಿರಲಿ. 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 
1/,-ದಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ Yಗಳಿಗೆ 7, 
ತೋರಿಸಿರಿ.] 

(6) ಭಾಗ (ರ) ಮತ್ತು (೧ ಗಳ ಪುನರಾವರ್ತಿತ ಅನ್ವಯಗಳಿಕಿದ 

ಪ್ರಮೇಯ 24 ನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: /.ದ ರಚನೆಯು 

ಸಾಯು 7, ಗ ಉದ್ದ ಒಂದು ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ಸ್ವರಣ 
ಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿದ್ದರೆ,. ಆಗ (೫X) ೫3) ಎ9 ಎಂದು 

ತೋರಿಸುತ್ತದೆ.] ` 1.146 


ಭಾಗ 6. ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಮೇಯದ ಕೆಲವು ಪರಿಣಾಮಗಳು ' 
ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಲಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳೆ ವಿವಿಧ ವರ್ಗಗಳನ್ನು ಅಧ್ಯಯನ ಮಾಡು 
ಕ್ರೀವ. ವರ್ಗಗಳಲ್ಲಿ “ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಸರಳೆ ವಿವರಣೆಯನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. ಮೂಲಭೂತವಾಗಿ ಒಂದೇ ಆಗಿರುವ ಎರಡು 
ವಿಧಾನಗಳಿಂದ ಇದನ್ನು ಮಾಡಬಹುದು. ನಾವು ಒಂದು ಸಮಲಂಬೀಯ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 
' ನಿರೂಪಣೆಗೆ,' ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಸಫಲ 


ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 7'ಯ ಯಾವುದೇ ಮಾತೃಕೆ 
ವಾಗುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಹೀಗೆ ಒಂಡು. ಕರ್ಣರೇಖಾತ್ಮಕ ಮಾತೃಕೆಯ: ಪದಗಳಲ್ಲಿ, ವಿವರಿಸ 


ಬಹುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು : ಅಥವಾ 7ನ : ಬೀಜೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಅದರ ಮಿಥ್ಯ 


- ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಮುತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ 431 


ಪ್ರಲಂಬನಗಳೆ ಪದಗಳಲ್ಲಿ: ಬಳಸಬಹುದು. .ನಾವು ಎರಡನೆಯ. ಉಪಕರಣವನ್ನು 
ಬಳಸುತ್ತೇವೆ. ಲಂಬಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಂತೆ ವರ್ತಿಸುತ್ತವೆ. 


ಈ ಭಾಗದ ಉದ್ದಕ್ಕೂ ೪” ಯನ್ನು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಆಯಾಮದ ಸಮ್ಮ! ಕ್ರ 
ಸದಿಶ ಸಮಸ್ಟಿ (X, Y) ಆಂತರಿಕ 'ಗುಣಲಬ್ಧ ಹೊಂದಿನೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳು 
ತ್ರ್ವೇವೆ. ಉದ್ಭ, ಕೋನ ಮತ್ತು ಪಾಶ ್ವ್ವ ಬಂಧಿಯ ಎಲ್ಲ ಉಲ್ಲೇಖಗಳೂ ಈ ೨ಂತಂಕ 
ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಜೇ “ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಅನ್ವಯದ ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಭಾಗ 8ರ 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಆವು ಉಪಯೋಗಿಸಲ್ಪ ಡು ರೂಪದಲ್ಲೇ ಉಲ್ಲೆ (ಖಿಸುತ್ತೇವೆ. 


7ಯು ಭಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಲಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರುವುದು ಕೇವಲ 
ಸಮಿ, ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು" ಯಯ ಬಯ್ಯ ಮತ್ತು ಪ್ರಲಂಬನಗಳು £,, ಗ, ..., ೫, 
ಗಳು ಳಗಿನಂತ ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 


(a) T =a E+mE+ +a, 
(b) I=E+E+- +E, 
(1) (೦) EE, =0 ij 
(೮) E*=E?=E20 i=12,.r 
ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ ಇ )೩೪---೨೫, ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ £, ಪ್ರಲಂಬನ 
ಗಳು (೧0/೧0) ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ ಎಕ್ಸೆಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. ' 


. ಇದು ಪ್ರಮೇಯ 24ರ ಮತ್ತು ಭಾಗ ರರ (1) ಮತ್ತು (13) ರ ಒಂದು 
ಮರು- ನಿರೂಪಸೆಯಾಗಿದೆ.. `ಈ ಭಾಗದಲ್ಲಿನ (1) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವಾಗ ನಾವು: 
ಹಡು: ಡ; ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ವಾಗಿನೆ ಎಂದು ಗ್ರ ಸುತ್ತಿ "ವೆ. 


ಕೆಳಗಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶವು ವಾಸ್ತವಿಕ. ಸದಿಶ ಸಮಶ್ಪಿ ಗಳ | ಮೇಲಿನ ಸಮಾಂಗ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ . ನಿಜವಲ್ಲ. ಅದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ . ಸಂಯುಗ್ಮಿ: Fy ಮತ್ತು. ಢ್ರೃವೀಕರಣ: : 
ಸಾಮ್ಯಕದ ಗುಣಧರ್ಮಗಳ ಒಂದು ಪರಿಣಾಮವೂ. ಆಗಿವೆ... . (ನೋಡಿ ಅಭ್ಯಾಸ ೪, - 
ಭಾಗ 4). 


KR ಕೇವಲ ಯಲ್ಲಿರುವ ಕ್ರಿ ಕ್ರ ಯೊಂದು ¥ ಗೆ (TX. ಯು: ವಾಸ್ತ ವಿಕ 
(4) 'ವಾಗಿದ್ದರೆ 7 ಯುಸ್ನೆ ಸ್ವ” ಪಾರ್ಕ್ರಿಟಂಧಿಯಗಿಜೆ. 
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T=-7* ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. 'ಅಗ (7.11) ATTY] - 
(FAX) = (7 8) ಆಗುವುದರಿಂದ, (7೫,೫ ) ಯು ಪಾಸ್ತನಿಕವಾಗಿದೆ. 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ, (737) ಯು ೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು [ಗೆ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ವಾಗಿಡೆ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ (THX) = (THX) ಆಗುವುದ 
06ದ, (73,17) 21871) (KT). eg (701) - (% 

7*¥) ಆಗುವುದರಿಂದ, (TX, X) = (XS TUX Y= (PYF) = (7* 
4.೩). 
(7% 1. TINY I+ PY) 
-೬(7೫-7.೫- 1) 
+ (1/47... 117).1. 11) 
(HTX - 11),4- 7) 
=H TN + 1.8.77) 
~$(TU(X-YDX-Y) 
+ (ANT +IYDN+IY) 
ANT AN - IVY -iY) 
=(X*XY) 


ಹೀಗೆ ಎಲ್ಲ ೫ ಮತ್ತು Y ಗಳಿಗೂ ((7- 7*)¥,)Y ) ೨0 ಆಗುವುದ 
ರಿಂಡ 7' ಎ. 73. | 


ಎಲ್ಲ ಸ ಗಳಿಗೂ (7%) ೬0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಪರಿಕರ್ಮಿ ೫ ಯನ್ನು ನಾನೃ 
ಹಾತ್ಸಕ ಎಂದು X40 (PX.X)> ಆಗಿಡ್ಡರೆ `ಧನಾತ್ಮಕ ಎಂದು ಹೇಳು 
ತ್ರೀನೆ. $- 7 ಯು ನಾನ್ಫೃಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ 52. 7 ಎಂಬ ಜಂಕಕರಣವನ್ನು 
ಮತ್ತು € - 7 ಯು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ $>.7 ಎಂಬ ಅಂಕಕರಣವನ್ನು ಉಪ 
. ಯೊಟುಸೂಷ್ಟೀನೆ: (ನರಿಯ ೫2.0. ಅಥವಾ ನಿಂ ಅಗಿದ್ವರೆಲನ P ಎp* 
ಎಂದು ನೋಡುತ್ತೇನೆ. ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸ್ಥಾಹಿಸಲು ಉಪಕರಣಗಳನ್ನು 


ಪ್ರಮೇಯ 24 ಕಂಪ ಹಡೆಯುತ್ತೇವಷೆ. 


_ ಪ್ರಮೇಯ 25. 7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ: 
ಕೇವಲ 7ಯ ಸ್ಥರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ವಾಸ್ತ್ರವಿಕಮಾಗಿದ್ದರೆ 'ಮಾತ್ರ 


8 
8) Jer 
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' ಕೇಲ 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 2. 0 ಆಗಿದ್ದೆಕೆ ಮಾತ್ರೆ 
(4) 720. 
(8) ಕೇನಲ 7ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 20 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 


T >0. 

ಕೇವಲ 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯವಾಗಿದ್ದೆ ಕೆ ಮಾತ್ರ 
(6) 7= -7* (0 ಮತ್ತು ಥಿ ವಾಸ್ತವಿಕಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಜನ 04-1ರಿಯು 4-0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯವಾಗಿದೆ). 
ಕೇವಲ 7'ಯು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬಿಲೆಗಳು ನಿರಪೇಕ್ಷ ಜಿಲೆ 1ರದಾಗಿದ್ದಕಿ 
ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಏಕಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. 

ಕೇವಲ 7 ಯು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 0 ಅಥವಾ 1 ಇವುಗಳ 
(8) ಲ್ಲೊಂದಾಗಿದ್ದರೆ ಅಥವಾ ಎರಡೂ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ಒಂದು 
ಪ್ರಲಂಬನವಾಗಿದೆ. 


(7) 


ಕೇವಲ 7 ಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು ಎಲ್ಲ ಅಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 


9 
(9) ಮಾತ್ರ 7 ಯ ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ: 7'ಯು (1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಪಿರಲಿ. 


೩೩-೨೫, ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ Ten ಇಓ, 
ತಂ ತ 68, ಎ7. 7ಎ7* ಮತ್ತು ಇನು7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೊಪಾಂಕ 
ಬೆಲೆಯಾಗಜಿ ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. TX=uX, X20 ಆಗಿರಲಿ ಆಗ 
AMX 143೬.) -(71%). (2) ರಿಂದ (TX X) ಯು ವಾಸ್ತವಿಕ 
ವಾಗಿದೆ. 

೬೮.೬, ೩) 
WO 


ಇರಲು . ನು ವಾಸ್ತ್ರವಿಕವಾಗಿರಲೇಬೇಕು. ಇದು (3)ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ, 7 
20 ಮತ್ತು 7% - ೩೫. ೫70 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 
| _IXX) 0, 


(XX) 
152 
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(171.8) 0 ಊಉಗಹಘದರಿಂದ'. FLOM (PRA) ರಗದ 


x (THX) 
KX) 


ಇದು ಒಂದು ನಾನೃಣಾತ್ಮಕ (ಧನಾತ್ಮಕ) ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸ್ವರೂಸಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳು 
ನಾನ್ಫಣಾತ್ಮಕ (ಧನಾತ್ಮಕ)ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


>೧. 





(1) ರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 4 ೭0 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಸ್‌ಯು ;' 
ಯಲ್ಲಿರಲಿ. ಆಗ (1b) ಯಿಂದ X~ EF XN+EN+-+EN ಮತ್ತು 
(1a) ಯಿಂದ TY - ೬,೫,1. ಇ, EX +e +a EX. ಹೀಗೆ (1c) 
ಮತ್ತು (14 )ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, (THA =a EX" +n; 
EX P+ ot alE NX 20. ಪ್ರತಿಯೊಂದು a,>0 ಮತ್ತು ೫.0 
ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ X- EX+EN+...+EX ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಯಾವು 
ದಾದರೂ ;ಗೆ |E,X |> 0. ಇದು (4) ಮತ್ತು (8) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣ 
ಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


(6) ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ೪-17 ಆಗಿರಲಿ. ಹೀಗೆ ಕೇವಲ 7*= - 7 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ $ ಎ .9*. 7ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು & ಆಗಿರುವು 
ದರಿಂದ, ಕೇವಲ ;: ವು $ ನ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (3) 

ರಿಂದ (6) ಸಿದ್ಧಿ ಸುತ್ತದೆ. 


7* =a E+aE+- +4, ಆಗುವುದರಿಂದ (16,04) ಯಿಂದ 
7*7 1/2೫. ಜ38,.... 1/28, ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ [ವ 
102 ಕಾ ಲಲ |ಯ್ಯ[| 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (10) ಇಂದ 7*7= 1 ವಿಲೋಮವಾಗಿ 
7*7 =1ಮತ್ತು TX - ೬% ೫೬೦ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (XX) -(7*7%, 
X= (TXTX ಎ (aXaX)= a XX) ಹೀಗೆ a=). ಇದು 
(1) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 


(1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ T= aE +aE+ oe + ak; ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು 4, - 0 ಅಥವಾ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 72 - ಇ] E + ai E+ + 
?ನಿ=ಐT. ವಿಲೋಮವಾಗಿ 72.7 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಬಹು 
ಪದಿಯು (2./ ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸಲೇಬೇಕು. ಇದು (8) ನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಹೇಳಿಕೆ (9) ಲಂಬತ್ವವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಕೇವಲ 7%. 0ಯು 
0 ಗಿಂತ ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರದಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು 
ಣೀಮಸಾಧ್ಯವಾ?ಜೆ; ಅಂದರೆ ಕೇವಲ 0 ಯು 7 ಯ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆರೆ 
ಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. 


7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಗ್ರಹಿಕೆಯು (9)ನ್ನು ಹೊರತುಪಡಿಸಿ 
ಪ್ರಮೇಯ 91ರ ಎಲ್ಲ ಭಾಗಗಳಿಗೂ ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸಗಳಲ್ಲಿಯ 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು ತೋರಿಸುತ್ತವೆ. ಪ್ರಮೇಯ 25 ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು, ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಬಗೆಗಿನ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಪರಿಕರ್ಮಿ ಸದೃಶಗಳಾಗಿವೆ. ೩ ವು ಒಂದು 
ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ, % ೯ ೧13. 1ರ. a ಮತ್ತು ಗಿ ಗಳು ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಗಳಿಷಾರಲ್ಲಿ ಆಗ ಕೇವಲ ) ಎ೦ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಇ ಇ 5; ಕೇವಲ ) ೧0 ಮತ್ತು . 
020 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 00: ಕೇವಲ 020 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ೩ ಇ -0% 
ಕೇವಲ |ಆ| * 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ೩೩-1; ಕೇವಲ ಇ ಇ0 ಅಥವಾ 1 ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಮಾತ್ರ ೩-೩ ಕೇವಲ 0೪0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಇವು ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಸಮ್ಮಿ ಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಇತರ ಅನೇಕ ಗುಣಧರ್ಮಗಳು ಪರಿಕರ್ಮಿಸದ್ಳಶಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಇ ಇ 01-10 ಆಗಿದ್ದು, ೩ ಮತ್ತು ಹಿ ವಾಸ್ತವಿಕ 
ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


a=55* ಮತ್ತು be 


ತಃ 
kl 


THT" [_7- 

7ಎ —— ೯1" ಜ್ಯೂ 
“೬7 24 TT 

'ಡೊ ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗಳಾಗಿವೆಯಾದ್ದರಿಂದೆ 71ಎ ಮತ್ತು K-K* 

ವಲ್ಲಿ, Tr H+ ಅನೇಕ ಸಲ [1 - (73 7*1/2 ಅನ್ನುರ್ಗಯ 

ಸ್ವವಿಕ ಭಾಗ ಎಂದೂ, K=(7-7°)/21 ಯನ್ನು 7 ಯ ಊಹ್ಯ ಭಾಗ _ 

ಸೂ ಕರಿಯುತ್ತೀವೆ. ಇನು ಲಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಮತ್ತೊಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕನ 

ಡೆ. | 
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(10) ಕೇವಲ 01% - KH ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7” ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 

ಎಕೆಂದರೆ T= 775 ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ ನಿಶ್ಚಿತವಾಗಿ 111 - ॥(॥. 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ, HK ~ KH ಆಗಿದ್ದಕ್ಕೆ, ಆಗ 7 4.113 11 ಮತ್ತು 7*. 
17-1೬ ಆಗುವುದರಿಂದ 77* ೬ 7*7- 


ಈಗ ಇ 20 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಇ ವು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ 
ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ ಕೆಳಗಿನವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದೇವೆ: 


ಕೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 


2 ಎ p ಆಗಿರುವಂತೆ ಕೇವಲ ಒಂದು 020 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
(11) 720. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ 7220 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ ) ಯು 029 ಮತ್ತು 
೧:-8 ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಂದ ಏಕೈಕವಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ನಾವು 0 ವನ್ನು Ppಯ ನಾನೃಣಾತ್ಮಕ ವರ್ಗಮೂಲ ಎಂದು ಕರೆಯ 
ತ್ರೇವೆ. (11)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು, P= 7*7' ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (PX X)=(1" 
710.83) (7/78) ೬0 ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿರಿ. ಹೀಗೆ ೧ ೧ ಆಗಿರು 
ವಲ್ಲಿ, P- 07 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 72.0. ವಿಲೋಮವನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು (1) ರಕ್ಲರು 
ವಂತೆ Peat ೫ ಔರ ರ್‌ ೫, ಎಂದು ಬರೆಯಿರಿ. 02 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 020. Q= VaE + V+ + 4 GE; 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ (1) ಮತ್ತು (14) ಇವುಗಳಿಂದ ೧ - 0* ಮತ್ತು 0೫ಎ P. 
ಭಾಗ8 ರ (1) ರಿಂದ, ಕೇವಲ ಯಾವುದಾದರೂ / ಗೆ 351ಗಿ ಜವ 4 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ % ವು 0ನ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 9 ೭0 ಎಂಬುದು 
(4) ರಿಂದಾಗಿದೆ. 


೫0 ಮತ್ತು 01 =P ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ ಮುಂದಿನ 
ದನ್ನು ಪಡೆಯಲು 0,೫ (1)ನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿರಿ: i=1,2sk RiZp Fr = 
F< F*#0 ಆಗಿದ್ದರೆ, FF,=0 ಆಗಿದ್ದು, I=-F+F,+ ಹ +F, 
ಆಗಿದ್ದು, ಕ Bp Bx ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಲ್ಲಿ 0, = 
9,7, BF+ + BF (4) ರಿಂದ ನಾವು 1<i<kಗೆ 6,2! 
ಎಂದು ಕಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಹಗೆ 7-0 -617,-- 8171, --' + BF, 
Bo Br B, ಗಳು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿದ್ದು 20 ಆಗಿರುವುದಂಂದ್ಳ 61, 68... 
B82 ಗಳನ್ನು ವಿಶಿಷ್ಟವಾಗಿ ಹೊಂದಿರಲೇಬೀಕು. ಹೀಗೆ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರ ಲಂಖನಗ 
ಏಕೈಕತೆಯು k =r ಎಂದೂ, ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದ್ದರೆ, ಮರುಜೋಡಣೆಮಾಡಿ, 1೬ 
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5೯ಗೆ ಗನ ನ 8,5 ೩, ಎಂದೂ ಹೇಳುತ್ತದೆ. 6! ೧. ಇದು 
(11)ನ್ನು ಸ್ಥಾದಿಸುತ್ತದೆ. 


a ಮತ್ತು b ನಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿರುನಲ್ಲಿ ೩ -೩೪b ಆಗಿದ್ದರೆ; ಅಗ ೩-೧ 
ಅಥವಾ 


x 
6 0% ದರ್ಗ 

1 Jal 
47-90 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
` ೧ 
[axl 


ಎರಡೂ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ uj = 1 ಮತ್ತು 720 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, ಜಟ ಇದೂ 


ಕೂಡ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ ಸದ್ದ ೈಶವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇಂಥದೇ ಒಂದು ಫಲಿತಾಂಶವು 
ಅಲಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೂ ಸಫೆಲವಾದರೂ ಕೂಡ ಇದನ್ನು ಕೇವಲ ಲಂಬ ಪರಿಕರ್ಮಿ 


ಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ. 


7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ P20, 08. 7*7 ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ 
(12) T-UPಮತ್ತುರU ಏಕಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. ರ್ಗಯು ವ್ಯಸ್ತವಾಗಿದ್ದ ಕ್ರೈ 
ಆಗ 0 ಎಕೈಕವಾಗಿದೆ. ಇಷ್ಟಲ್ಲದೆ, UP= PU, TU = UT, 


(1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ 7 - ೩,೫, ಜಔ,* + 0,E, ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
i=1,2,.-r ಗೆ E*ji= FE; ಆಗಿರುವುದರಿಂದ r= ak, +ak+- + 
ಹನ. ಹೀಗೆ, (1) ಮತ್ತು (14) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡಲ್ಲಿ 7*7- 
Wl E+lepE+- + PE, ಎಂದಾಗಿದೆ. 2 = Ja |E, 5/8, 

11/8, ಆಗಿರಲಿ. ಪ್ರಮೇಯ 2ರ ರಿಂದ, ನಗಿ, ಅಲ್ಲದೆ 27 ಎ 7೬7. 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ifa#0 ಆಗಿರಲಿ. 


wl, 








— E+. 4 ಸ್‌ 1K ಎಂದಿರಲಿ. 
= 7 2 al 


ಆಗ 7 UP. ಯಾವುದಾದರೂ ಗೆ ಡಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ೫,0 ಎಂದು 
ಇಟ್ಟ ಕೊಳ್ಳಬಹುದು. ಆಗ />1 ಗೆಯ. 


U- E+ Bt + ೩ E, 


Jac ಪಯ 
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ಮತ್ತೆ 7 - UP. ಎರಡೂ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ U ಏಕಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಪ್ರಮೇಯ 

925 ರಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಪ್ರಮೇಯ 28 ರಿಂದ j= 1,)2,.-r A 8೫! 
| 

ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7 ಯು ವ್ಯಸ್ತವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ 0 ~ 7P-! ಆಗುವುದರಿಂ! 


ರ ಏಕೈಕವಾಗಿಡಿ. ೮ ಮತ್ತು 2 ಯ ರಚನೆಯು UP= PU, UT=T1 


ಮತ್ತು PT= TP ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತಡೆ. 
7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದಕಿ, / ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಆ 
ಯ ಗಣನೆಯು ಸುಲಭವಾಗಿದೆ. 1 ರಲಿರುವಂತೆ 7 = ಇ Ee "(ಗ 
J“ italy? + 
1() ಮತ್ತು (14) ಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, 72 
ak ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ, ಯಾವುದೇ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
weak ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಂದ 


py ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ( 
ಎ1, ಇಹ, 
kz ಗೆಗ್‌ಎಂ 1, ಇಸ್ಕಿ ಹೃ 
(18) ೫(7)ಎ/ (aE: +f (ay)E + oe Ff (ಜ್ಯ) Er 
f (a1), f (ಡು) °°» f (a) ಗಳು ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವಂತೆ f ಯು 
ಯಾವುದೇ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮೌಲ್ಯೀಕೃತ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ್ರ (7) ಯನ್ನು ಸೂತ್ರ 
(13) ರಿಂದ ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ / (7 ) ಯನ್ನು ಗಣಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ 7 ಯ 
ಸ ್ಟೈರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 7 ಯ ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಗಣಿಸುವುದು 
ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿದೆ. f(T) ಯ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದಲ್ಲಿ ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಹೊಸದೇನೂ ಇಲ್ಲ. 
ಅದು ಕೇವಲ 7 ಗೆ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ವಿವಿಧ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸುವ ಸಾಧನ 
ಮಾತ್ರವಾಗಿದೆ. ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನದ ಗಣನಾತ್ಮಕ ಮಹತ್ವವು ಕೆಳಗಿನ ನಿಯಮಗಳಲ್ಲಿ 
ಹುದುಗಿದೆ. | 
(೫ (F+OD=FTI+8(T) 
(b) (af )(7)- 5) 
(0 (FAT) =F (DET 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, (೩) ಇ 0% ಮತ್ತುಃ(ಇ) ಐ 0-6 ಆಗಿದ್ದ ಕಿ ಆಗ (7) 
05೦% ೫, 0018/13 ರ್‌ 8 (7) ಎ೯1, ೯೯೫೫, 
ees Sf TET)-E +t +E=l 
f g(a) = 1 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಫಲಿತಾಂಶವೂ ಕೂಡ(1 ೬ಛ)ಯಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 
ಲಿತಾಂಶಗಳು ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. ಮಾತೃಕೆ 


ಈಫ 
ಇಡಬಹುದು ಅಥವಾ ಮಾತೃಕೆಯನ್ನು Cc 


ಗಳಿಗೆ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಜೆ 
ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯ. ಮಾತೃಕೆ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಿ ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು. 


], 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ ಸಿತಿ 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 
ಕೆಳಗಿರುವ 0% ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ನಿಯತ 
ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿಯ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆರೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿ 
ಯಿರಿ, ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗಳಾಗಿರುವುವು. ಯಾವುವು? ಧನಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? ನಾನೃಣಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? 
ಪ್ರಲಂಬನಗಳಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು? 
(a) 7 (ಜ.0) ಇ (೬-16: -1%- 0) 
(0) 7 (೩. 6) *((2/4- 2)a + (-1+ 208. 
(1-27-16) 
(0) 7 (ಆರಿ) ಜ್‌(6--1ರೆ. ದ್‌ 1%) 
(6) 7 (a8) -(3/1೬- (1. 1%1-(2-2/)6) 
(6) 7 (a8) lin +(1+1)8 - a+ (i+ 1)8) 
(೧ 7 (4,8) (a+ (1+7/)8(1 - iu +B) 
ಎ14 5ರ, axi8 
(0) 7) 5( ಸೆ, 55) 


(೧) T (೩8) -(55, ದಕ 





ಕೇವಲ 7-(74+7*)/2 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 7. 7* ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (7 - 7*)/2; 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ.] 


5 ಮತ್ತು 7ಗಳುರೇಖೀಯವಾಗಿದ್ದಕ್ಕಿ ಆಗS¥ 17) -(7%. 3%) 
೪ ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ೫ ಗೆ ಕೇವಲ $« 7 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : (2) ರ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ನೋಡಿರಿ.] 


ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧ (4. ಔB)=1(B*4) ಯೊಡನೆ ಭಯು 
2 x 2 ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮಾತೈಕೆಗಳ ಸಮಸ್ಟಿಯಾಗಿರಲಿ. (ನೋಡಿರಿ 
ಅಭ್ಯಾಸ 3, ಭಾಗ ರ) ಕೆಳಗಿರುವ ೪ ಯ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಲ್ಲಿ 
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ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ಎಕಾತ್ಮಕವಾಗ 
ವಫ ಯಾವುವು? ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವುವು ಯಾವುವು?” ನಿಸ 
ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಗಳಾಗಿರುವುವು ಯಾವವು? 


(8) C=[; ಕ ಗಿರುವಲ್ಲಿ 74-40-04. 


(0) C= [INE [ಸ್ಸ] ends, 74-40-0೩ 


(0) ೮೬ [ಸ ಕೈ[ಳಗಿರುವಲ್ಲಿ, 742 C*4C: 


©)» 1 ಸ 
(ರ) C=[ 7] ಆಗಿರ್ಲಿ, T4= AC 
7 (a8) = ((3i+6)0 + (2-1/)8, 6ia-8) ಆಗಿರಲಿ. 
01 ಯು ಶಿಷ್ಟ ಆಂಶರಿಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ಗ್ರಹಿಸಿ 
7 ಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯು ಭಾಗಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(8) ೫,೬20 ಮತ್ತು ನೌಿ20 ಮತ್ತು PP, . PP ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ೫-0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 
ಭಾಗ 1ರ (11) ಮತ್ತು (13) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಭಿಗಿ, ವನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸುವುದಕ್ಕಾಗಿ ಬಳಸಿರಿ. ಅನಂತರ ಪ್ರಮೇಯ ರಿ ನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


ರ | 
r-[; 1 


P=0 ಎಂದ್ದು ತ್ಲೊಿಸಿರಿ; PH ಮಿಥ್ಯ ಪ್ರಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡು 

ಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 7 ಯ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(8) 7*7 2೦ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 

(ರಿ) P ಯು ರಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 7 ಯ ಎಲ್ಲ ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆ 
ಗಳು ಜ ಗಳಿಗೂ ರೆ <1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ME 0 ಮತ್ತು 
72 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. ` 


10. 


11, 


12. 
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07 ಯು ನಿಯತ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ ವಸ್ಸು ಹೊಂದಿರಲಿ ಮತ್ತು 


. ಔಳಗಿನಂತಿರಲಿ 


T (0:8) = (Zia ~ Batik) 
TT ಯೆ ವರ್ಗಮೂಲನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (5 ) ಸಫಲವಾಗು 
ವಂತೆ ೫ ಮತ್ತು ೪ ಸರಕರ್ಮಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. pU- UP 
ಎಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. . 


ಕೆಳಗಿರುವ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಸ್ನ ಬರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (5), (6), (7 ) ಮತ್ತು (8) ರಲ್ಲಿ, ಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಲಂಬತೈದ ಅಭಿಗ್ರಹಿಕೆಯು ಅವಶ್ಯಕ ಎನ್ನುವುದನ್ನು ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ 
ತೋರಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

(a) T(a8)=(a+i8 28) 

ib) 7 (&» 8) = (fo 144 2/8) 

(0) 7 (a8) = (ia +8, 16) 

(d) T (a8) =(a+ 88) 

7 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದು, Tx E+ n+ + aE!) 
ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ೫) ಜು ಯ್ಯ ವಿಶಿಷ್ಟ ಗಳೊಡನೆ ಮತ್ತು ಇ, ೬.0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ [7 ಮತ್ತು 0 ಗಳು (1: ಬ್ದ ಪಾಲಿಸುವಂತೆ ಅನೇಕ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು U ಇವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. (ಸೂಚೆನೆ : 


೮-1೫3 E+ + ಮ ಯು 
೫2 ರ್ಯ 


(12) ರ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಂತಹ ಸರಿಕರ್ಮಿಯ ಹಾಗೆ ಅಜೀ 


. ಢಿರ್ಜಂಧಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ.) 


(ಈ) 6 ಯು ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 020 
ಅಥವಾ ೩೭9. 7೭0 ಮತ್ತು - 72 0 ಆಗಿರುವಂತೆ 
ಒಂದು ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ಪರಿಕರ್ಮಿ 7' ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯು 
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ವುದರಿಂದಲೇ ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳು ಮತ್ತು ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ನಡುವ 
ಸಾದೃಶ್ಯವು ಪೂರ್ಣವಾಗುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚ 
(4) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿರಿ.] 


(0) 7.ಯು 7 ಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ನಂಕುಿ 


ಯಾಗಿರಲಿ. (1 ಸಾಂತ ಆಯಾನೀಯ), ಗಿ» ಲಭ. 
ಮತ್ತು 7:ಎ ಗ್ಯ. _ಥದ್ಮಿ ಆಗಿರುವಂತೆ 7ಯ ಮೇಲೆ | 
ಮತ್ತು ಗಿ, ಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚಃ 


(1) ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ರ್ಗ aE, + ak + “+ ak 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ೧ ೭0 ಆಗಿರುವಂತೆ ಗಿಯು ಆ ಅ 0,2, ಗಳ ಮೊತ್ತ 
ವಾಗಿರರಿ.] 


ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ X-Y ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುವ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧದೊಡನೆ ೪ ಯು ಒಂದು ಸಾಂತ ಆಯಾಮದ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದಿಃ 
ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿರಲಿ. 


(8) 7220 ಆಗಿರುವಂತೆ 0 ಯು ಭಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮಿ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. /(೫ 1) ಎ ?%.:' ಆಗಿರಲಿ. 
AMY) = 123.1), h(aX'+ BXBY)=uh 
(11 Y)+ EHX’, ೫) ಮತ್ತು XX )2 0 ಎಂದ: 
ತೋರಿಸಿರಿ. 


(b) AKY) ಎ 1 (27/2), MHaX'+BX5Y)=uh 
(೫,೫) BAX SY ) ಮತ್ತು / (XX) 20 ಅನ್ನು 
'ಪಾಲಿಸುವ್ಯ ಎರಡು ಸದಿಶ ಚರಾಂಕಗಳು ಸ ಮತ್ತು ಗಳ 
ಒಂದು ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಮೌಲ್ಯೀಕೃ ತ ಉತ್ಪನ್ನವು /(% 7) ಆಗಿನ 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. /(27 1) ಎ 7%: 7 ಆಗಿರು 
ವಂತೆ ಒಂದು ಎಕ್ಳೆಕ ಪರಿಕರ್ಮಿ ೫ ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
ಅಲ್ಲದೆ 02. 0 ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ಸ ಅನ್ನು 
ಸ್ಥಿರಗೊಳಿಸಿ ಮತ್ತು / (17) -1(277)ಆಗಿರಲಿ. ಪ್ರಮೇಯ 
16 ನ್ನು. ಅನ್ವಯಿಸಿ FY) ೫೫. ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದ: 
ಏಕೈಕ ಸದಿಶ. ' ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ ೫' ಜನ್ನು? 
ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿರಿ.] 


14. 


16. 
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1/2 ಇ] 1 1 
4-[ 74] 105 cp ೫0೫೧೫ 
' ॥(ಗಿ ಎ11 ಎಬ. K++, mit 
ಎಂದಿರಲಿ. ಕೆಳಗಿರುವುವು ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ನೆಯೋ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. 
ಹಾಗಿದ್ದರೆ, ಅವುಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ: 4 ಯ ಮಿಥ್ಯ 


ಪಲಂಬನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ.] 
(a) 2(A) (b) f (4h(A) 
(0 84) (6) 74) 


(6) MAK AMA Ff (AY 


Ae [_; (| ಎಂದಿರಲಿ; 
೨] 1 


(a) AB= BA ಆಗಿರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲ ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ ೫ ಮಾತೃಕೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


{b) A ಯು ಲಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗವಾಗಿರುವಂತೆ ಎಲ್ಲ ಲಂಬ 
ಮಾತೃಕೆಗಳು C ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. [ಸೂಚೆನೆ : 
ಭಾಗ (0) ಮತ್ತು (10) ನ್ನು ಬಳಸಿರಿ.] 


A= [5 8 ೊಂದಿರಲ. 


ಕೇವಲ 8-೦ ಆಗಿದ್ದರೆ "ಮಾತ್ರ 4 ಯು ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. nxn ಮಾತೃಕೆಗಳಿಗೆ ಇದರ ಒಂಡು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಣ 
ವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಿರಿ ಮತ್ತು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


|] ಯು (XY) ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಜೊಡನೆ ಒಂದು ಸಾಂತ 
ಆಯಾಮದೆ ಸಮ್ಮಿಶ್ರ ಸದಿಶ ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿರಲಿ. Tಯು ಭಯ 
ಮೇಲಿರುವ ರೇಖೀಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 7ಯ ಮಾತೃ ಕೆಯು 


೬44 


ಉಮ 
೨೨ 
ಲ್ಕ 
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ತ್ರಿಕೋನೀಯವಾಗಿರುವಂತೆ ' ಗೆ ಒಂದು ಸಮಲಂಜಬೀಯ 
ಆಧಾರವಿದೆ. ಈ ಅಭ್ಯಾಸದ ಭಾಗಗಳು ಇದರ ಒಂದು ಸಾಧನೆಗೆ ದಾರಿ 
ಡುತ್ತನೆ. 


ಮಾ 


(a) 


(b) 


(0) 


7*ನ ಒಂದು ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು (,-ಆಗಿರಲಿ [೫-1 
ಮತ್ತು 7*%' ಆಸಿ ಆಗಿರುವಂತೆ ೪ ಯಲ್ಲಿ y' ಇರಲಿ. 
¥' ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಸಿ ಯನ್ನು M, ನಿಂದ 
ಸಂಶೇತಿಸಿ. 1/1ವು 7 ಗೆ ಒಂದು ನಿಠ್ಚರ ಉಪಸಮಷ್ಟಿಯಾಗಿ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : ನೋಡಿ ಅಭ್ಯಾಸ 1, 
ಭಾಗ 5.) 


1/45 7 ಯ ಮಿತಿಯನ್ನು 7, ನಿಂದ ಸಂಕೇತಸಿ, ಅಂದರೆ, 
Mi ದಲ್ಲಿರುವ XS, TA= 71%. 7/*ನ ಒಂದು 
ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಬೆಲೆಯು ॥ ಆಗಿರಲಿ (೫ 1 ಮತ್ತು 
TEN aX” ಆಗಿರುವಂತೆ ದಲ್ಲಿ X: ಅನ್ನು ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡಿರಿ. ಸ ನಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಸಸಮಷ್ಟಿಯನ್ನು 
M, ನಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿರಿ. 14. ದಲ್ಲಿ. ಖM,ನ ಲಂಬೀಯ 
ಪೂರಕವನ್ನು (M೫) ಸಂಕೇತಿಸಲಿ; ಅಂದರೆ,.(೫, ೫3) 0 
ಆಗಿರುವಂತೆ : ದಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ X ಗಳ ಸಂಗ್ರಹವು (M:): 
ಆಗಿದೆ. ಗೆ (14, ಯು ಒಂದು ನಿಶ್ಚರ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ಮತ್ತು 06171 (Mi) = dim p- 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. [ಸೂಚನೆ : 0177 (Mi)! = dim 
1-1.) 
(Miಕ್ಕ 7,ನ ಮಿತಿಯನ್ನು 7, ಯಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಿರಿ 
ಮತ್ತು 7, ಮತ್ತು (ಸ ಗೆ ಭಾಗ (0) ಯನ್ನು ಪುನರಾ 
ವರ್ತಿಸಿ. ಈ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯು 1-4, 
2,...೨71 ಗೆ 12 '. ಕ... ಸೈ ನ ಒಂದು ಕೇಖೀಯ 
ಸಂಯೋಜನೆಯು 7.2! ಆಗಿರುವಂತೆ ಗೆ ಒಂದು ಸಮ 
ಲಂಬೀಯ ಆಧಾರ (2. 3... ೫" ಗೆ ದಾರಿ ಮಾಡು 
ಬ... 7 ಯು ಒಂಬವಾಶಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಈ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನವು 
ಭಾಗ5 ರ ಅಭ್ಯಾಸ: 2ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವಂತಹನೇ ಆಗಿದೆ 


ಎಂದು ಗಮನಿಸಿರಿ. 


ಸಂಕೀರ್ಣ ಫರಿತಂಂಶಗಳು ಸಮಿಶ್ರ ಪ್ರಸಂಗ Ak 
ಟಪ್ಪಜೆಗಳು 


1 ಮತ್ತು 2ನೇ ಭಾಗಗಳ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು Courant and Hilbert 
[5] ನಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಸ್ಥಳಗಳಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿದೆ. ಭೌತ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿನ ಅನೇಕ ಪ್ರಶ್ನೆ 
ಗಳನ್ನು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ಮತ್ತು ದ್ವಿರೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪಗಳ ಬಗೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೆ ರೂಪಾಂತ 
ರಿಸಬಹುದೆಂದು- ಈ ಪುಸ್ತಕವು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಇತರ ಅನ್ನ ಯಗಳ ಮತ್ತು ಇನ್ನ; ಸ್ಟು 
ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು 5೫17೫70) [24, ಅಧ್ಯಾಯ ಸೆ ರಲ್ಲಿ ಕಾಣಬಹುದು 
Smirnov ನ ಪುಸ್ತಕದ 11] ನೇ ಭಾಗವು ಲಂಬೀಯ ಮತ್ತು ಕೊರೆಂಟ್ಸ್‌ ಪರಿ 
ವರ್ತನೆಗಳ ಪ್ರಾತಿನಿಧ್ಯಗಳ ಒಂದು ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ನಿರಕುಶ 
ಕ್ಷೇತ್ರಗಳ ಮೇಲೆ ದ್ವೀರೇಖಾತ್ಮಕ ಮತ್ತು ವರ್ಗಾತ್ಮಕ ರೂಪಗಳ ಒಂದು ಪರಿಪೂರ್ಣ 
ಬೈಜಿಕ ಅಧ್ಯಯನವನ್ನು 0000807 (1, ಅಧ್ಯಾಯಗಳು ರಿ ಮತ್ತು 6) ನಲ್ಲಿ 
ಕಾಣಬಹುದು. ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಭಾಗ3ರ ಅಭ್ಯಾಸ ೪ರ ಒಂದು ಅನ್ವಯವನ್ನು 
Cramer [6, ಪು. 184 // 1 ನಲ್ಲಿ ಕಾಣಬಹುದು, 


ಅನಂತ ಆಯಾಮದ ಪ್ರಸಂಗಕ್ಕೆ 25 ಮತ್ತು 26ನೇ ಸ್ರಮೇಯಗಳ ಒಂದು 
ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಔrಗೀrion [2] ನಲ್ಲಿ ಕಾಣಬಹುದು.  ಧ್ರುವವಿಭಜನೆಯನ್ನು 
[ಭಾಗ 8 ರ (12) ] ದತ್ರ ಸ್ಥಾನಪಲ್ಲಹಿಸುವ ಸಂಬಂಧವಿಲ್ಲದಿದ್ದರೂ ಲಂಬತ್ವವನ್ನು 
ಉಸಯೋಗಿಸಡೆ ಹೊರಕೆಸಬಹುದು. ಇದರ ಒಂದು ಸಾಧನೆಗಾಗಿ Hoffman 
and Kunze [14, ಪು. 279 ff] ನೋಡಿ. ' 


೯ ಶ್ರೇಣಿಗಳ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು, f (76 ಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಬಹು 
ಪದಿಗಳಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು ಲಂಬಪರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗಿಂತ 
ಹೆಚ್ಚು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸರಿಕರ್ಮಿಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಲು ಉಪಹೋಗಿಸಬಹುದು. ಇದಕ್ಕೆ 
ಪರ್ಯಾಯ ಹಾದಿಗಳು Courant and Hilbert [5] ನ ಶೀಠಿಕೆಯಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 
Jacobson [15, ಅಧ್ಯಾಯ 6) ನಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿವೆ. 
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ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿದ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗಳು 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 


' ಭಾಗ 1 
1. (8) [2 1 (0) ಗ್ಗ 2] 
|; 6 1 1 1] 
9 12 28 1 -3 0 0 
12 62 8 -1 10 0 
3 8-2 


(p11 
a a a 
a? a? a” 


2. ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ ರೂಪಗಳು. 


(8) (1 ॥] (ಐ [9] 
0 1 
(e) ೧1 0 0 (0೧ 1 00 0 
0 1 0 1 0 0 
00 1 00 ॥ ಡಸ 
[000 
(ಗಿ ೧1 1 1 
0 0 0 
00.0 
ತಿ. (8) x= - x (0) X,mx+3%x, 
xe ~~ X= ~2x-8 


4. (8) ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 
(€) ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 
(6) ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಖಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ, 
(9) ಅಕ್ಷುದ್ರ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. . 


oe py ಉತ್ತ ಶಿ 449 


6. 


18. 


ಭಾಗ 2 


11, 


ಎ Au 1 1-3; 

(a x 31 ಹಾಗ Ty 
ಕ WN [A ೫೯... ೫] ( 

'ಗೆರಿನ್ನೆ ಸಂಖ್ಯೆಯು ` 

ಒಂದು 3 ಸ ತಕ್ಕ ಷ್ಣ ಸಂಖ್ಯಿಮು ಶರಟು 

(8) ಪರಿಹಾರಗಳು ಇಲ್ಲ... 

A A, 0 

[0 xh ರಹ 2 

(9). x ತ್ತಿ) ಕ wth ಪಾದರಿ 

(8) x ಇತಿ, yl 240, wea -l 

(i x=y+2 


(4 (8) ಸೈ! ಸ್ರರಿಹ್ಣಾರಗ್ಗಳು ' (0) ಪರಿಹಾರಗಳಿಲ್ಲ. 


(8) ೫- ೫-೫5 ತy್ಮಿ=0 


(6) ೫೫739 
(8). x=(1-20/3, y=(-2-i)/3 
(೧ ಪರಿಹಾರವಿಲ್ಲ. 


(8) ಇಲ್ಲ... (679.13, | 
(6) ಸಿರವಲಂಭಿತ (0): ಅನೆಲಂಬಿತ: (6): ಸಿರವೆಲಂಬಿತ 


K KC) ಅವಲಂಬಿತ. . ಲ ನಿರವಛಂಬಿತ್ಯ. le ಸಿರವಲಂಬಿತ 


(ಈ. ನಿರವಲಂಬಿತ ಬ) ಅವಲಂಬಿತ 


ಫಗ ಗಗ್ಗರ * 
(8) ಒಂದು ಕೀಖಾತ್ಮಕ ಸಂಯೋಜನೆ ಅಲ್ಲ. | 
(9 ೨ 2,1, 9)= =2(6,-1, 2 1)+(1, 1, -ತಿ೨) 
1) ಖ) 94, 3, -2, -1) 
(8) 3/ ಗೆ ಆಧಾರ [(1, 0 3), (0, 1, 0)]. 
೫ ಗೆ ಆಧಾರ- (3, 0, 1) (0,1, {1 0 0))- 
ಬರ 9 ತ ಸೌ ಬನ್ನ ್ಪ ಕ 1 1572 


4 


ಆ ಸ್ಮ 2.4 1.11೪? 
450 ಆಯ್ಕೆಮಾಡಿದ ಅಭ್ಯೊಸಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗಳು 
Y : ೨1. ೧ 


((QM=V-. OO 
(e) MA eget} +1} 

೫ ಗೆ ಆಧಾರ- (1-1, P41, 1} 
(ಹಾಗೆಯೇ ಅನೇಕ ಇತರ ಸಾಧ್ಯತೆಗಳಿವೆ.) 


12. (8) [1 0-1] (0). 


0 0 
0 0 
9 0 
0 0 


Sಠee 
ಅ೦೦ಂ೦ 


13. (8) ಸ್ಥಾನ ಹಾ). 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಟಿಗೆ ಆಧಾರ ಇ ((2: 1)» (1, 2)}. 
ಶೂಧ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು ಸೊನ್ನೆ ಉಪಸಮಸ್ಪಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(0) ಸ್ಥಾನ ಎ3. | ಎ 
ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಆವಾರ - |(1, 0, 0, 4) 
K " (0, [2 0, 1) 

{0, 0, 1, -43)}- 

ಶೂನ್ಯಸಮತ್ಟಿಗೆ ಆಧಾರ - (1 - 19 1b 32]: 


ಅನೇಕ ಆಯ್ಕೆಗಳು ಸಾಧ್ಯ. ಕೆಳಗಿನವು ಕೆಲವು ಸರಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳ 


14. 
(2 {165 1 0} (0). {4x 2) 
(9) {lp 1:1 ಇಲ್ಲಿ :/ ಮತ್ತು ಓ ಗಳು 0 ಮೂಲಕ ಹಾ 
ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲ ಮತ್ತು 1, ನಿಂದ ಗೆ ಇರುವ ಲಂಬವು 1,೪ 
1 ಗೆ ಇರುವ ಲಂಬಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರ ಆಗಿಲ್ಲ. 
ಭಾಗ4 ., | 1.146. '` 


1. (8) ರೇಖಾತ್ಮಕ: ,:/- (೦) ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅಲ್ಲ. 
(6) ರೇಖಾತ್ಮಕ ಅಲ್ಲ, ;. 2) ರೇಖಾತ್ಮರ..,. 


4. (3011 © ರಿ 1 ಅಥ 
0. ೯2 ಕಡ | ಅಥವಾ 


4 


‘|o (5/2 


10. 


ಬಾ 0 ai 


1 0 
‘BA ಗೊ ಲೇ] 


ಸ್ಥಾನ ವ್ಯಾಸದ. ಮೀಲೆ ಅನಲ '" 


೧೯1 0 0 

(30) 000 ಟೆ 

°° 0901 ನ 

(ತಿಂ) 1 -1 0] 8೧೧1 10 
1 00). {40 01 


(8) n=m=3 Tx ೫ 2) ಎ3 ೫3322732 
ಆ ಬ 1] 


(0) ಗಎತಿ7ನ2; 7(/2»2) ಎ (2೬) *2೫ತ 42) 
(8) ವ್ಯಾಸ್ತ್ರಿಯು ೫8 ಆಗಿದೆ ಶೂಧ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು ಸೊನ್ನೆ ಉಪ 
ಸಮಷ್ಟಿ ಯಾಗಿದೆ. 


(0) ವ್ಯಾಪ್ತಿ "ಯು ಸಮತಲ, x+y 0 ಆಗಿದೆ; ರೇಖೆ x ಎ 
೫೯ 5(, 20 ಇದು ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಯಾಗಿದೆ. 


(8) ಸ್ಥಾನ ಎ2, ಶೂನ್ಯತೆ - 1. 
(0) ಸ್ಥಾನ -2, ಶೂನ್ಯತೆ -1. 


. (8) ವ್ಯಾಪ್ತಿಗೆ ಆಧಾರ - (31) (-ಡ ಬ)... 


ಶೂನ್ಯ ಸಮಸ್ಪಿಗೆ ಆಧಾರ. [(- ಹ ೧೫, 1)). 
(0) ನ್ಯಾಸಿಗೆಳಧಾರ ದ (8-1 00, 1, 5). 
ಶೂಧ್ಯಸಮಸ್ಟಿಸೆ ಆಧಾರದ {1 1-5). 


(a) T(x) = (-x x+4p- x+8) 
71, 05 Cw) 


೫1. ಟೆ 
$4 
ha 


ich 
452 


12. 


ಭಾಗ5 


ಆಯ್ದ ಭರದ ಆ ಅಭ ಸಂ ನ ಕ 
0 
(8) Wp z= (8x1 Y4y-2 0x) 
TA )1ಬಿ (ಸ; Ly, 23x -y) 
(54. T ep (4x-2yy+ Dx +2) 


GS - ITE » 021802 Wa "2 
| | es 52) 
(0) 571%, ೫» 2) ಇ (44340 0, 2) 


75೧ 2)” =(3x- ೫. ~3x+y 2) 
(3+ Tx p 2) ೬4% - 2-222) 
(93 Tx ೫/2) = (27x - Sy 0, 2) 


ಅಪ್ರ ಅಗ್ಗಸ (ನಿ 


ಆನೀ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿವೆ. ಸರೌವ$ಗರುವ ಕೆಲವನ್ನು. ಇಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟರೆ. 


(8) Tx; yp ೫ {ys 20) ' (0) 7.1 


(6). 7೨15೧2 x) is } ೫) 


{a Wy 2 2 ಸಥ ೨.20) 


Ts) 2 "ಬಿ ೨೮೫ (us z) 


[4 


Jee ಟಿ ಕ ್ಸೂ 
(a) T(x 2» ಜ್‌ -೨ ೫-೩) 
(0): .ವಿಟೋಮಸಾತ್ಯ್ಯ ಆಲ್ಬ.' 


(8) ವರೋಮೆಸಾಜ್ಯು ಲ್ಲಿ. 


(© (66/6) ಸಸ ಗ ‘1 ಹುತ್ತು; (0, 0,೦ 
ಮೊಲಳೆ ಹಾಡೆ 


ಹೊಗರವ.ರೀಖಿಯ ಸುತ್ತ ೫/2 ರಷ; 
ಆವರ್ತನೆಯು, 7 ಆಗಿದೆ... 
(8) ಎರೋಮನಾಧ್ಯ ಕಬ. , | 


ಕವಾಟ [ 


Sad ಕಾಳಗ ತರಗ 453 
(6). ವಿರೋಸಿಸ್ಯ ಅಳ 
- ತ್ಲಕೆಯು An - 
ore (|. 


'8) ಜತಿ ಆಗಿದ್ದಕಿ 'ವರೋನುಸಾಧ್ಯ 7ನ ಮಾತೃಕೆಯು 


axl 8 

a -3 ಛೆ Je 
~! ೧೯4 

4-38 4-3 


12. (8) ಒಂದು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ ಅಲ್ಲ. | 
(0) ಒಂದು ಪ್ರೆತಿಬಿಂಬನ ಅಲ್ಲ, 





13. (8) ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 7 (0, +81 + 4,8) ವ (0 0 0). 


ಭಾಗ 6 
1. (ನ [b Ki | 
12+ 4018 11೫1 2 ಗ 2 
೧ |! a i 3 Ve 
: 1 
6... 118 
3- ys ೬1. 
Na °° 
(8 90 0 
0% vl 
iy 1 ತತ್ರ 
0 1 2 
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ಠಿ. ] 0 0.: (0) [0.0 0 
೫11. (8) 0 810 0 | . 1010 9. 
0 0100: 

`` 1010 0 


1. 


10. 


16. 
1 (8) 'ಏರವರಂಬೆತ' "೪ 


18. ; 
೬0. 


ಆಯ್ಕೆ ಹಾಡಿನ ಅಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗ 


‘to [191.180 
ಗ ; | © [p 5 1] 
00 “FOIL 


0 
0 


ಅಪಿ 


09 2! 


(8) ನಿರೋಮೆಸಾಧ್ಯ ಅಲ್ಲ. 


b ೨18 - 
(© 4 0 13 
|i 12 6] 


(9) 2... ಇ? 7 1 9 
10 12 5 18 1 
ಕೆ 15 18 18 41 10 
3 -1 l 1 -2 

೨.1 8 15 ೬.8 | 


(a) [-1 9 ಕ]|(! ori -1 2 
0 1 -||0 olj|-2 3 -6 
'1111131 44 


(0 ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಅಲ್ಲ. 
(a) 441 ಮತ್ತುಡ೫ - 3 ಆಗಿದ್ದರೆ, ನಿರೋಮಸಾಧ್ಯ. 


(ಲ), ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವಿಕ) ಗೆ ವಿರೋಮಸಾಧ್ಯ. 
(8) (3, 7, 5 6) '“ (0) (1, 1, 1, 0, 1, 2) 
" (0) ಅವಲಂಬಿತ 


ಲಿಜ- ಲಿ 


(8) ಅವಲಂಬಿತ 
'0 0. 


ಅ 


ಎ ಆಟ 


ಐಲ 


| 
ಗ್ಗೆ 
1 


wಕುಲಿಅಲಲ 
roc 


ಲ ಅರರ ಟಿ 


0 

6 
0: 
9: 
0 


ಅಲ”-ಲಲಬ 
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ಉಕ್ತರಗಳು 


'ಅಯ್ಯೆ ನಾಡಿದ ಆಧ್ಯಾಳಗಳಿಗೆ 


21. 


(a) (1, 1, 6) - 


(6) (3,4, 15, 40) ' 


2. (813-1 
ರಿ. (8) 


22. 


(0 (8,1; -1) 


೦೦ ್‌ 
OOO 


[oe 


ಇ ”-೦ಲ೦೦ಎದ೦ 


4 ಭ್‌ ಅಕಿ ಕೆ ಕಳ ಧು 
ಎ ಕ ದ್‌ ಲಿ ಎ 


ರಾರ 
ಎ 4 ್ಮ “ಲ ೦೦ 
ದಧ ೦ಛ೦ಐ೦ 


[os ಭ್ರರ್ಸ್‌ಕ್ರಾ 
೦೦೦೦೦ 


೦೦೦೦ ಲ೦೦.: 
ಗದಾ 


ಕಾಸ 


(0) | 


(a) 415% 


ಅಧ್ಯಾಯ ೨ 
ಭಾಗ 1. 


(0) -* 


2. 


(9) 3 ೫2೨೫೪2 


=26 


(e) - 18/69/14 


(0) 4 


4. (b) ax+by+C2=— 
ಹ ನ 


`` ಅಥವಾ 


05341೫3 Ce 
ye 4a +b" + 


ಅಜ್ಮಿ ಮಾಡಿದ ಅಳ್ಯ್ಯಾತಗಳಿಗೆ- ಉತ್ಸರರಳು 


(೪ Mav ಇದು MT) ಮತ್ತು iw 1) ಅವಲಂಬಿತ 

ಜೆ. ಇಲ್ಲದಿದ್ದ ಕ್ಕಿ y= wiv vi `ದ ಈ 
ಸನ (೪. pvt (W- wf ys? ಅಗಿದೆ. ಜಿದ್ದರಿಂದ 
Vp My 0, 


(8) -16 (0) ೪? a (9) SVE 


(8) -19 (0 V3 (9) -#Y (9) 27/3/8538 


(8) ೫ 397 - (0) 11/13 (6) ಚ (0) 33182 
(6) ಸಮಾನಾಂತರ, 4-1/7) sin 2 


ಲಂಬ, 1-411/೧) gin 2 


(a) ಲಂಬೀಯ್ರ ಳಳ. § ಸಮಲ್ಯೂಬೀಯ 
(b) ಸರು . | ಲ್ಲಾಫೀಯು ಅಲ್ಲ. 
(8) ನಿಯತ ಆಧಾರ. 


(c) 1೬ VIA} ¥ 180 (#-t+ |» 28/7 
(4-4 + ಡಿಸಿ) 


(8) ಮೊಡಲನೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾನೇಕ್ಷನಾದ `` (2, 1, 0): 


"`` ರ್ಜೆತಕಳು : 1/88/49. 9). 
ಎರಡನೇ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಸಾಸೇಕ್ಷವ್ಯಾಥ ' (ತಿ -1,2) wc 
ನಿರ್ದೀಶಕ್ಸಗಳು : (3 ಕ್ಯ: |]. 


(6) 3 J ಬಜೀಶಕಗಳು : (1 IBA VES 


ಶ್‌ ಸಃ ನಿರ್ಜೇಶಕಗಳು: (1; vB 0, 0]. 


ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿದೆ ಆಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಉತ್ತ. 'ರೆಗಳು 457 


6. 


2/./5 NT -W4/i4 
U= | (ಗೆ 1 1.1] 


V5 1/5 1/4/85 
A=|0 4170/5 24/70/35 
0 ೧ 44/1411 


(a) (1, 1, -1) ರಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸ ಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪಸಮಸ್ಟಿ. 

(0) (1,1, 1, ..., 1) ರಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಸಸಮು. 

(6) {(3, 0,1, 2), (1,0, 1, 1) }ರಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಪ 
ಸಮಸ್ಟಿ. 


(8) Mi: { (1/4/35 5/4/35 3/438) }- 
M+: OVS - 13/8, 2 5 (2/8 
VB 1/1), 
(0) MA: {(-2/4/5, 174/5» 0), (3/4/10 
~ 6/470 5/4 10) }- 
34:ಕೈ: | (111/14: 214/1 31/14) }- 


(8) (8) OOO OR 


(a) {a (1, 0, -10), ಗಿ (61, 7107, 81) ), ಇಲ್ಲಿ 
a 1% 1/83 =61°+ 463, 382. 


(6) {UIT (1,0, 4)) 


(8 -&C15,38) (0 (WH 


(8) Y~=(3, -1,0) ೨. 
(a) 16(38 - 7), M4202 - 441/4 85) ), ಇಲ್ಲಿ 
1/01. '$* ಮತ್ತು 1/0) - /] (490/2 - 447/3. 


8510... 31136 
೬. 8 | 158 
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219. 


ಆ 


ಭಾಗ 5 


ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿದ ಆಭ್ಯಾಸಗಳೆಗೆ ಉತ್ತರಗ 


(c) 2-390 - 372¢+ 57 
(8) ಕೇವಲ ೫47 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ (೫೪) ಯು ಚರ: 


ಆಗಿದೆ. 
(d) ye3-l <x <l ಇರಲು ಯು ತನ್ನ ಗರಿಷ್ಕವನ 
ಹೊಂದಿದೆ. 


ದಿ 


(8). 7*(% 2» 2ರ ಜತಘತಪಖ೫3 2 2 

(c) T*=T 

(6) T(x v2) 22, ೫-32 2x 3) 
(a) T*(x =B3x+Pp -4x-y) 


(a) T* f= ಹಾ Tf +f MSO 24+ 3) 
f (0302 -361+9) 


(c) T*,f = — 7, +f (10/3 - 94( .. 
(6) TT 
(8) ಆಧಾರ: {01/3 9): (VS -3/3/3)]:- 


pr 2 [| 
7'ಯ ಮಾತೃಕೆ: [o 1} 7ನ ಮಾತೃಕೆ: |, 


3) 


(8) TETAS) - 


04/04/0೧. AU 30p-241 +3 
! dt * £-241+5) 
(೦) (7,7,೨ (1) = 180/2 _ 168/4 24 TT 
TE TNE 120/2 - 1 16-18 

(6) 27, ಗ ೫.1 

(8) 754404 (0) 74-40೮ ೬04 
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9. 


6 


11, 


ಕಾಗ 7 


4. 


(8) 


(b) 


1(b) ಮತ್ತು 1(೧) ಭಾಗಗಳು ಲಂಬೀಯವಾಗಿವೆ ; 1೧ 
ಮತ್ತು 1(4) ಗಳು ಸಮಾಂಗವಾಗಿವೆ ಮತ್ತು 1(€) ಯು ' 
ವಿಷಮ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. 7 ಯು ಭಾಗ 1(ಗ) ಯ 
ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ ಆಗ T(x y 2)=( (42/2) 
pV 2/2) 2), 7, = ((-4/2/2)20; (212)2) 
ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ T= 7, + 73. 

7ಯು 2(0)ಯ ಪರಿಕರ್ಮಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 7,(xy)= 
(2x, -2x) ಮತ್ತು T(x) -(-x- yp 2x+)) 
ಆಗಿರುವಲ್ಲಿ, T= T+ 7,. 


(8) -6 (0) -18 (6) 4 
(8) 0 | 


(8) 
(0) 


ವಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ ಅಲ್ಲ. 


mul wl ಜ್ಯ 
| 

ಮಿ 

ಶಚಿ last ajc 

೮4 ur ois 


Doar wis 


(a) x=} y= (0) ಜತಿ y=ಕ್ಥಿ 2a 


(8) (ZY) 4 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಖಾಲಿ. (2, Y)-0 ಮತ್ತು 


Y೬0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ]'ಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿ Yx 7/ YF 
ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಿರುವ ರೇಖೆಯು ಇದೇ ಆಗಿದೆ, 


(0) (ZY )=0 ಆಗಿದ್ದರೆ, (7) -0 ಅಥವಾ (XY) 


= 0 ಯಿಂದ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಎರಡು ಸಮ: ತಲಗಳು ಇವೇ. 


(0-1 OOOO (1-4) 
(6): (39, -24,6)° (0 1. (0 | 
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x=z ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವೆ ' ಯಾವುದೇ ಸದಿಶವು 1ಕ್ಕೆ ಸೇರಿರುವ 


1 ಒಂದು, 'ಸ್ವರಸಿಪಾಂಕ ಸಿಡಿಶವಾಗಿಡೆ ಮತ್ತು ಈ ಕೈಮತಲಕ್ಕೆ 


'  ಅಂಬವಾಗಿರುವ 'ಯ್ಞಾವುದ್ದೇ, ಸಬಿ್ಸವು - 2ಕೈ _ ಸೇರಿರುವ ಒಂದು 


ಅಧ್ಯಾಯ 3. 
ಭಾಗ1, 
1 (a) 
(0) 
(6) 
3. (8) 
4. (a) 
(b) 
(c) 
೪9. (8) 
11, 4 


ಸ್ವರೂಪಾಂಕ ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ TL, 1, 9)-(1, 1,0) 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 7(0, 1, -1) -(0, 1, -1). 


ಕರ್ಣರೇಖ್ಯವಲ್ಲ. (0) ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ. 
(28) 71*(2)72) = 


(X52 ೨. 1). ೫೪೦ ಕೈ (1... 2೯.841)? 
(3೬ - 2೯)» 32) (20) T*=3-T 

0 
(26) 7೯4ಎ ೫4, ಇಲ್ಲಿ 0. [o (3 | 
(28) ಹೌದು. (20) ಹೌದು. (29) ಇಲ್ಲ. 
(28) ಸ೬1, ಸಿ22 ಮತ್ತು ಸಶಿ 
(20) A£0 ಮತ್ತು ) ಘಿ. 
(26) 37: 1 ಮತ್ತು » ತಿ ' 
ಹೌದ್ದು (0) ಇಲ್ಲ... (6) ಇಲ್ಲ... 


ಡೆ 


14. 3 ಕ 2e” ಜಾ ೮. ೨೫2 ಜಾ ಣಿ: + ಛೆ 


ಭಾಗ 2 
1: (a) 
(೦) 


q=t+t+l, 1 0 
4-9, ref (6) gf 
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8. 


ಗ3; 
; (a) ಗೆ -ಶಿಗಿ.4711-12 *' (0) Kt - 1) 
(6) (/- ೧ (1-೨) 


(3) ' PE 21-34-4) -6), 


_(- 11೨೫ 0-5) ಇತಾದಿ. 
-6 ಕ 


(0) (೬-೧0(/- 5) - ೫1.19) 


(a) /(7 (32,೫2) ಎ (34x - 27):-282, `ೆ%. 142) 
+ 237, 15x- 2y +82) 


(c) (ದ 386 - 4148, - 1052, 102012 + 16000). 
+ 33382, ರಿ1ರ್ಭು - 708) ಎ 1925 . 


(6). (396 x -2118) ೪972, 10113 + 3240): + 
0662, 18.01, ಇ-38%) 


anal Sh ral 1] 
an-[§ 7} nal 4] 
(q+ (4) -NA-|" ಸ 

(ಐ) 1(0-[( (|0-[[ 1] 


sol rok ಭಂ 
(84+) -f4)-[0 1] : 
644306 25486 | 


‘=|: ಛಿ '' 39 4 216 0 
f (4) | 0 + 


0 9 


ಭಾಗ 4 


2. 
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(8) ಗೆ. (0) (/-8/-- 3)(8-2/-1) 

T-=(-1a)(al+aT+ + aT) 

(೫) (ಗಿ) ಗಿ . (!೧)54(/-1) 
(10) p=A 

(೧) (20) ಗೆ ಣಿ )-ಗಿ 


(8) 2 (1)... (0) p=(t-21+3 


(8) ಇಲ್ಲ... (ಛಿ ಹೌದು. (6) ಇ೪. (9) ಹೌದು. 
(0) ಇ೪- 


(8) ವ್ಯಾಪ್ತಿಯೆಂದರೆ ಕೇಖೆ ) -.2/ ಆಗಿದೆ: ಶೂನ್ಯಸಮಸ್ಟಿಯು ರೇಖೆ 


x=0 ಆಗಿದೆ. 


(c) ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು ಸಮತಲ x+y=0 ಆಗಿದೆ; ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು 


ಕೀಖೆ x+z=y=0 ಆಗಿದೆ. 


(6) ವ್ಯಾಪಿ ಯು ಸಮಾಂಗ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿದೆ; ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು 


ಹವಾಸಿ 


ವಿಷಮ ಸಮಾಂಗ ಮಾತೃಕೆಗಳಾಗಿದೆ. 


(0 ವ್ಯಾಪ್ತಿಯು $ ಎ! ಹ ಕ್ಕೆ /(ಗಿಎ9 ಆಗಿರುವಂತೆ.) 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗಣವಾಗಿದೆ; ಶೂನ್ಯಸಮಷ್ಟಿಯು f= 
0<t<} ಆಗಿರುವಂತೆ / ನ ಗಣವಾಗಿದಿ. 


3. (8) ಓಂದು ಉದಾಹರಣೆ, £ (xy) (0/೩ y)- 


(6) ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ, [5 =p 
| ೯೫ 


b-e 
2 
0 


| 


1 
1 


0 0 
0 0 


(x13 + 2y/3, -2x/3 + 4)/3) 


(a) E(x) 


'&, 


ಕ್ತ ನವಾಡಿಡ 'ಅಭ್ಯಾಸಗಳಗೆ ಉತ್ತರಗಳು 


[oo ಗಂ 


೦ಿ ಲ. ಸಣಣ 


೦೦೦೦ 


ಅಲಲ 


0 


07 


Or 


© ಇಗಿಕ ಗೂ 


0 


೦೮ಎ 


0 


ಐ೦ಂದಐಎ 


| 


ಕ 


ಐ ೦ ಇರಾ 
ಐ ಲಿ ನರಗ ` 
೦ಏಎಎ೦ಿಎ೦ಂ 


ಐ೦೦ಲ 
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15. (8): ಈ ಪ್ರಲಂಬನವು ನಿಯತ ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಳೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ, ಆದರೆ ಇನ್ನೊಂದು ಆಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧಕ್ಕೆ 
ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ ಅಲ್ಲ. 

(೦0) ಈ ಪ್ರಲಂಬನವು ಎರಡನೇ ಅಂತರಿಕ ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
ಲಂಬೀಯವಾಗಿದೆ. 


8/೫ 5-99 
4, (8) ?,-| 34 2p 


a b 


a’ (29 + 54 29)/2 02 {29 — ಎ )/2 





ಗ MT ಇಂ0೧ಊ4 
4a 4p 
(c) P= 1/0 1/b 0 ಸ 0 
0 0 ಸತರ Ib 
2 ೫0 


17 17 17-4/ 17 5 ಶ್ರ 
a= 17+ 1/17, b= ಮ ಲ ಸಿ, 


8 
B/E 
PLS 


15. ' 1 0 0 0 0 0] f0 0 
-00|,|1 100 
0 0 0. ] -1 0 i 1 
0 1093 109ಕ್ಕೆ 
24. fA)= 0. log 2 1008 
0 


| 0 log 3 
೩. (8) [3 9] 


27. (ಲ 2% 1(6,0)] ಮ್ತು x - ಅಕ್ಷ 


we. 
ಬು 
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ಅಧ್ಯಾಯ 4 
ಭಾಗ 1 
1. (man (0 ಇಲ್ಲ. (6) ಹೌದು. (0) ಇಲ್ಲ (0 
2. (0 (ಟು ಹಟಾ ಟಾ, D 2) } 
4. (4. By =| Gi} fl4+B=[¢ ಚ 


1. (a) Px y= 2x49 X*) 
(c) P(xy)= (100% x) 

9, 51 50 
op) OB 


19 ಇ | 
6. (a) Baby 1 ಮತ್ತು 19 >5473 


೩/7. 5 ೧8! 
ಕೆ ಕ 

1. (8 B= ೨3. ೨/5] | 
4 


4 
ಭಾಗ 3 
1. (8) 39. (0) ಹೌದು. 
ರ. (8) ಹೌದು. (೦) ಹೌದು. 
ಭಾಗ 4 


1. (a) ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗ : 9 ೨/3 5; ಊಹ್ಯ ಭಾಗ: - ರಿಸ,/2-0- 
(€) ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗ: - 38; ಊಕ್ಯ ಭಾಗೆ: 124. 


(6) 3 169 
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12. 


ಅಯ್ಕೆ ನಾಡಿದ ಅಭ್ಯಾಹಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗಳ 


(8) ಸ್ಥಾನ ಶೂನ್ಯತೆ =. 





—l 0 ೬] 
1.1 -(1+7) 
(0) ವ್ಯಸ್ತವು ಹೀಗಿಜೆ. [3 3 
1.1 ೩ ೬ | 0 
ಕ್‌ ರ್ರ 


(8) ಉದಾಹರಣೆಗೆ, | (1, 0, 1)(0, 3,0) ] ಇದು ಹ 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 1 (1, 0, 1), (0, 1,0 
(0, 0, 2) ] 03ಗೆ ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


(0) ಉದಾಹರಣೆಗೆ 1 (1, 10)} ಯು M ಗೆ ಮಃ 
{(1, 0, 0), (1,1,0), (1,1, 1)] ಯು C 
ಒಂದು ಆಧಾರವಾಗಿದೆ. 


1 090 
(8) 1 +f i i 
$-;01 

| 1೨೫ i45 3; 


245; 546 -4483/) ಉದಾಹರಣೆಗೆ. 
ತ 8.6 1 2-8; 


(1501, b 1 14/73(- 1೨8 1-1-41 





1 ಗ... 354/1 ಇತಿ4ಗ್ಗಿ 
ರಾಶಿಗ - 1, 
al ತು ಸು | 
(a) 1/11 - (|) ಯಿಂದ ನಿರ್ಮಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಉಸಸನುಸ್ಟಿ. 
(c) 21 12(- 6, Dt 30/0 -.24/--2, 
20*ಗ ಎ 89/- 26/8 
[1 1 
(8) P,-[; _1 | ಉದಾಹರಣೆಗೆ. 


ಬ ಸ್ಮ ೂ 
i 


ಅಷ್ಟೆ ಮಾಡಿದ ಆಭ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗಳು 


14. 


15. 


17, 


ಭಾಗ 5 


೨ 





1/4/8 114/5 
oe 12} ಉದಾಹರಣೆಗೆ. 


n 

P 

33; _- 88 33;- 341 
32೨ 1 31-f 


(0) ಲಂಬವಲ್ಲ. 


(0) ಏಕಾತ್ಮಕ, 


(9) ವಿಷಮ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ. (0) ಲಂಬನಲ್ಲ. ' 


(8) ಲಂಬ. 
(8) ಲಂಬನಲ್ಲ. 


(8) ಮಿಥ್ಯ ಉತ್‌ನ್ಲೇಪಗಳು : 


1+4/5 _; 
a 
48 ; 144/5 | 
1 ರಾರ್ವಾರ 
2 
1-4/5 _ 
1 ಹ್‌ 1 


ms 


(€) ಮಿಥ್ಯ ಉತ್‌ ಕ್ಷೇಪಗಳು : 





-1- 45 1 
i) 6 1. 1, 
4/5 ಎಕ್ಕ ji 1 - V5 | 
pA 
-1+Y5 1 
i ದಟ್ಟ 
ಗ್ರ 1+ 4/5 
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ಭಾಗ 6 


9, 


ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿದ ಅಭ್ಯಾಸೆಗಳಿಗೆ ಉತ್ತರಗಳ: 


viU +1) 7] 
3) o-[ 3X 14/3 


I 
0-3 13 


(8) 2, 0; ನಾನೃಣಾತ್ಮಕ. 


(೦) (+452 (1 - V5) ಸ್ವ ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂದಿ. 


ದಳ (41-5 
(9) 1+ 25 (41)' (ಸರಸರ ori 


(9) ಕ್ಯ 3, ಏಕಾತ್ಮಕ 


(a) ವಿಷಮ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ. 

(c) ಏಕಾತ್ಮಕವಲ್ಲ, ಧನಾತ್ಮಕವಲ್ಲ ಅಥವಾ ವಿಷಮ ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿಂ 
ಅಲ್ಲ. 

ವಾಸ್ತವಿಕ ಭಾಗ : 


H(as8) = ೬[6,-(₹- ಸತಿ, (ಗ 
ಊಹ್ಯಭಾಗ : 


೫1:68) -[36- 


1-2] (1 
[ವ್ಯ ? 





psf led 


2 ok 
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10. (8) 1,2. Oi 
14. (8) $(4) ಯು ನ್ಯಾಪ್ಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿಲ್ಲ. 
(0) (180) (A)= (6+ 1A) = [12 |] 
(8) BAKCAMAN FAY -ಂ 
15. (8) AB~ 8/4, ಇದು ಕೇವಲ ಶಯ ಕ್ಕ 1) 
ರೂಪದ್ದಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ, 


ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ಧಕೋಶ 


ಅಡ್ಡಸಾಲು Row ಏಕ್ಸೈಕತೆ Uniqueness 
ಅದಿಶ Scalar ಓಕೆ Cross 
ಅರ್ಧಖಚಿತ Semi definite ಕರ್ಣರೇಖ್ಯ Diagonalizable 
ಅನಂತ Infinite ಕರ್ಣರೇಖೆ Diagonal 
ಅಪವರ್ತಮೂಲ 7280108 root ಕ್ರಮಪಡಿಸಿದ Ordered 
ಅಭಿಜಾತ Classical ಕ್ರಮಯೋಜನೆ Permutation 
ಅವಲಂಬನೆ ೧6೧69೧೮0೧೦೮ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನ Process 
ಅಸಮತೆ 1೧908111) ಕೂಟರೂಪ Block form 
ಅಕ್ಷುದ್ರ Nontrivial ಕೋಟಜ್ಯಾನಿಯಮ Cosin law 
ಅಂತರ್‌ಧು ್ರ್ರವೀಕರಣ Interpolation ಶೋನ ೧೦೧9 
ಅಂತಿಮ Terminal ಗಾತ್ರ Volume 
ಆದಿ Initicl ಗುಣಕ Multiple 
ಆಧಾರ Basis ಗುಣಲಬ್ಧ Product 
ಆಯಾಮ Dimension ಘಟಕಗಳು Components 
ಆಂತರಿಕ Inner ಚರಮ Extreme 
ಉತ್ಪನ್ನ Function ಚರಮೀಯ Extremal 
ಉತ್‌ಕ್ಷೇಪ, ಚಲನಕಲನ Integral 

ಪ್ರ ಲೂಬನ Projection ಜಾಡು Trace 
ಉಪ Sub ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ Geometric 
ಉಪಗಣ Subset KR ತ್ರಿಕೋನೀಯ Triangular 
ಉಭಯ Duel ತ್ರಿಗ್ಮ Triple 
ಊದ್ದ ರೈ Upper ತ್ರಿಭುಜ 7118೧619 
ಊಹ್ಯಭಾಗೆ Imaginary part ದಾಖಲಾತಿ Entry 
ಖುಣಾತ್ಮಕ Negative ದ್ವಿರೇಖಾತ್ಮಕ ರೂಪ 8111೧68 form 
ಏಕಕಾಲಿಕ Simultaneous ರೇಖೀಯ Bilinear 
ಏಕಶತ್ವಿ Monic ಧ್ರುವೀಕರಣ Polarization 
ಏಕಾತ್ಮಕ Unitary ಧೃಢಚಲನೆ Rigid motion 


ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ದ ಕೋನ 


ಧನಾತ್ಮಕ 
ನಾನೃಣಾತ್ಮಕ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿ 
ನಿರ್ದೇಶೆಕಗಳು 
ನಿರ್ಧಾರಕ 
ನಿರ್ಮಿತ 
ನಿರಪೇಕ್ಷ ಜೆಲೆ 
ನಿರವಲಂಬಿತ 
ನಿಶ್ಚರ 
ನೀಟಿಸಾಲು 
ವನ್‌ 
ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ 
ಪ್ರಧಾನ 
ಪ್ರಮಾಣಕ 
ಪ್ರಮೇಯ 
ಪರಿಕರ್ಮ 
ಪರಿಮೇಯ 
ಪರಿವರ್ತನೆ 
ಪರಿವಹನಾ ಚಿತ್ರ 
ಪರಿಹಾರ 
ಪ್ರಕ್ಷೇಪ ಚಿನ್ನೆ 
ಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ 
ಪ್ರಾಂತ 
ಪೀನಮಧ್ಯಗಣ 
ಪೂರಕ 
ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ 
ಫಲನೋಕ್ತೀಯ 
ಬಹುಪದಿ 


Positive ಬಿಡಿಸುವ ವಿಧಾನ 
Non-negative 

Strictly ಬಿಂದು 
Coordineats ಬೀಜಗಣಿತ 
Determinant ಬೈಜಿಕ 
Spanned ಭಾಗಲಬ್ಧ 
Absolute value ಭಾಗಾಹಾರ 
Independant ಅಂಕಗಣಿತ 
Invariant ಭಿನ್ನ ಕಲನ 
Column ಮಾತೃಕೆ 
Image ಮಿತಿ 
Isometric ಮಿಥ್ಯ 
Isomorphison ಮೂಲ 
Prime ಮೂಲಭೂತ 
Norm ಮೊತ್ತ 
Theorem ಯುಕ್ತ 
Cperation ರೇಖಾಖಂಡೆ 
Rational ಕೇಪೀಯ 


Transformation ರೂಪಾಂತರ 
Flow diagram ಲಂಬ 


Solution 
Parenthesis 
Adjoint 
Domain 
Convex set 


ಲಂಬೀಯ 
ವರ್ಗಮೂಲ 
ವರ್ಗಸೂತ್ರ 


Complementary ವರ್ಗಾತ್ಮಕ 


Lemma 
Functional 
Polynomial 


ಬಹುಮುಖ ಘನಾಕೃತಿ Polyhedron 
ಬಾಣದ ನಿರೂಪಣೆ Aಃrಂw 
rept esentation ನಿಲೋಮಸಾಧ್ಯ 


ವ್ಯತ್ಯಯಿಸಿದ 
ವ್ಯಸ್ತ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 
ವ್ಯಾಪ್ತಿ 
ವಾಸ್ತವಿಕ 
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Method of 
solving 


Point 
Algebra 


Algebralcally 
Quotient 
Division 
algorithem 
Differentiation 
Matrix 


Restriction 
Spectral 


Root 
Fundamental 
Sum 

Proper 

Line Segment 
Linear 
Translation 
Perpendlcuiar 


Orthogonal 
Square root 
Quardratic 
formula 
Quadratic 
Commuted 
inverse 
Definition 
Range 


Rea 
117೪017100 
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ವಿಷಮ 
ವ್ಯೂಹ 
ವದಿಸಿದ 
೪" 

ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯ 
ಶೂನ್ಯ 
ಶೂನ್ಯತೆ 


ಶೇಷ 
ಸ್ವಗುಣಾರೋಸಣ 
ಸದಿಶ 
ಸ್ವಪಾರ್ಶ್ವಬಂಧಿ 
ಸಮಘಾತವ್ಯೂಹ 


ಸಮಲಂಬೀಯ 
ಸಮಸ್ಟಿ 
ಸಮಾಂಗ 
ಸಮಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜ 
ಸಮಾಂತರೀಕೃತ 
ಸಮಾನಾರ್ಥಕ 
ಸಮ್ಮಿಶ್ರ 
ಸಮಾಕರಣ 


Skew ಸ್ವರ 
System ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
Augmented ಸರ್ವಸಮ 
Pure imaginary ಸಹಗುಣಕಗಳು 
2610 ಸಂಕುಚಕೆ 
Nullity ಸಂಕುಚಿಸಲ 
ಸಾಧ್ಯವಾದೆ 
Reminder ಸಂಬಂಧಿತ 
Automorphism ಸಂಯುಗ್ಮಿ 
Vector ಸಂಯೋಜನೆ 
Seif adjoint ಸಾಂತ 
Homogenous ಸ್ಥಾನ 
system ಸ್ಮಾನಪಲ್ಲಟಿನ 
orthonormal ಸಾಪೇಕ್ಷವಾಗಿ 
Space ಸಾಮ್ಯಕ 
Symmetric ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪ 
ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳು 


೧88116910018ಗಾ ಸೂತ್ರ 
Parallelopiped ಸೋಪಾನವ್ಯೂಹ 


Equivalent 
Complex 
Equation 


ಕುದ್ರ 
ಕ್ಷೇತ್ರ 


ಪಾರಿಭಾಹಿಕ ಶಬ್ದಕೋಶ 


Degree 
Characteristic 
Similar 
Coefficients 
Reduction 


irreducible 
Affine 
Conjugate 
Combination 
Finite 

Rank 
Transpose 
With respect 
Identity 
General form 
Constants 
Formula 
Echelon 
Trivial 

Field 


ಕಹಿ ವಿಕೃವಿದ್ಯಾನಿಲಯದ ಕನ್ನಡಪುಸ್ತ ಕಗಳು 


ಪುಸ್ತಕಗಳಿಗಾಗಿ ಮೆಗೆ ಇಂಡಿಯಾ ಬುಕ್‌ ಹೌಸ್‌, 
ನೇ ಮೈನ್‌, ಗಾಂಧಿನಗರ, ಬೆಂಗಳೂರು-560000 ಇವರನ್ನು ಸಂಸರ್ಕಿಸಿರಿ, 


000೦೦ 


(ಸಾದಾಪ್ರತಿ) (ಕ್ಕಾಲಿಕೆಣ) , 


1. ಸುಭಿಕ್ಷತೆಗೆ ತೆರೆದೆ ಬಾಗಿಲು (ಪ್ರತಿಗಳು ತೀಶಿನೆ) 2-00 
2. ಪೀಡೆ ನಿರ್ವಹಣೆ »೨ 5-00 
3. ಕೇಟಿ ವಿಂಗಡಣೆ 10-00 
4. ಕೀಟ ಹತೋಟಿ (ದ್ವಿತೀಯ ಮುದ್ರಣ) 12-00 
ಠಿ. ಸಾಕು ಪ್ರಾಣಿಗಳ ಶರೀರ ಕ್ರಿಯಾಶಾಸ್ತ್ರ ಭಾಗ 1 6-25 
6. ತರಕಾರಿ ಬೇಸಾಯ (ಪ್ರತಿಗಳು ತೀರಿವೆ) 12-50 
7. ಕೃಷಿ ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ ಶಬ್ದಾರ್ಥ ನಿರೂಪಣಾವಳ 6-00 6-25 
ಸ. ಮಣ್ಣು ಮತ್ತು ನೀರು ಸಂರಕ್ಷಣಾ ಕೈಪಿಡಿ 15-00 19-00 
9, ರೈತರ ನೆಚ್ಚುಮೆಚ್ಚಿನ ಮರಗಳು 10-00 1900 
10. ಸಾಕುಸ್ರುಣಿಗಳ ಶರೀರ ಕ್ರಿಯಾಶಾಸ್ತ್ರ ಭಾಗ-2 11.25 15.00 
11. ಮೈಸೂರು ರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ ಕೃಷಿ 10-00 
12. ಮಣ್ಣು ಮತ್ತು ನೀರು ನಿರ್ವಹಣೆ 15-00 19-00 
13. ಮಣ್ಣು 1-25 10-00 
14. ಕೃಷಿ ಸಹಕಾರ 6-25 10-00 
15. ಕಳೆಗಳು ಮತ್ತು ಕಳೆಗಳ ನಿಯಂತ್ರಣ 10-00 16-00 
16. ಗೋಸಂಪತ್ತು 6-28 10-00 
17. ಧಾನ್ಯದಾಸ್ತಾನು ತತ್ವ ಮತ್ತು ಪದ್ಧತಿಗಳು 1-50 11-97 
18. ಮಣ್ಣಿ ನೆ ಫಲವತ್ತತೆ ಹಾಗೂ ಉತ್ಪಾದಕತೆ 17-50 ೫1-858 
19. ಪಶುವೆ ದೃಕೀಯ ವಿಜ್ಞಾನ 1-50 11-2) 
20. ಹೊಲದ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಶೀಟಗಳು 8-25 12-00 
1, ಟ್ರಾಕ್ಟರು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳನ್ನು 
ಸುಸ್ಥಿತಿಯಲ್ಲಿಡುವ ಕ್ರಮಗಳು 17-58 12-50 


.  (ಸಾದಾಪ್ರತಿ) (ಕ್ಯಾಲಿಕೊ) 
22. ಸಾಕುಪ್ರಾಣಿಗಳ ಶರೀರ ಕ್ರಿಯಾಶಾಸ್ತ್ರ ಭಾಗ-8 10-00 15-00 


98. ಕಷಿ ವಿಸ್ತರಣ ಶಿಕ್ಷಣ ಪದ್ಧತಿಗಳು 11-25 16-25 
೨4. ಕಣಜದ ಪೀಡೆಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋ 15-00 19-00 
95. ಸಸ್ಯ ವರ್ಗೀಕರಣ ಶಾಸ್ತ್ರ 15-00 20200 
20. ಪೌಷ್ಟಿಕ ಆಹಾರ 9-00 14-00 
27. ಕಡಲ ಮೂನುಗಾರಿಕೆ 5.0೧. 10-00 
2೫. ಧಾನ್ಯದ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 10-75 
29. ಕಬ್ಬಿನ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 4-50 
30. ಶಿಶುವಿಹಾರ 9-50 13-25 
31. ಬೇಳೆಕಾಳು ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೇಟಗಳು 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹಕೋಟ 1-50 
32. ಕಷಿ ಎಂಜಿನಿಯರಿಂಗ್‌ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ 9-50 14-00 
33. ಇಲಿಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ನಿಯಂತ್ರಣ 9-50 13-25 
34. ತರಕಾರಿ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೇಟಗಳು 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 12-50 
35. ಹಣ್ಣಿ ನ ಚೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಓ 16-25 
36. ಕ್ಯಾನಿಂಗ್‌ 16-25 21-2? 
37. ಅಲಂಕಾರ ಸಸ್ಯಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು ಸ 

ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 10-78 
38. ಜೀವಕೋಶ ಕ್ರಿಯಾಶಾಸ್ತ್ರ ಹಾಗೂ 

ಜೀವರಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರ 20-69 25-0 
39. ಎಲುಬುಶಾಸ್ತ್ರ 11-2 16-2 
40. ಕಡಲೆಕಾಯಿ 10-00 15-04 
41. ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ ಭಾಗ-1 . 25-00 30-0 


42. ತೆಂಗು, ಅಡಿಕೆ, ಇತರ ಗರಿಮರಗಳ ಕೀಟಗಳು 
ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 9-00 


hi 
(ಸಾದಾಪ್ರತ) (ಕ್ಯಾಲಿಕೊ) 
k3. ಪ್ಲಾಂಟೇಶನ್‌ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು 


ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 12-00 
44. ಭಾರತದಲ್ಲಿ ಕೋಳಿಸಾಕಣೆ 22-50 97.60 
45. ಕಲ್ಲುನಾರು (ಭೂತಾಳೆ) ಗಿಡಗಳು 5-00 
46. ಎಣ್ಣೆ (ಬೀಜ) ಕಾಳು ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ 
ಕೀಟಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 7.50 
417. ಹತ್ತಿ(ನೂಲು) ಹಾಗೂ ನಾರಿನ ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ 
ಕೀಟಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 10.09 


46, ಹಸುರೆಟೆ ಗೊಬ್ಬ ರ, ಮೇವು ಹಾಗೂ ಉಪ್ಪು ನೇರಿಳೆ 
ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀರುವ ಕೀಟಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ 
ಹತೋಟ ೧.06 
49. ಮಾದಕ (ಹೊಗೆಸೂಪ್ಪ, ಗಾಂಜ) ಹಾಗೂ ಸಾಂಬಾರ 
(ಅರಿಶಿನ ಇತ್ಯಾದಿ) ಬೆಳೆಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ ಕೀಟಗಳು 


ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 3-75 
3೦. ಕೃಷಿ ಉಪಯೋಗಿ ಕೆಲವು ವೃಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಬೀಳುವ 

ಕೀಟಗಳು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 4-50 
81. ಸಸ್ಯಸಾಮ್ರಾಜ್ಯ ನ.00 ೫0.60 
52. ಭಾರತೀಯ ಗ್ರಾಮೀಣ ಯುವಕ ಕೈತ ಸಂಘಟಣೆ 8-25 18.258 
53. ಮೂನುಗಾರಿಕೆ 10-00 15.00 
ಕಕ್ಕಿ, ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ ಭಾಗ-2 20-00 25-00 
55. ಪಶುರೋಗಗಳು ಹಾಗೂ ಸಾರ್ವ ಜಫಿಕೆ ಆರೋಗ್ಯ 12-50 17-50 
56. ಭಾರತದಲ್ಲಿ ಜೇನುಸಾಕಗೆ 20-00 25-00 
57. ಸಾಕುಪ್ರಾಣಿ ಮೂಲದ ಸೊಂಕು ರೋಗಗಳು 7.50 12-50 
58. ಮೂಲ ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ 19-00 94.00 
59. ಜೇನು ಸಾಕಣೆ 17-50 ೨2.70 
00. ಕೃಷಿ ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ದ ಕೋಶ 3-25 
61. ತರಕಾರಿ ಬೆಳೆಗಳ ಕೀಟನಿಯಂತ್ರಣ 12.50 ‘19-00 
62, ಬೆಳೆ ಕೀಟಗಳು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಹತೋಟ 125-00 


63. ಸಸ್ಯ ತಳಿಅಭಿವೃದ್ಧಿ ವಿಧಾನಗಳು 85-00 


64. 
೧5. 
೧೧, 
67. 
68. 
69. 
- ಕೃಷಿ ಆನಿಲಯಂಶ್ರ ಹಾಗೂ ಬಾ )ಕ್ಟರು 
1. ಸಹಕಾರಿ ಬೇಸಾಯ 

- ಕೋಶ 

ಸಂಸ್ಕೃತಿಯ ರೂಪಿಕೆಗಳು 

» ನೀರಾವರಿ ಶತ್ವ ಮತ್ತು - 

ಕ ಮಣ್ಣು ಶಿಲೀಂಧ್ರ ಬ ನ 
. ಪ್ರಾಣಿಗಳ ವರ್ತ .' ' 
- ಪ್ರಾಣಿಗಳ ಶರೀರ ಕ್ರಿಯಾಶಾಸ್ತ್ರ 

- ಆಹಾರ ಸೂಕ್ಷ್ಮಜೀವಿ ವಿಜ್ಞಾನ ಭಾಗ-1 
- ಕೇಲು ಮತ್ತು ಸ್ತಾಯುಶಾಸ್ತ್ರ 

. ಶುರಿಸಾಕಣೆ 

- ಜೋಳ 

* ಹಂದಿ ಭ್ರೂಣಶಾಸ್ತ್ರ 

. ಆಧುನಿಕ ಹೈನುಗಾರ ದನಗಳ ನಿರ್ವಹಣೆ 
. ಮತ್ಸ್ಯ ಶಾಸ್ತ್ರ 

A ಹಣ್ಣು ಮತ್ತು ತರಕಾರಿಗಳೆ ಸಂರಕ್ಷಣೆ 

. ಸೃಷಿ ನಿರ್ವಹಣೆ ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ 


iv 


ಅಜ್ಜಿನಲ್ಲಿನೆ 


ದೊಡ್ಡ ರೋಗ 

ಸಾಕುಪ್ರಾಣಿಗಳ ಭ್ರೂಣಶಾಸ್ತ್ರ 

ಹುಲಿ-ಭಾರತದ ರಾಷ್ಟ್ರೀಯ ಮೃ ಮಗ 

ರೇಖಾತ್ಮಕ ಬೀಜಗಣಿತ 

ಸಾವಯವ ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ 

ಮಣ್ಣು ನಿರ್ವಹಣೆ, ಸಂರಕ್ಷಣೆ, ಬೆಳೆ ಉಃ 
[a % 


ಬಿರ ಒಟ (ಜಗ ಗ್‌ 


9-60 


ತೆಂಗು 


: ಕೆಲವು ಸಸ್ಯಗಳ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಇಂಗ್ಲಿಷ 


ವಿನು ಮತ್ತು Kool ಸಾಗಕೋಶ್ಸನ ಶ್ರೈನ 


. ಬೀಜಗಣಿತ ಪರಿಚಯ ಕ 


